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1 Onso6z






2 Bu kitap nedir?

Bu, MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) ders serisinin Tiirk¢e ders notlaridir. Hedef,
videolar1 izlerken paralel okunabilecek; sonradan tek basina da yeterli olabilecek bir referans seti tiretmek.

Kurs ii¢ hoca tarafindan, ii¢ farkli sesle anlatilir:

* Jason Ku — akademik, tahta + marker, Sokratik; “Once soruyu sinifa tasi”.
* Erik Demaine — enerjik, gorsellestiren; “I love algorithms.”
* Justin Solomon — informal, problem oturumlar1 ve ¢izge teorisi.

Serinin bir iddias1 var: bir algoritma yazmak isin yalnizca yarisidir. Diger yarisi, o algoritmanin dogru ve
verimli oldugunu — bir bilgisayara degil, bir insana ikna edecek netlikte — kanitlamaktir. 6.006 boyunca her
ders bu iki yariy1 birlikte 6gretir.

1 Kaynak

¢ Seri: MIT 6.006 Introduction to Algorithms, Spring 2020 (OCW)

* YouTube playlist: 6.006 Spring 2020 (32 video)

¢ Hocalar: Jason Ku, Erik Demaine, Justin Solomon

* Ceviri ve genisletme: Phase 2 (TR + ML Builder / OMSCS kopriileri)



https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUl4u3cNGP63EdVPNLG3ToM6LaEUuStEY




3 Nasil Okumali

Stralt oku. Kurs kiimiilatiftir — her iinite bir 6ncekinin kurdugu kavramlari kullanir. Ug biiyiik iinite vardir:
veri yapilan (diziler, hashing, agaclar, yiginlar), ¢izge algoritmalari (BFS, DFS, en kisa yollar), ve dinamik
programlama. Aralara serpistirilmis problem oturumlari (PS) her blogu pekistirir; {ic quiz tekrari sinav
oncesi sentez yapar.

Onerilen akis: 6nce videoyu izle, sonra ilgili dersi oku, en sonunda bir problemi kendin ¢6z. Bu set videoyu
destekler, ikame etmez.

@ Pratik bir tavsiye

6.006’n1n kalbi koddan ¢ok ispat ve iletisimdir. Her dersteki tlimevarim argiimanini, asimptotik analizi
ve “neden dogru” gerekcesini atlama. Bir algoritmay: tarif seviyesinde — siniftaki bir arkadagina
anlatabilecegin netlikte — yazabiliyorsan, onu anlamigsindir.







4 32 Ders

Kurs 32 videodan olusur: 21 ders (lecture) + 3 quiz tekrari + 8 problem oturumu. Asagidaki sira videolarin
orijinal akigidir.

# Tip Ders

1 L1 Algoritmalar ve Hesaplama

2 L2 Veri Yapilar1 ve Dinamik Diziler

3 PSI Problem Oturumu 1

4 L3 Kiimeler ve Siralama

5 L4 Hashing

6 PS2 Problem Oturumu 2

7 LS Dogrusal Zamanl Siralama

8 PS3 Problem Oturumu 3

9 L6 Ikili Agaclar — Boliim 1

10 L7 Ikili Agaclar — Boliim 2: AVL

11 PS4 Problem Oturumu 4

12 L8 Ikili Y1gmlar (Binary Heaps)

13 L9 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

14 Quiz 1 Review Quiz 1 Gozden Gegirme

15 L10 Derinlemesine Arama (DFS)

16 L11 Agirlikli En Kisa Yollar

17 PS5 Problem Oturumu 5

18 L12 Bellman-Ford

19 L13 Dijkstra

20 PS6 Problem Oturumu 6

21 L14 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

22 Quiz 2 Review Quiz 2 Gézden Gecirme

23 LI15 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

24 L16 Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar
25 PS8 Problem Oturumu 8

26 L17 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme
27 L18 Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum
28 L19 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik
29 PS9 Problem Oturumu 9

30 PS10 Quiz 3 Gozden Gecirme

31 L20 Toparlanma ve Sonraki Dersler

32 L21 Son Ders — Algoritmalar Her Yerde

Not: Phase 2 iiretimi Ders 1 (Algoritmalar ve Hesaplama) ile baslar. Kalan dersler ayni sablonla
eklenir.






5 Notasyon

* Asimptotik simirlar: O(-) iist sinr, (-) alt sinur, O(+) siki sinir.

+ Biiyiime hiyerarsisi: 1 < logn < n < nlogn < n? <« n° < 2" — soldan saga hizli biiyiir;
polinom ve alt1 “verimli”.

Girdi boyutu (n): her zaman “eleman say1s1” degildir; bir ¢izge icin genellikle V' + E (diigiim + kenar).
* Cizge: G = (V, F) — diigiim kiimesi V/, kenar kiimesi F.

Mesafe: d(s,v) — s’ten v’ye en kisa yol uzunlugu.

Tiim matematik MathJax 3 ile render ediliyor.


https://www.mathjax.org/




6 Builder Ekseni — Neden Bu Ders?

@ Her ders bu baglant: katmanini tasir

Bu kursun pratik degeri ML degil, miihendislik temeli ve 6lcek:

6.006 kavrami Ileriye / Geriye koprii

0/0/Q,DP, ¢izge dili OMSCS CS 6515 (Graduate Algorithms) ile
birebir oOrtiigiir

“Biiyiik N’de hangi karmagiklik gecer” Kompetitif programlama sezgisi

Hash tablosu, en kisa yol, oncelik kuyrugu Sistem tasarimi: routing, cache, scheduler

list/dict’in gizli zaman maliyeti Geriye — Phase 1 Python
(time.perf_counter ile ampirik dogrulama)

Asimptotik mertebeler (log, exp) Geriye — Phase 1 Calculus (biiyiime oranlar)

Randomized algoritma, beklenen-zaman Geriye — Phase 1 Stat 110 (hashing, quicksort)
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“timevarim (induction)”, “hesaplama modeli (word RAM)”.

 Hocalardan alintilar ingilizce orijinal haliyle, blockquote icinde, zaman damgasiyla verilir.

* Builder Notu callout’lar1 ML kopriisiinii (geriye + ileriye) ve OMSCS bagini tagir.

« Ogretim kodu (pseudocode, Python 6rnekleri) goriiniir kod bloklarinda; figiirler (¢cizge, biiyiime egrisi,
bellek semasi) algoritmay1 gorsellestiren, kaynagi gizli iiretici hiicrelerdir.

* Kontrol Sorulari collapse’lu — cevap kapali baglar, okur kendi diisiindiikten sonra acar.

» Egzersizler cevapsiz — en az bir kodlama/ispat egzersizi.

Bu kitap videolarin yerine gecmez
Tek basina bu set yetmez — Ku, Demaine ve Solomon’un canli anlatiminin yerine gecemez. Once

videoyu izle, sonra ilgili dersi oku, son olarak bir problemi kendin ¢6z. Set videoyu destekler, ikame
etmez.
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

Problem vs algoritma, tiimevarimla dogruluk, asimptotik verimlilik ve word RAM modeli

1 Boliim bilgisi

* Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 1: Algorithms and Computation (=46 dk)
* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 1: Algorithms and Computation

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 1

¢ Hocalar: Jason Ku, Erik Demaine, Justin Solomon

* Okuma siiresi: =22 dk

8.1 Bu Derste Ne Var?

6.006’nin ilk dersi, kursun neyi 6grettigini tanimlar: hesaplamali problemleri ¢6zmeyi, ¢6ziimiin dogru
oldugunu ispatlamay1 ve verimli oldugunu savunmayi1. Jason Ku, kodlamadan ¢ok diisiinmeye ve iletisime
odaklandigimiz1 vurgular — bu derste yazacaginiz ispat, cogu zaman yazacaginiz koddan fazladir.

Ug temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Problem vs Algoritma — bir problem girdi-¢ikt1 iligkisidir; bir algoritma o iligkiyi hesaplayan bir

prosediirdiir.

2. Tiimevarimla dogruluk — bir algoritmanin her girdi icin dogru c¢alistigim sonlu bir argiimanla
ispatlama.

3. Asimptotik verimlilik + hesaplama modeli — zamani saniyeyle degil, temel islem sayisiyla 6lgme;
word RAM modeli.
“Really what the course is about is teaching you to solve computational problems.” — Ku, 1:00

Ders 1: Algoritmalar ve
— Hesaplama —

Problem vs Algoritma

- ~ o I e —

Problem = kil iliski Algoritma = prosediir Temel durum K = 0 Tiimevanm a dim 1<« logn<n<nlogn < word RAM modeli
> Hipotez P(K) , 00 Qsmrlan . X
(girdi — ciktr) (fonksiyon, sabit boyutlu) (bos-dogru) P(K) — P(K+1) <2 (sabit-zaman erisim , word)

asimptotik verimlilik + word RAM hesaplama modeline.

15


https://www.youtube.com/watch?v=ZA-tUyM_y7s
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

@ Builder Notu — ML ve OMSCS Kopriileri

Bu ders ML degil, miihendislik temeli kurar. Phase 1 ve ileri hedeflerle kopriiler:

* Geriye — Python (Phase 1): Ku, Python’in 1ist, set, dict yapilarinin “bu modelde olmadigini”
soyler (42:28). Python’da bedava goriinen islemlerin gercek bir zaman maliyeti var — bu kurs o
maliyeti goriiniir kilar.

* Geriye — Calculus (Phase 1): asimptotik mertebeler (log, lineer, polinom, iistel biiyiime) —
fonksiyonlarin biiyiime hizin1 karsilagtirma.

» Tleriye » OMSCS CS 6515 (Graduate Algorithms): bu dersin formal devami; ayni1 dil (O/© /€,
DP, cizge).

« Tleriye —» kompetitif programlama ve sistem tasarmm: “biiyiik N’de hangi karmagiklik gecer”
sezgisi; routing, cache, scheduler tasarimi.

Tek ciimle: Bu ders, “hizli kod” ile “hizli algoritma” arasindaki farki ve bunu nasil ispatlayacagin
ogretir.

8.2 Hesaplamali Problem Nedir?

Ku derse bir soruyla baslar: “What is a problem? What is an algorithm?” — ve cevabi sdylemek yerine sinifi
oraya tasir (Sokratik tislup). Kursun dort hedefi vardir:

1. Hesaplamali problemi ¢oz.

2. Cozlimiin dogru oldugunu ispatla.

3. Coziimiin verimli oldugunu savun.

4. Bunlarin hepsini bagkalarina iletisimle aktar.

Ku’ya gore bu sinifi diger kodlama derslerinden ayiran sey budur: sadece bilgisayara degil, insanlara dogrulugu
kanitlamak. Bu yiizden derste bol bol yaz1 yazilir.

“we really concentrate on being able to prove that the things you're doing are correct and better
than other things, and being able to communicate those ideas to others, and not just to a computer”
— Ku, 2:40

8.3 Problem = Girdi-Cikt iligkisi

Soyut tanim: bir problem, girdiler kiimesi ile ¢iktilar kiimesi arasinda bir ikili iligkidir (binary relation). Her
girdi icin hangi ¢iktilarin dogru oldugunu belirtir — bu, girdiler ile ¢iktilar arasinda iki-parcali (bipartite) bir
cizge gibidir (Sekil 8.2). Bir girdinin birden ¢ok dogru ciktist olabilir: 6rnegin “dizide 5 degerini iceren bir
indeks ver” probleminde birden cok 5 varsa, o indekslerin herhangi biri dogrudur.

Pratikte bir problemi tek tek girdi-cikti ¢iftleriyle degil, bir yiiklem (predicate) ile tanimlariz: bir girdi-cikt1
cifti verildiginde, ¢iktinin dogru olup olmadigini1 kontrol edebiliriz. Bu, sonsuz sayida girdiyi sonlu bir kuralla
ifade etmenin yoludur.

“what a problem is is a binary relation between these inputs and outputs.” — Ku, 3:48
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8.4 Algoritma Nedir?

Cahsilan Ornek — Dogum Giinii Problemi (kurulum): Bir simiftaki 6grenciler arasinda, herhangi iki
0grencinin ayni dogum anina (giin + y1l + saat) sahip olup olmadigin1 soralim. Ku, algoritmanin yalnizca bu
sinif icin degil, keyfi boyutta herhangi bir girdi icin calismasini ister — 300 6grenci de olabilir, bir milyar
ogrenci de. Iste bu yiizden “sabit boyutlu” bir makine ile “keyfi boyutlu” girdiyi islemek zorundayiz.

Problem = ikili iliski: bir girdinin birden cok dogru ciktisi olabilir

Girdiler (dizi) Cikti(lar): 5'in indeksi

indeks 0
[7, 5, 2]
indeks 1
 CEEEEEE—
[5! 9! 5' 1]
)
indeks 2
[3, 8, 4]
5 yok

Amber: tek girdi = iki gecerli cikti (5 dizide iki kez geciyor)

Sekil 8.2: Problem bir ikili iligkidir: sol siitun girdiler (6rnek diziler), sag siitun olas1 ¢ciktilar (5’in indeksi).
Kenarlar gecerli (girdi — ¢ikt1) ¢iftleridir. [7, 5, 2] icin tek dogru cikt1 (indeks 1), [3, 8, 4]
igin “5 yok”; ama [5, 9, 5, 1] icin iki gecerli ¢ikti vardir (indeks O ve indeks 2, amber vurgulu)
— bir girdinin birden ¢ok dogru cevabi olabilir, yani problem fonksiyon olmak zorunda degildir.

8.4 Algoritma Nedir?

Bir algoritma, problemin tersine, ¢iktilar1 6nceden bilmez — o bir prosediirdiir: sabit boyutlu bir makine ya
da tarif ki, kendisine bir girdi verildiginde bir ¢ikt1 iiretir. Matematiksel olarak algoritma bir fonksiyondur:
her girdiyi tek bir ¢iktiya esler ve o ¢ikti, problemin tanimina gére dogru olmalidir.

Kritik gerilim sudur: girdi keyfi biiyiikliikte olabilir (bir milyar 6grenci), ama algoritmamiz sabit boyutludur.
Sabit boyutlu bir kod, keyfi biiylik girdiyi isleyebilmek icin dongii kurmal veya 6zyineleme (recursion)
yapmalidir — ayni1 kod satirlarini tekrar tekrar calistirarak. Bu gdzlem, neden bir sonraki adimda tiimevarima
ihtiya¢ duyacagimizin da habercisidir.
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

“An algorithm is some kind of function that takes these inputs, maps it to a single output, and that
output better be correct based on our problem.” — Ku, 10:19

“So it’s just a procedure. You can think of it as like a recipe.” — Ku, 14:56

8.5 Dogum Gunu Algoritmasi

Ku, bir 6grenciden algoritma Onerisi alir ve onu formalize eder. Algoritma dort adimdan olusur (somut bir izi
icin Sekil 8.3):

1. Bir kayit (record) tut.

2. Ogrencileri bir sirayla goriismeye al (interview).

3. Her goriismede: dogum giinii kayitta var m1 kontrol et — varsa bir ¢ift dondiir; yoksa 6grenciyi kayda
ekle.

4. Herkes bittiginde eglesme bulunamadiysa “eslesme yok™ dondiir.

“Maintain a record. Interview students in some order... check if birthday in record... return
pair... Otherwise, add a new student to record.” — Ku, 12:11

Bu, problem setlerinde beklenen tarif seviyesinde aciklamadir: bir bilgisayara degil, siniftaki bir arkadasina
anlatabilecegin netlikte sdzel bir tanim.

“if you said this algorithm to any of your friends in this class... they would at least understand
what it is that you're doing.” — Ku, 13:46

Simdi elimizde bir algoritma var. Ama bu yeterli degil: Ku’nun dort hedefinden ikisi heniiz eksik — bu
algoritmanin dogru ve verimli oldugunu gostermek. Sonraki iki boliim tam olarak bunu yapar.

@ Builder Notu — Carpisma Tespiti ve Hash Fonksiyonlari

Dogum giinii algoritmasinin “kayit”1 aslinda bir hash kiimesidir (Python dict/set). “Dogum giinii
kayitta var m1?” kontroliiniin O(1) olmasi, hash fonksiyonunun anahtar: sabit zamanda bir kovaya
eslemesinden gelir — bu, Ders 4’iin (Hashing) konusu.

* Geriye — carpisma matematigi: Dogum giinii paradoksu (siirpriz bicimde az sayida grencide
eslesme olasiliginin yiikselmesi), hash tablolarindaki ¢arpisma analizinin (yiik faktorii, beklenen
carpigsma sayisi) ta kendisidir. Phase 1 Stat 110 olasilik dersiyle dogrudan koprii.

+ Tleriye — feature hashing (ML): Yiiksek-kardinaliteli kategorik 6znitelikleri sabit boyutlu bir
vektore indirgeyen “hashing trick”, carpismalari bilerek tolere eder — kabul edilebilir carpigma
oranini yine bu dogum giinii matematigi sinirlar.

* fleriye » embedding lookup: Bir token — indeks — embedding satir1 erisimi, bu kayit soz-
ligiiniin 6l¢eklenmis hélidir: anahtar—deger O(1) erisim. Karpathy’nin makemore serisinde
embedding tablosu tam olarak budur.
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8.5 Dogum Giinii Algoritmast

Dogum giinu algoritmasi — adim adim iz (record O(n) biyir, ilk eslesmede durur)

Goriisme record — goriilen dogum giinleri
Adim 1 03-14
Ali
Ali » 03-14
Adim 2 03-14 07-22
Ali Ece
Ece -» 07-22
Adim 3 03-14 07-22 11-05
Ali Ece Mert
Mert -» 11-05
Adim 4 03-14 07-22 11-05 01-30
Ali Ece Mert Su
Su - 01-30
Adim 5 03-14 07-22 11-05 01-30 ESLESME!
Ali Ece Mert Su
Can - 03-14

Sekil 8.3: Dogum giinii algoritmasinin adim-adim izi. Ogrenciler sirayla goriisiiliir; her satir bir gériisme
adimidir ve o ana kadar record sozliigiinde biriken dogum giinlerini kutucuklarla gosterir (kutuda
giin + ilk goren 6grenci). Eslesme bulunana kadar her adimda kayat bir hiicre biiyiir (slate kutular,
kesik cizgili ‘+ kayit’ = yeni eklenen). Adim 5’te Can’in dogum giinii (03-14) daha 6nce Ali’de
goriildiigii icin carpisma olur: ¢akisan dnceki kayit amber gerceveyle, aktif sorgu dolu amber
kutuyla vurgulanir (‘“ESLESME!’) ve algoritma orada durur — bu yiizden iz yalnizca 5 adim.
record sabit-zamanl s6zliik aramasi sayesinde toplam maliyet O(n).
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

8.6 Tiimevarimla Dogruluk ispati

Dort 6grenci icin algoritmanin dogrulugunu elle deneyerek gosterebilirdik. Ama 300 (ya da bir milyar) 68renci
icin tek tek denemek imkénsiz. Sabit boyutlu bir kodun keyfi biiyiik bir girdide dogru ¢alistigin1 gostermenin
yolu tiimevarimmdir (induction) — bu yiizden 6.006 oncesi bir ispat/ayrik matematik dersi sarttir.

“Induction, right? ... we write a constant sized piece of code that can take on any arbitrarily
large size input.” — Ku, 16:23

Cahsilan Ornek — Dogum Giinii Algoritmasmin Dogrulugu

Tiimevarimi kurmak i¢in li¢ parca gerekir: hipotez, temel durum, tiimevarim adimi. Bu {i¢ parca Sekil 8.4
icinde bir arada goriiliir.

1) Tiimevarim hipotezi (P(K)): Ik K 6grenci bir eslesme iceriyorsa, algoritma K+1’inci 6grenciyi goriisme-
den once bir c¢ift dondiirmiistiir.

“If first K students contain a match, algorithm returns a match before interviewing student K
plus 1.” — Ku, 19:29

2) Temel durum (K = 0): Hi¢ 68renci goriisiilmeden dnce hicbir is yapilmamustir. Tk 0 6grenci bir eslesme
iceremez, dolayistyla hipotez bos-dogru (vacuously true) olarak saglanir. Ku, en kolay temel durumun 2 veya

1 degil, 0 oldugunu vurgular.

“After interviewing 0 students, I haven’t done any work... the first 0 can’t have a match.” — Ku,
21:21

3) Tiimevarim adim: P(K ) dogru varsayilir, P(K +1) gosterilir. Iki durum vardir:

» Durum A: ilk K 6grenci zaten bir eslesme iceriyorsa — tiimevarim hipotezi geregi algoritma ¢oktan
dogru ¢iktiyr dondiirmiistiir.

» Durum B: IIk K 6grenci eslesme icermiyorsa ve K +1’inci 6grenci goriisiiliir — eger ilk K +1 6grenci
icinde bir eslesme varsa, bu eslesme zorunlu olarak K +1’inci 6grenciyi icerir (aksi halde daha 6nce
eslesme olurdu). Algoritma yeni 68rencinin dogum giiniinii kayitta arar; varsa ¢ifti dondiiriir, yoksa
Ogrenciyi kayda ekler ve hipotez K +1 icin yeniden kurulur.

Sonuc: K = n alindiginda, n 68rencinin tiimii goriisiildiikten sonra bir eglesme varsa dondiiriilmiis olur; yoksa
algoritma “eslesme yok” dondiiriir. ikisi de dogrudur.

“OK, so that’s how we prove correctness.” — Ku, 24:52
Ku, bu seviyede bir formalligin her zaman gerekmedigini, ama kalibrasyon i¢in yeterli oldugunu belirtir:

“This is a little bit more formal than we would ask you to do... but it’s definitely sufficient.” —
Ku, 24:57

Hedef cita: bir bagkasi senin algoritmani okuyup kodlayabilmeli.

“if you communicated to someone else taking this class what your algorithm was, they would be
able to code it up and tell a stupid computer how to do that thing.” — Ku, 25:10
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8.6 Tiimevarimla Dogruluk Ispati

Tiimevarimla dogruluk ispati — temel durum, adim ve durum ayrimi

Tamevarimin iki parcasi: temel durum + tiimevarim adimi

Temel Durum Tumevarim Adimi
P(0): K=0 P(K) = P(K'+1)

bos ifade - dogru hipotez dogruysa,
(vacuously true) bir sonraki de dogru

Sonug: her K = 0 icin P(K) dogru - algoritma dogru calisir

Tamevarim adiminin 6zi: ilk K'+1 égrenci icindeki eslesme

tiamevarim hipotezi: ilk K igin P(K’) dogru
yeni é6grenci

ODDOE-

zaman -

Her iki durumda da ilk K'+1 6grenci icin dogru — P(K'+1) saglanir

Sekil 8.4: Tiimevarimla dogruluk ispatinin iskeleti. Ust panel: ispat iki parcadan olusur — temel durum P(0)

Durum A

eslesme ilk K icinde
- P(K') ile bulundu

Durum B

eslesme K'+1'i igerir
- kayitta zaten var

(K =0 i¢in ifade bos, dolayisiyla dogru / vacuously true) ve timevarim adimi P(K ) = P(K +1)

(hipotez dogruysa bir sonraki de dogru); ikisi birlesince her K > 0 i¢in P(K) dogru — algoritma
dogru calisir. Alt panel: adimin 6zii — ilk K 6grenci i¢in P(K ) dogru kabul edilir (slate hipotez
seridi), siraya yeni 6grenci K +1 eklenir (amber vurgu). Ilk K +1 6grenci icindeki eslesme iki

durumdan biridir: Durum A eslesme ilk K i¢indedir (P(K ) ile zaten bulunmustur), Durum B

eslesme K +1’inci 6grenciyi icerir (o 6grencinin dogum giinii kayitta zaten vardir). Her iki durumda

dailk K +1 6grenci icin dogru = P(K +1) saglanir.

21



8 Algoritmalar ve Hesaplama
8.7 Verimlilik: Zamani Degil, islemi Say

Algoritma dogru; simdi verimli oldugunu savunmaliyiz. Verimlilik yalnizca “ne kadar hizli calistyor” degil,
“diger olas1 yaklasimlara kryasla ne kadar hizli” demektir.

“Efficiency just means not only how fast does this algorithm run, but how fast does it compare to
other possible ways of approaching this problem?” — Ku, 26:05

Akla ilk gelen 6l¢iim — kronometreyle siireyi 6l¢gmek — ise yaramaz, ¢iinkii siire donanima baghdir: bir kol
saati hesaplayicisi ile IBM aragtirma bilgisayar1 ayn1 kodu ¢ok farkli siirelerde ¢alistirir. Makineyi denklemden
cikarmak icin, her temel islemin sabit zaman aldigini varsayar ve algoritmanin kag¢ temel iglem yaptigini
sayariz.

“Instead, count fundamental operations.” — Ku, 27:57
Onemli niians — girdi boyutu (n): Performans, girdinin boyutuna gore olgiiliir. Ama n her zaman “eleman

say1s1” degildir: n x n bir dizi i¢in girdi boyutu n?’dir; bir ¢izge icin genellikle diigiim sayis1 art1 kenar
sayisidir (V' + FE). Dogru n’i se¢gmek analizin ilk adimidir.

8.8 Asimptotik Gosterim: O, Q, ©

Islem sayisin1 bir fonksiyonla ifade ettikten sonra, onu asimptotik gosterimle sadelestiririz — sabitleri
ve diisiik dereceli terimleri atip, girdi biiyiidiikge baskin olan biiyiime mertebesine bakariz. Ug temel smir
vardir:

* O (Big-O) — iist stmur: “caligma siiresi en fazla bu mertebede biiyiir.”
» ) (Omega) — alt suur: “caligsma siiresi en az bu mertebede biiytir.”
* O (Theta) — stki stmur: hem istten hem alttan ayn1 mertebeyle sinirli (O ve €2 birlikte).

“We have big O notation, which corresponds to upper bounds. We will have omega, which
corresponds to lower bounds. And we have theta, which corresponds to both.” — Ku, 30:54

Ku, asimptotik gosterimin formal taniminin ertesi giin recitation’da (problem oturumu) islenecegini soyler
— bu kurs, ders ile problem oturumunu bilingli olarak ayirir. Bizim i¢in pratik sezgi sudur: © “tam olarak bu
hizda”, O “en kotii ihtimalle bu hizda” demektir.

8.9 Yaygin Calisma Siiresi Fonksiyonlari

Ku, sik kargilagilan biiylime mertebelerini tahtada en yavastan en hizliya siralar:

1 <logn < n <K nlogn < n? € n® <« 2"

Bu siralamada polinom zamana kadar olan her sey (n¢, ¢ sabit) bu derste “verimli” sayilir. Ustel (27) ise
pratikte kullanilamaz.
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8.9 Yaygin Calisma Siiresi Fonksiyonlart

“this right here is what we mean by efficient, in this class, usually... generally what we mean is
polynomial.” — Ku, 33:45

Ku, fonksiyonlar1 n = 1000’e kadar ¢izdiginde 6nemli bir sezgi verir: log egrisi o kadar yavas biiyiir ki
neredeyse sabit gibi goriiniir; iistel ise neredeyse dik bir ¢izgi gibi yukar firlar.

“So log is almost just as good as constant.” — Ku, 35:52
“So this is crap. This is really good.” — Ku, 36:07

Burada “crap” (berbat) iistel icin, “really good” (¢ok iyi) ise polinom/alt1 i¢indir. Builder sezgisi: bir algorit-
manin 2" mi yoksa n¢ mi oldugu, n = 50’de bile diinyalar1 ayirir — biri evrenin yasindan uzun siirer, digeri
milisaniyeler.

Asimptotik blyilime hiyerarsisi: 1<« logn<n<nlogn<«n?«2"

Lineer eksen — kliglk n Logaritmik eksen — siralama netlesir
1750 - 1 1
= log n 11_—Iogn
[ 10 —
1500_—nlogn — nlogn
— e
—~ 10° 4
= 1250 2 3 z
@ o
g 0
= o 107 -
~ 1000 2
%]
> @
>
£ 750 g 10°4
Q@ £
o o
500 - <100 - ///
250 101 4 %
0 - g T g 7 7 7 T : . : . . : : : : :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
n (girdi boyutu) n (girdi boyutu)

Sekil 8.5: Asimptotik biiyiime hiyerarsisi 1 < logn < n < nlogn < n? < 2" iki panelde. Sol (lineer
eksen, n < 40): 2" daha n ~ 11°de goriiniir tavan1 asip patlar; polinomlar (n, n log n, n?) tabanda
okunur kalir. Sag (logaritmik y): log dlcek tiim egrileri birbirinden ayirir ve siralamay1 netlestirir
— diiz ¢izgiler farkli egimlerle dizilir. Amber = 2" (iistel, pratikte uygulanamaz); slate—amber
tonlamasi yavastan hizliya iyi bliylimeyi gosterir.

@ Builder Notu — Big-O ve Model Karmasgiklig:
Bu biiylime hiyerarsisi (Sekil 8.5) ML'de dogrudan karar verir:

. ileriye — transformer dikkati (attention): Self-attention, dizinin uzunlugu n’de O(nz)’dir —
her token her tokenla eslesir. n? ile n log n arasindaki ugurum, uzun-baglam modellerinin neden
alt-karesel dikkat aradigini (linear attention; FlashAttention’1n bellek tasarrufu) aciklar.

« fleriye — neden gradient descent: Tiim parametre kombinasyonlarini denemek iistel (27) —
imkénsi1z. Gradient descent her adimda yalmzca polinom is yapar; “polinom = verimli” disiplini,
kaba-kuvvet aramay1 optimizasyonla degistirmeyi zorunlu kilar.

* Geriye — SVD rank kesimi (Phase 1/ 18.065): Bir m X n matrisi rank-%’ya kesmek, ¢arpimi
O(mn - min(m, n))’den O(mnk)’ya indirir. k’y1 segmek, “karsilayabildigin biiyiime mertebesi”
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

icin dogrulugu takas etmektir — bu dersin asimptotik disiplininin lineer cebire taginmig hali.

8.10 Hesaplama Modeli: word RAM

Temel islemleri “saymak” icin, bilgisayarin neyi sabit zamanda yapabildigini tanimlayan bir hesaplama modeli
gerekir. 6.006’nin kullandi181 model word RAM’dir (word = kelime, RAM = random access memory).

“a machine called a word RAM, which we use for its theoretical brevity.” — Ku, 37:21
Iki kavram:

* Random access memory (RAM): Bellekteki herhangi bir konuma sabit zamanda rastgele erisebiliriz.
Bellek, devasa bir bit dizisidir (1’ler ve 0’lar); CPU kiiciik bir miktar bilgiyi tutup isleyebilir ve bellekten
istedigi adresi getirip geri yazabilir.

“Random access memory— it means that I can randomly access different places in memory in
constant time.” — Ku, 37:44

* Word (kelime): CPU’nun bellekten bir seferde alip iizerinde islem yapabildigi sabit boyutlu bit 6begi.
Bu, modelin “sabit zaman” varsayiminin temel birimidir — bir sonraki boliimiin konusu.

8.11 Bellek ve Word Boyutu

Modern bilgisayarlar bellegi byte (8 bitlik 6bekler) diizeyinde adresler — her 8 bit icin bir adres vardir. CPU
bir adres verip o adresteki word’ii (kelimeyi) iceri alir, isler ve geri yazar.

“A word is how big of a chunk that the CPU can take in from memory at a time and operate on.”
— Ku, 39:40

Word boyutu neden 6nemli? Ciinkii bir adresi CPU’da saklayabilmek icin adresin bir word’e sigmasi gerekir.
Ku kendi gencligindeki 32-bit word’lerle bugiinkii 64-bit word’leri karsilastirir:

* 32 bit — 232 farkli adres — yaklasik 4 GB bellek sinir1 (eski disklerin neden boliimlere ayrildiginin
sebebi).

* 64 bit — 264 adres — yaklagik 18 exabyte; pratikte sinirsiz (Google’in tiim sunucularindaki veri = 10
exabyte mertebesinde).

@ Builder Notu — GPU’da O(1) Erisim ve Bellek Bandwidth

word RAM’in “her adrese sabit zamanda eris” varsayimi, gercek donanimda kirilir — ve bu kirilma
ML performansinin kalbidir:

« fleriye — cache ve coalesced erisim: Onbellek hiyerarsisi yiiziinden sirali (bitisik) erisim,
rastgele erisimden kat kat hizlidir. GPU’da is parcaciklari bitisik adresleri okudugunda erisim
“coalesced” olur ve tam bant genisligi kullanilir; sagilmis (scatter/gather) erisim bant-genisligi
darbogazina takilir.

+ Tleriye — bellek-bagh cekirdekler: matmul ve attention gibi birgok ML ¢ekirdegi islem degil
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8.12 Temel Iglemler

Bellek (RAM)

indeksli word dizisi — her kutu 1 word (w bit)

adres 0 OxA3F0O

adres 1 Ox0042 Word boyutu < adreslenebilir bellek

adres 2 OxFFFF 232 = 4GB
CPU

read(adres 3) adres 3 0x1C8E
64-bit 2%~ 18 EB
bir word'ii sabit zamanda oku/yaz adres 4 0x0000
w-bit word - adres alani 2%;
adres 5 OxCAFE n girdi sigsin diye w =log, n

Sekil 8.6: Word RAM modeli semasi: bellek, indeksli bir word dizisidir (her kutu w bitlik bir word). CPU,
herhangi bir adresteki bir word’ii sabit zamanda (O(1), word boyutundan bagimsiz) okur/yazar
— amber okla vurgulanan read(adres 3) islemi. Sagdaki yan not word boyutunu adreslenebilir
bellekle baglar: 32-bit word 232 ~ 4 GB, 64-bit word 254 ~ 18 EB adres alani sunar. n girdinin
sigmasi i¢in word w > log, n bit olmalidur.

bellek-bandwidth baghdir (roofline modeli, aritmetik yogunluk). “Islem say” modeli bu trafigi
eksik sayar — gercek hiz ¢cogu zaman taginan byte miktarina baglidir.

* Geriye — word = pointer boyutu: 64-bit word, dev tensorleri adresleyebilmenin nedenidir;
darbogaz adresleme degil, o adreslere veriyi tasima hizidir.

8.12 Temel islemler

word RAM modelinde CPU’nun sabit zamanda yapabildigi islemler sunlardir:

« Iki word’ii karsilastirma.
» Tam say1 aritmetigi, mantiksal islemler, bit diizeyi islemler (sonuncusunu bu derste pek kullanmay1z).
* Bir bellek adresinden bir word okuma ve yazma.

“I can either do integer arithmetic, logical operations, bitwise operations... And I can read and
write from an address in memory, a word in constant time.” — Ku, 41:53

Kritik kisit: CPU her seferinde yalnizca sabit miktarda bilgi (genelde iki word) {izerinde iglem yapar. Lineer
miktarda veriyi (n 68e) islemek istiyorsak — 6rnegin hepsini okumak — bu lineer zaman O(n) alir, ¢iinkii
her parcay1 ayr1 ayr1 okumak zorundayiz. Sabit zaman ile lineer zaman arasindaki bu ayrim, tiim algoritma
analizinin tohumudur.
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

8.13 Veri Yapilan: ilk Bakis

Dersin ilk yaris1 (ilk sekiz ders) veri yapilar iizerinedir: CPU gibi sabit miktarda degil, biiyiik miktarda veriyi
saklay1p iizerinde verimli islemler desteklemek. Ilk drnek statik dizidir (static array).

“Python has a lot of really interesting data structures, like a list, and a set, and a dictionary...
that are actually not in this model.” — Ku, 44:07

Bu ciimle bu kursun en 6nemli uyarisidir. Python’da 1ist, set, dict bedava ve sihirli goriiniir — ama word
RAM modelinde yokturlar. Aralarinda ¢ok sayida kod katmani vardir ve o arayiiziin ne kadar zaman aldigi
her zaman belli degildir.

@ Builder Notu — Gizli Maliyet ve Sistem Tasarimi

* Geriye — Python (Phase 1): 1st.insert(0, x) bir satir goriiniir ama O(n)’dir (her elemani
kaydirir); dict[key] ortalama O(1)’dir ama bunun arkasinda hashing vardir (Ders 4). Bu kurs o
gizli maliyeti acar.

* Ampirik dogrulama: time.perf_counter ile farkli n degerlerinde siire Olciip asimptotik tah-
mini test edebilirsin — teori ile 6l¢limii bulusturmak builder disiplinidir.

« Tleriye — sistem tasarimm: “hangi islem sabit, hangisi lineer” ayrimu, bir veri yapisini (hash map
mi, dizi mi, aga¢ m1) secerken verdigin her kararin temelidir.

Egzersiz 4’teki 6l¢lim deneyi bu ugurumu ampirik olarak dogrular — asagidaki Egzersizler boliimiinde kodu
var.

8.14 Bu Dersin Ozeti

1. Problem, girdiler ile ¢iktilar arasinda bir ikili iligkidir; algoritma, o iliskiyi hesaplayan bir fonksi-
yon/prosediirdiir.

2. Bir algoritmanin dogrulugu, keyfi biiyiik girdiler i¢in tiimevarimla ispatlanir (hipotez + temel durum +
tlimevarim adimi).

3. Verimlilik, saniyeyle degil, temel islem sayisiyla 6l¢iiliir — donanimdan bagimsiz olmak icin.

4. Asimptotik gosterim: O (iist sinir), €2 (alt sir), © (siki sinir).

5. Biiyiime hiyerarsisi: 1 < logn <« n < nlogn < n? <« 2". Polinom ve alt1 “verimli”, iistel
kullanilamaz.

6. word RAM modeli: bellege sabit-zaman rastgele erisim; bir word, CPU’nun bir kerede isledigi bit
obegi.

7. Python’in list/dict/set yapilart word RAM modelinde dogrudan yoktur — bedava goriinen islemlerin
gizli zaman maliyeti vardir.

! Tek Bir Ciimle

Bir algoritmay1 anlamak, onun ne yaptigini degil; neden dogru ve ne kadar hizh oldugunu — ve bunu
bagkasina nasil kanitlayacagini bilmektir.
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8.14 Bu Dersin Ozeti

Diziye ekleme: bastan ekleme her elemani kaydirir, sona ekleme kaydirmaz

insert(0, x): n eleman 1 saga kayar -» O(n)

X a b c d

0 0 1 2 3

append(e): yalniz sona yazar -» O(1)

a b C d e

0 1 2 3 4

Teorik islem sayisi: n?/2 (insert bastan) ile n (append) ucurumu

20000 H nx insert(0, x): toplam = n?%/2

= NX append: toplam =n
17500 - iLid P

15000 -
n=200: = 19.900 kaydirma

12500 -
10000 -
7500
5000

n=200: yalniz 200 isler
2500 +

toplam temel islem (kaydirma/yazma)

0 al T T T 1 1 1 T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

n (eklenen eleman sayisi)

Sekil 8.7: Python 1list gizli maliyeti: insert(®, x) bastan ekleme, mevcut tiim n elemani bir konum saga
kaydirir (amber oklar) — O(n); append yalniz sona tek hiicre yazar — O(1). Alttaki teorik islem-
say1s1 egrisi DETERMINISTIKtir (zaman &l¢iimii degil): n kez bagtan ekleme toplam ~ n? /2
kaydirma yaparken, n kez append toplam = n islemde kalir. n = 200’de ugurum = 19.900’e kars1
200.
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

8.15 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Problem ile algoritma arasindaki fark nedir?

Cevap: Bir problem, girdiler ile ¢iktilar arasinda bir ikili iliskidir — ne hesaplanacagim sdyler (hangi
girdiye hangi ¢ikt1 dogru). Bir algoritma ise o iliskiyi gerceklestiren bir prosediirdiir — nasi/ hesapla-
nacagini soyler. Problem ciktilar bilir (iligkiyi tanimlar); algoritma ciktilar iiretir. Matematiksel olarak
algoritma, her girdiyi tek bir (dogru) ¢iktiya esleyen bir fonksiyondur.

1 Soru 2: n = 1.000.000 girdi i¢in O(n) bir algoritma m1 yoksa O(n?) bir algoritma mu tercih edilir?
Neden?

Cevap: O(n) tercih edilir. n = 10° icin O(n) ~ 10° islem (milisaniyeler), O(n?) ~ 10'? islem
(mertebe olarak dakikalar—saatler) demektir. Asimptotik fark, n biiyiidiik¢e pratik bir ucuruma doniisiir.
Ku’nun deyisiyle: polinom “verimli”, ama diisiik dereceli polinom her zaman daha iyidir.

1 Soru 3: Dogum giinii algoritmasinin tiimevarim ispatinda temel durum neden K = 1 degil de K = 0
secilir?

Cevap: K = 0, ispatin en kolay ve en saglam tabanidir: hi¢ 6grenci goriisiilmediginde hicbir is
yapilmamustir ve ilk 0 6grenci bir eslesme iceremez, dolayisiyla hipotez bos-dogru (vacuously true)
olarak saglanir. K = 1 veya K = 2 de ise yarar ama gereksiz yere durum kontrolii gerektirir. Daha
zayi1f (daha kolay) temel durum, daha temiz bir ispattir.

1 Soru 4: Python’da Ist.insert(0, x) neden sabit zaman O(1) degildir? Bu, word RAM modeliyle nasil
iligkilidir?

Cevap: 1st.insert(0, x), listenin bagina ekleme yapar; bunun i¢cin mevcut tiim 7 eleman1 bir konum
saga kaydirmak gerekir — O(n). Tek satirlik “bedava” goriinen bu iglem, word RAM modelinde lineer
sayida word okuma/yazma anlamina gelir. Ku'nun uyarisi tam buna isaret eder: Python yapilart modelde
dogrudan yoktur; gercek maliyeti gormek icin arayiiziin altina bakmak gerekir.

8.16 Egzersizler

Egzersiz 1. Su problemi girdi-cikt1 iligkisi olarak tanimla: “bir tam say1 dizisinde en biiyiik eleman1 bul.”
Girdi kiimesi, ¢ikt1 kiimesi ve dogrulugu kontrol eden yiiklemi (predicate) yaz.

Egzersiz 2. Dogum giinii algoritmasinin ¢aligma siiresini analiz et. “Kayitta var m1?” kontrolii her seferinde
tiim kaydi lineer taramayla yapilirsa toplam siire ne olur? Bu kontrol O(1) olsaydi (6rnegin hash ile) toplam
siire ne olurdu?

Egzersiz 3. Tiimevarim adimindaki “Durum B”yi kendi climlelerinle yeniden ifade et: ilk K +1 &grenci icinde
bir eslesme varsa, bu eslesme neden zorunlu olarak K +1’inci 6grenciyi igerir?

Egzersiz 4. Python’da asagidaki deneyi calistir; bastan ekleme (insert(0, x)) ile sona ekleme (append)
stirelerini farkli n degerlerinde kargilastir ve asimptotik farki gézlemle:
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8.17 Sonraki Ders Icin Hazirlik

import time

def measure(n):
a, b =1[], []
t0 = time.perf _counter()
for i in range(n):
a.insert(0, i) # bas: her ekleme O(n) -> toplam 0(n”2)
tl = time.perf_counter()
for i in range(n):
b.append(i) # son: amortize 0O(1) -> toplam 0O(n)
t2 = time.perf_counter()
print(n, "insert(@):", t1 - te, "append:", t2 - t1)

for n in (1000, 2000, 4000, 8000):
measure(n)

Egzersiz 5. Statik bir dizide “i’inci elemana eris” islemi neden O(1)’dir (word RAM modelinde)? Bu, bir
bagli listede (linked list) neden O(1) degildir? Ders 2’nin dinamik dizi konusuna bir koprii kur.

8.17 Sonraki Ders icin Hazirlk

Ders 2 (L.2): Veri Yapilari ve Dinamik Diziler

Erik Demaine ile dersin ilk veri yapis1 boliimiine giriyoruz. Statik dizinin sinirini (sabit boyut) asan dinamik
dizi (Python list’in altinda yatan yapi) ve bagh liste ele alinir; sona eklemenin neden amortize O(1)
oldugunu gorecegiz — bu dersteki “gizli maliyet” sorusunun ilk cevabi.

Ders 2 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (Python 6l¢iimii) ¢oz.

e dizi (sequence) arayiiziinii diigiin: hangi islemler O(1), hangileri O(n) olmali?

* Ana ciimleyi tekrar oku: “Bir algoritmayt anlamak, onun ne yaptigini degil; neden dogru ve ne
kadar hizli oldugunu bilmektir.”

8.18 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Problem Girdi-¢iktr ikili iligkisi (binary  Bol. 2
relation)

Algoritma Iliskiyi hesaplayan Bol. 3
prosediir/fonksiyon

Tiimevarimla dogruluk Hipotez + temel durum Bol. 5

(K = 0) + tiimevarim adimui
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8 Algoritmalar ve Hesaplama

Kavram Tanim Sayfada

Verimlilik Temel iglem sayis1 (saniye Bol. 6
degil)

0/IQ/16 Ust / alt / siki asimptotik sinir Bl 7

Biiyiime hiyerarsisi l<Klogn €« n K Bol. 8
nlogn <« n? <« 2"

Polinom = verimli n® siniri; istel (2™) Bol. 8
kullanilamaz

word RAM Sabit-zaman rastgele erisimli ~ Bol. 9
hesaplama modeli

Word CPU’nun bir kerede isledigi ~ Bol. 10
bit 6begi

Temel islemler Aritmetik, mantik, oku/yaz; Bol. 11
her biri O(1)

Statik dizi Ik veri yapisi; Python list/dict Bol. 12
modelde yok

8.19 Builder ve OMSCS Baglantilari

1.

@ 6 koprii

Bu ders, ileri algoritma ve sistem miihendisliginin temel dilini kurar — kopriilerin 6zeti:

Asimptotik sezgi — kompetitif programlama: “n = 105 i¢in O(n?) gecer mi?” sorusunun
cevabi bu derste oturur.

. word RAM modeli — sistem tasarimi: hangi islemin gergekten sabit zaman oldugunu bilmek,

veri yapisi se¢iminin temelidir (hash map, dizi, agac).

. Tiimevarimla dogruluk — OMSCS CS 6515: graduate algoritma derslerinde her algoritma

ispatla sunulur; bu dersin disiplini oraya taginir.

. Indirgeme (reduction) sezgisi — “bilinen bir probleme indirge” yaklagimi, hem 6.006’nin hem

de ileri derslerin ¢ekirdek stratejisidir.

. Python gizli maliyet — iiretim kodu: list.insert(@, x) veya x in list gibi “masum”

cagrilarin asimptotik bedelini gormek, ol¢eklenen sistemlerde performans hatalarini 6nler.

. time.perf_counter ile ampirik dogrulama — teori ile 6l¢iimii bulusturmak; bir builder, asimp-

totik tahmini deneyle test eder.

! Tek bir sey alip gideceksen

Bir algoritma yazmak yarisidir; diger yaris1 onun dogru ve verimli oldugunu — baskasini ikna edecek
netlikte — kanitlamaktir. 6.006 boyunca her ders bu iki yariy1 birlikte 6gretir.
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9 Veri Yapilari ve Dinamik Diziler

Arayliz vs veri yapisi, statik dizi / bagl liste / dinamik dizi, geometrik seri ve amortize analiz

1 Boliim bilgisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 2: Data Structures and Dynamic Arrays (=50 dk)
* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 2: Data Structures and Dynamic Arrays

¢ Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 2

e Hocalar: Erik Demaine (Jason Ku, Justin Solomon)

* Okuma siiresi: =24 dk

9.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 1 problem ile algoritma arasindaki farki kurdu. Bu ders, ayn1 ayrimi veri tarafinda yapar: arayiiz
(interface) ile veri yapisi (data structure) arasindaki fark. Erik Demaine, dersin ilk veri yapilar1 boliimiine
enerjik bir girisle baglar.

Ug temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Arayiiz vs veri yapis1 — arayiiz ne yapilacagini (desteklenen iglemler), veri yapist nasi yapilacagini
(gerceklestirim) soyler.

2. Dizi (sequence) arayiizii — n 6geyi sirali tutma; statik dizi, bagl liste ve dinamik dizi ile ¢oziiliir.

3. Amortize analiz — dinamik dizinin (Python 1ist) neden sona eklemede amortize O(1) oldugunun
ispati.

“an interface says what you want to do. A data structure says how you do it.” — Demaine, 1:18

@ Builder Notu — Arayiiz/Implementasyon Ayrimi ve PyTorch

Demaine’in arayiiz/veri yapis1 ayrimi, modern ML kiitiiphanelerinin temel tasarim desenidir — ayni1
sozlesme (interface), degisebilir gerceklestirim (implementation):

« Tleriye — PyTorch nn.Module: Bir katmanin forward() arayiizii ne hesaplanacagim soyler;
arkadaki tensor depolamasi, bellek diizeni ve ¢ekirdek (kernel) se¢imi nasil yapilacagini. Ayni
nn.Linear API’si CPU, CUDA veya MPS backend’iyle ¢alisir — arayiiz sabit, veri yapist degisir.

* Geriye — Python (Phase 1): Demaine acikca soyler, bu girig dersleri “Python’in nasil gercekles-
tirildigini” anlatir. Python 1ist = dinamik dizi; bu ders onun i¢ mekanizmasin agar.

* Geriye —» word RAM (Ders 1): statik dizinin O(1) erisimi dogrudan Ders 1’in word RAM
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https://www.youtube.com/watch?v=CHhwJjR0mZA
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-2-data-structures-and-dynamic-arrays/

9 Veri Yapilari ve Dinamik Diziler

Ders 2: Veri Yapilan ve
Dinamik Diziler

.

N

Arayiiz (ne)

Veri Yapisi (nasil)

Dizi (sequence) arayizi

_—

Statik Dizi
rastgele erisim O(1)
insert/delete ©(n)

l

Bagli Liste
uc islemi O(1)
erisim O(i)

i

Dinamik Dizi
ikisinin en iyisi
insert_last amortize O(1)

l

ikiye-katlama + geometrik
seri

l

Amortize analiz
nadiren pahali, cogu ucuz

Sekil 9.1: Ders 2’nin kavram haritasi: arayiiz (ne) ile veri yapisi (nasil) ayrimindan, dizi arayiiziinii ¢6zen
ii¢c gerceklestirime — statik dizi (rastgele erisim O(1)), bagh liste (u¢ islemi O(1)), dinamik dizi

(ikisinin en iyisi).
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9.2 Arayiiz mii, Veri Yapisi mi?

modeline dayanir (ardisik bellek + rastgele erigim).

Tek ctimle: Ayni arayiizii farkli veri yapilar: ¢ozer; dogru secim, hangi iglemin ne siklikta cagrildigina
baghdrr.

9.2 Arayliz mi, Veri Yapisi mi?

Demaine, bir programcinin API, eski kusak bir algoritmacinin ADT (abstract data type) dedigi seyi arayiiz
olarak adlandirir. Ayrim nettir:

* Arayiiz = ne: hangi veriyi saklayabilirsin, hangi islemleri destekler, bu iglemler ne anlama gelir. Bu bir
spesifikasyondur (problem ifadesinin veri karsilig1).

* Veri yapis1 = nasil: verinin somut gosterimi ve islemleri destekleyen algoritmalar. Algoritmalar tam
da burada devreye girer.

“The same problem can be solved by many different data structures.” — Demaine, 3:23

Veriyi sadece saklamak sikicidir (bir dosyaya atarsin). Isi ilging kilan, o veri iizerindeki islemlerdir — ve farkli
veri yapilar1 bazi1 islemleri digerlerinden hizli destekler. Dogru veri yapisi, ne icin kullanacagina baglidir.

9.3 iki Temel Arayiiz: Kiime ve Dizi

6.006 iki ana arayiize odaklanir:

» Kiime (set): 6geleri degerlerine (anahtar/key) gore tutar — sirali tutma, bir degeri arama. “Set” bir
matematikg¢i icin bagka, bir Python programcisi i¢in bagka sey ifade eder.

* Dizi (sequence): 6geleri belirli bir sirada tutar — Ornegin 5, 2, 9, 7 sayilarini bu sirayla. Python’da
bunu bir 1ist ile saklarsin; siray1 korur.

Bu ders dizi arayiiziine odaklanir (kiime arayiiziine sonda deginilir, Ders 3-4’te derinlesir). iki temel ara¢
vardir: diziler (arrays) ve isaretciler (pointers / bagh yapilar). Bugiin ikisini de gorecegiz.

9.4 Statik Dizi Arayuzi

En basit dizi arayiizii statik dizidir: 63e sayis1 n degismez (ama 6gelerin kendisi degisebilir). Ogeler
g, L1, ..., T,_q oOlarak etiketlenir (Python’daki gibi 0’dan baslar). Desteklenen islemler:

* build(x): verilen 6gelerden n boyutlu yeni bir dizi kur.

* length(): sabit n degerini dondiir.

e iter(): ogeleri xy’dan x,,_, e sirayla iiret (en az lineer zaman).
* get_at(i): ¢’inci 68eyi (z,) dondiir.

* set_at(i, x): 2’inci 6geyi yeni bir degerle degistir.

build ve iter dogasi geregi tiim 6gelere dokunur — ©(n). Asil ilging olan, dizinin orfasina dinamik erigim:
get_at ve set_at.

33



9 Veri Yapilari ve Dinamik Diziler

9.5 Statik Dizi (Static Array)

Bu arayiiziin dogal ¢oziimii statik dizidir (Python’da 1ist denir; Demaine “array” demeyi tercih eder).
Python’da aslinda statik dizi yoktur — yalnmizca dinamik diziler vardir — ama kavrami anlamak gerekir.

Statik dizi, bellegin ardisik (consecutive) bir parcasidir. Ders 1’in word RAM modeline dayanir: bellek,
w-bitlik word’lerden olusan bir dizidir ve herhangi bir word’e sabit zamanda rastgele erisilebilir. Bir diziye ¢
indeksinden erigsmek, basit bir ofset aritmetigidir (Sekil 9.2): dizinin baslangic adresi (Python’da id(array))
art1 7.

“as long as I store my array consecutively in memory, I can access the array in constant time.”
— Demaine, 11:26

Bu yiizden statik dizi, get_at ve set_at iglemlerini O(1) zamanda ¢6zer. length de O(1)’dir (n’i adresle birlikte
saklariz). build ve iter ©(n)’dir. Bu ¢aligma siireleri optimaldir — basit ama bu modele giderek daha ¢cok
ihtiya¢ duyacagiz.

Statik dizi: ardisik bellek + ofset aritmetigi (base + i)
get _at(2) = base+2 - O(1)

Xo X1 X2 X3 Xa

base+0 base+1 base+2 base+3 base+4

ardisik bellek — rastgele erisim ofset aritmetigiyle sabit zaman

Sekil 9.2: Statik dizi: 6geler x, ... 7, ardisik bellekte yan yana durur. i’inci 6genin adresi basit bir ofset
aritmetigiyle bulunur: base + i. Bu ylizden get_at (i) herhangi bir indekse tek hamlede ulagir
— O(1) rastgele erisim (amber vurgulu z,). Bu, Ders 1’in word-RAM modeline dayanir: bir
adres tek word’e sigar ve bellek hiicresine sabit zamanda erisilir. Bedeli, dizinin boyutunun sabit
olmasidr.

9.6 Bellek Ayirma Modeli ve Word Boyutu

build’in nasil ¢alistigini tanimlamak icin bellek ayirma modeli gerekir. En temiz varsayim: n boyutlu bir
diziyi ©(n) zamanda ayirabiliriz.
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9.7 Dinamik Dizi Arayiizii

“the cleanest one is just to assume that you can allocate an array of size n in theta n time.” —
Demaine, 13:09

Neden sabit degil de lineer? Clinkii ayrilan bellek baglangi¢ta belirsizdir; onu 0’larla baslatmak lineer ma-
liyet ister. Bu modelin giizel bir yan etkisi: kullandigin yer (space), kullandigin zamandan (time) fazla
olamaz. Sonsuz boyutlu bir dizi ayirip birka¢ 6ge kullanmak gergek¢i degildir — bellek ayirmanin bir bedeli
olmalidur.

Word boyutu (w > logn): Dizi erigsiminin sabit zaman olmasi i¢in, word boyutu w en az log n kadar

olmalidir. Sebep: n 6geyle calisiyorsak, en azindan onlar1 adresleyebilmeliyiz — ““+’inciyi ver” diyebilmek
icin 7 sayisin1 bir word’e sigdirmaliy1z. Bu ylizden w > logn.

“the word size has to grow with n... at least as fast as log n.” — Demaine, 15:13

Bu, gercek makineler (sabit boyut) ile teori (6l¢eklenebilirlik) arasinda koprii kurar: gergekte daha biiyiik
girdi icin daha ¢ok RAM alirsin; teoride de w, n ile birlikte asimptotik olarak biiyiir.

9.7 Dinamik Dizi Arayizi

Statik arayiize iki dinamik islem ekleriz: dizinin ortasina insert_at ve ortasindan delete_at. insert_at,
set_at’ten farklidir: hicbir bilgiyi silmez; eklenen konumdan sonraki tiim 6geler indekslerini bir kaydirir
n =n+1).

Indeksleme inceligi onemlidir: insert_at(2, x)’ten sonra get_at(2) yeni 6geyi, get_at(3) eski x,’yi dondiiriir.
Bu izlemesi zordur ama uglarda (bag/son) ekleme/silme yaparken ¢ok kullanighdir. Bu yiizden 6zel durumlari
tanimlariz: insert/delete first ve last, get/set first ve last.

“insert_last doesn’t change the indices of any of the old items.” — Demaine, 19:59

Kritik gozlem: insert_last eski 6gelerin indekslerini degistirmez (giizel 6zellik); insert_first hepsini +1
kaydirir. Tiim dinamik dizi arayiiziinii sabit zamanda ¢6zmek imkéansizdir (ispatlanabilir), ama 6zel durumlari
— yalnizca uglardan ekleme/silme — verimli ¢ozebiliriz. Iste bu yiizden 6zel durumlar ilgingtir.

9.8 Bagl Liste (Linked List)

Dinamik diziyi ¢ozen ilk veri yapisi1 bagh listedir. Ogeleri diigiimlerde (node) saklariz; her diigiimde
bir item alan1 ve bir next (sonraki) isaret¢isi vardir — iki sinif degiskenli bir nesne gibi. Diigiimler next
isaretcileriyle birbirine baglanir; sira, bu isaret¢ilerle ortiik olarak temsil edilir (Sekil 9.3). Veri yapis1 bir
head (bas) isaretcisiyle temsil edilir.

Bu, isaretci tabanh bir veri yapisidir (statik dizi ise dizi tabanliyds). Isaretciler tek bir word’e sigar, bu yiizden
word RAM modelinde sabit zamanda dereference edilebilir (isaret edilen diigiime bakilabilir). Diiglimler
bellekte rastgele sirada durur — isaretciler aslinda dev bellek dizisindeki indekslerdir.

“linked list, insert- and delete_first are constant time.” — Demaine, 30:41
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9 Veri Yapilari ve Dinamik Diziler

Bagl listenin u¢larda dinamik olmas giigliidiir: yeni bir bag 6ge eklemek (insert_first) sabit zamandir — yeni
diiglim ayir, next’ini eski basa bagla, head’i giincelle. Ancak rastgele erisim zayiftir: ¢’ inci 6geye ulagsmak
i¢in 7 kez next takip etmek gerekir — get_at/set_at O(3), en kotii durumda © (n). Statik dizinin tam tersi: dizi
rastgele erisimde iyi, bagl liste uclarda dinamiklikte iyidir.

Bagl liste: (item | next) digUmleri + head/tail - get_at(i) i-adim zinciri

insert_first(x): yeni bas digum, head guincelle » O(1)
head tail

v +

a next b next C next d next (%)

get_at(2): head'den 3 diugiim ziyaret - O(i)

bellekte daginik — sira yalnizca next isaretcileriyle

Sekil 9.3: Bagh liste: her diigiim bir (item | next) kutusudur; sira yalniz next isaretgileriyle ortiik tutulur
(bellekte diigiimler daginik olabilir). head ilk, tail son diigiime isaret eder (§8 augmentation) —
insert_first ve insert_last O(1). Rastgele erigim zayiftir: get_at(2) head’den next zincirini i
kez takip eder — burada 3 diigiim ziyareti (amber zincir) — O(i). Son diigiimiin next’i () (None).

9.9 Veri Yapisi Zenginlestirme (Augmentation)

Kiigiik bir bulmaca: bagli listede get_last’1 sabit zamanda nasil ¢ézeriz? Cevap: son 6Zeye bir isaretci sakla
(genelde tail denir). Bu, veri yapisi zenginlestirmedir (augmentation): yapiya ekstra bilgi ekleyip onu her
zaman giincel tutmak.

“data structure augmentation, where we add some extra information to the data structure” —
Demaine, 33:09

tail isaretgisiyle get_last ve insert_last O(1) olur. delete_last ise daha zordur — onun i¢in ¢ift bagh liste
(doubly linked list, her diiglimde bir de prev isaret¢isi) gerekir. Zenginlestirmenin bedeli: yapiy1 degistiren
her islemde ekstra bilgiyi (6rnegin tail) gilincel tutmak zorundasin.

@ Builder Notu — Augmentation ve Veritabani Indeksleri

Augmentation — “yapiya ekstra bilgi ekle, onu giincel tut, bir sorguyu hizlandir” — sistem miihendisli-
ginin en yaygin takasidir:

« fleriye — veritabam indeksleri: Bir tabloya B-agac1 veya hash indeksi eklemek tam olarak
augmentation’dir: aramay1 O(n) tam-taramadan O(logn)’e (veya O(1)’e) indirir. Bedeli, tail’i
giincel tutmak gibi — her INSERT/UPDATE/DELETE indeksi de giincellemek zorundadir (yazma
daha pahali, okuma ¢ok daha ucuz).

» Sezgi — skip-list / B-tree: tail ve prev isaret¢ileri, daha zengin augmentation’larin (skip-list’in
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atlama katmanlari, B-agacinin i¢ diiglim anahtarlar1) ilk basamagidir; hepsi “ekstra yapisal bilgi
sakla, navigasyonu hizlandir” fikrinin tiirevidir.

» Tleriye - ML feature store: Onceden hesaplanmis (materialized) 6znitelik tablolar1, ¢crkarim
aninda yeniden hesaplamay1 6nlemek i¢in tutulan augmentation’lardir — giincel tutma maliyeti
(cache invalidation), tail giincellemesiyle ayni1 disiplini ister.

9.10 Statik Dizi mi, Bagh Liste mi?

Iki veri yapisi birbirini tamamlar:

o Statik dizi: get_at/set_at sabit zaman O(1) (rastgele erisimde miikemmel), ama insert/delete her yerde
O(n) (kaydirma veya yeniden ayirma + kopyalama gerekir). Sona ekleme bile zordur, ¢iinkii ayrilan
dizi biiyiitiilemez — yeni bir dizi ayirip her seyi kopyalamak ©(n)’dir.

* Bagh liste: insert/delete_first sabit zaman O(1) (uglarda dinamiklikte iyi), ama get_at/set_at O(i), en
kotii ©(n) (rastgele erigimde kotii).

Demaine’in deyisiyle: diziler statik rastgele erigim i¢in, bagh listeler dinamik u¢ islemleri icin iyidir. Hi¢biri
her ikisini birden iyi yapmaz. Hedefimiz, ikisinin de giiclii yanlarini birlestiren bir yapi. Bu tercihin gercek
donanimdaki bir bagka boyutu da bellek yerelligidir (Sekil 9.4): aym asimptotik tarama, ardisik dizide bagh
listeden ¢ok daha hizl kosar.

9.11 Dinamik Dizi (Dynamic Array)

Coziim dinamik dizidir — ve bu tam olarak Python’in 1ist dedigi seydir.

“another way to describe what these introductory lectures are about is telling you about how
Python is implemented.” — Demaine, 34:19

Fikir, statik dizinin kat1 kuralin1 gevsetmektir: ayrilan dizinin boyutu tam n olmak zorunda degil; kabaca
n olsun. Algoritma dilinde “kabaca” = sabit ¢arpanlari at. Diziyi boyutu ©(n) ve n’den biiyiik-esit tutariz
(6rnegin 2n).

“the size of the array is theta n— probably also greater than or equal to n.” — Demaine, 36:11

Yapi, bir dizi art1 bir length (gercek 6ge sayisi) tutar. length, dizinin gercek boyutu size’dan kiigiik-esittir; ilk
length konum veriyi, kalan1 bos yeri temsil eder. insert_last basittir: a[ length] = x, sonra length’i artir —
O(1). Ama bir sorun var: length = size oldugunda bog yer kalmaz. Iste o zaman diziyi biiyiitmek gerekir —
sonraki boliimiin konusu.
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9 Veri Yapilari ve Dinamik Diziler

Bellek yerelligi: ardisik dizi (cache-dostu) vs daginik liste (cache-miss)
Statik dizi — ardisik bellek (cache-dostu)
x0 x1 x2 x3 x4 x5

tek atlamayla sirall erisim - ylksek yerellik

Bagh liste — daginik dugumler (cache-miss)

n5
nl

n4 /

- : n3
n2 \_/

her next uzun bir bellek sicramasi - dustk yerellik

Ayni sayida 6ge: dizi tek ardisik blok (6nbellek satiri), liste her next'te uzak bir adrese sicrar

Sekil 9.4: Dizilerin taramada bagl listeyi yenmesinin donanim sebebi: bellek yerelligi. Ustte statik dizi tek
ardigik blok — geler bitisik adreslerde, bir 6nbellek satirt (O(1) erigim, amber); sirali tarama tek
atlamayla ilerler, yiliksek yerellik. Altta bagl liste diigtimleri bellekte dagimik; her next isaretgisi
uzak bir adrese sigrar (amber oklar), her erisim onbellek-1skas1 (cache-miss) riski tasir. Ayni
asimptotik O (n) tarama, gergek donanimda dizide ¢ok daha hizlidir — diisiik yerellik bagli listeyi
cezalandirir.
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9.12 Dizi Biiyiitme ve Geometrik Seri
9.12 Dizi Bliyutme ve Geometrik Seri

length = size oldugunda diziyi biiyiitmek gerekir. Ne kadar? Iki dogal secenek:

» Sabit ekleme (size + 5): Kotii. Her 5 adimda bir lineer yeniden ayirma — iglem basina hala lineer
zaman. Statik dizinin “her seferinde yeniden ay1ir” sorununu sadece sabit ¢arpanla iyilestirir.
« Sabit carpan (2 x size): lyi. Diziyi her doldugunda iki katmna ¢ikar.

Cahsilan Ornek — Doubling’in Toplam Maliyeti

Bos bir diziden baglayip n kez insert_last yapalim (size = 1 baglasin). Yeniden boyutlandirmalar n =
1,2,4,8, 16, ... degerlerinde, yani 2’nin kuvvetlerinde olur (¢iinkii ikiye katliyoruz; Sekil 9.5). Her resize,
ayirma + kopyalama nedeniyle lineerdir. Toplam resize maliyeti:

1+24448+ -+ (xn)=) 2 (i=0dan~ log,ne)
i
Bu bir geometrik seridir. Kimligi: 1 +2 +4 4 --- 4+ 2F = 28*1 _ 1, Geometrik seriler son terim tarafindan
domine edilir:

“Geometric series are dominated by the last term” — Demaine, 45:46

Son terim 2'°¢2™ = n oldugundan, toplam © (n)dir. Yani n iglem i¢in toplam yeniden boyutlandirma maliyeti
yalmzca ©(n) — iglem bagina “kabaca sabit”.

@ Builder Notu — ikiye—Katlama Her Yerde

Demaine’in “dolunca iki katina ¢ik” stratejisi, tek bir veri yapisinin 6zelligi degil — 6lceklenen sistem-
lerin tekrar eden bir motifidir:

« fleriye — PyTorch DataLoader ve torch. cat: Boyutu 6nceden bilinmeyen bir tampona (buffer)
tensor biriktirirken, kapasitenin geometrik biiyiitiilmesi (her torch. cat realloc’unda sabit carpan)
toplam kopya isini ©(n)’de tutar; sabit ekleme olsa ©(n?)’ye patlardi.

+ Tleriye — exponential backoff: Basarisiz bir istegi yeniden denerken bekleme siiresini ikiye
katlamak (1s, 2s, 4s, 8s), ayn1 geometrik seri sezgisidir — toplam bekleme son terimle domine
olur, sistem yiikii sinirli kalir.

+ fleriye — batch-size / LR taramasi: Hiperparametre ararken batch boyutunu veya 6grenme
oranin ikiye katlayarak (32, 64, 128, ...) geometrik bir 1zgara taramak, lineer 1zgaraya gore ¢cok
daha genis bir aralig1 logaritmik sayida denemeyle kapsar — “son terim toplami domine eder”
disiplini.

9.13 Amortize Analiz (Amortized Analysis)

Bu “kabaca sabit” kavrami amortizasyondur. Tamim: bir islem 7'(n) amortize zaman alir, eger herhangi k
islem en fazla k - T'(n) toplam zaman aliyorsa.

“Amortized means a particular kind of averaging— averaging over the sequence of operations.”
— Demaine, 47:42
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9 Veri Yapilari ve Dinamik Diziler

ikiye-katla
+ kopyala

Dinamik dizi buyutme — ikiye-katlama (doubling)

length = dolu (amber) - size = ayrilan (bos hticre) - her resize: ayir + kopyala

size=1, length=1

size=2, length=1

size=4, length=2

size=8, length=4

Toplam ayrilan + kopyalananis: 1+ 2 +4 +8=15=2%-1=0(n)

Sekil 9.5: Dinamik dizi biiyiitme (doubling): dizi dolarken ayrilan boyut 1 — 2 — 4 — 8 olarak ikiye katlanur.
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Her satir o anki diziyi gosterir — dolu amber hiicreler length (gercek 68e sayisi), bos slate hiicreler
size — length (ayrilan ama heniiz kullanilmayan yer). Soldaki amber oklar her resize’da ayir +
kopyala adimini gosterir: length == size olunca yeni (iki kat) dizi ayrilir ve eski 6geler taginir
(©(length)). Toplam ayrilan + kopyalanan is bir geometrik seridir: 1 +2 +4+8 = 15 = 2% — 1
— son terim toplami domine eder, bu yiizden 7 append toplam O (n)’dir ve insert_last amortize

O(1) olur.



9.13 Amortize Analiz (Amortized Analysis)

Doubling’de n islem toplam O (n) zaman aldi§indan, insert_last sabit amortize (constant amortized) zamandir.
Sezgi: tek tek islemler bazen pahalidir (resize aninda lineer), ama ¢cogu ucuzdur (sabit). Pahali islemin
maliyetini, onu miimkiin kilan tiim ucuz islemlere “dagitiriz” — bu, islem dizisi lizerinde ortalamadir

VA SIPS 53 Y o W4 U DR [PVISR [PRUIVE R SR P U SN 4 PR B S R P S VR W PO I VESRSUNVE pE § N

Amortize analiz: nadir pahali resize'lar adimlara yayilir - ortalama sabit

islem-basi maliyet — resize'da 2« spike (amber) Kimulatif ortalama — sabit (amortize O(1))
4.0+
mmE ucuz (maliyet 1) toplam maliyet = 62 (31 append) =—e=— k{imilatif ortalama (toplam/islem)
16 - mmm pahali (resize / kopya) 35 amortize sinir = 2.00
14
€ 3.0 -
— o
212 oy
> =251
g 10+ % \
c © 2.0
£ 8- c
] (]
@ E 15
o 67 r_ﬂ:
4 - S 1.0+
2 0.5
o MW mEN WENEENE EENEENEREEEERE @ | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
append islemi # append islemi #

Sekil 9.6: Amortize analiz (IMZA): bir dinamik diziye bos baslangictan n = 31 kez append. Sol: her islemin
maliyeti — ¢ogu yalmiz 1 (tek slot yazimi, slate ¢ubuklar); length == size oldugunda ikiye-
katlama tetiklenir ve o islemin maliyeti o anki boyut kadar si¢grar (amber ¢ubuklar, append #1, 2,
3,5,9, 17°de degerler 1,2,3,5,9,17 — yani o anki boyutu kopyalama + 1 slot yazimi; resize
boyutlar1 1,2, 4, 8,16 (2¥) oldugundan ilk hari¢ maliyet 2¥ + 1’ sicrar). Sag: kiimiilatif ortalama
(toplam maliyet / islem sayisi, slate ¢izgi) her resize’da yukari sicrayip ardindan diiser ve sabit bir
degere — tam olarak 62/31 = 2,00 (amber kesik ¢izgi) — diizlesir. Nadiren pahali resize’larin
maliyeti tim adimlara yayildig1 icin insert_last amortize O(1)’dir; geometrik seri toplami
Zi 2t = 2k+1 1 ~ 2n bu sabiti garanti eder.

@ Builder Notu — Amortize Diisiinme ve Mini-batch/Checkpoint

“Nadiren pahali, cogu zaman ucuz; maliyeti diziye yay” analizi, egitim ve altyap: kodunun her yerinde
ayn1 bi¢cimde karsina c¢ikar:

« fleriye — checkpoint kaydetme: Bir modeli her N adimda bir diske yazmak pahalidir (tim
agirliklart serialize et), ama bu maliyet aradaki [V ucuz egitim adimina yayildiginda adim basina
amortize maliyet ihmal edilebilir kalir — tam olarak resize’in append’lere yayilmasi gibi.

» Tleriye — gradient accumulation: Birka¢ mini-batch’in gradyanini biriktirip seyrek araliklarla
bir optimizer adimi atmak, pahali step() ¢agrisinin maliyetini birikim adimlarina amortize eder.

» Tleriye — rehash ve GC: Hash tablosu yiik faktorii esigi asinca yeniden hash’leme (©(n)) ve ¢op
toplama (garbage collection) duraklamalari, doubling resize’la birebir ayn1 amortize argiimanina
dayanir: nadir, pahali, ama dizi boyunca sabit ortalama.
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9 Veri Yapilari ve Dinamik Diziler
9.14 Uc Veri Yapisi — Karsilastirma

Demaine dersi bu 6zet tabloyla kapatir (©’lar atilmig, caligma siireleri; Sekil 9.7):

Islem Statik Dizi Bagli Liste Dinamik Dizi
get_at / set_at O(1) O(n) O(1)

insert / delete_first O(n) 0(1) O(n)

insert / delete_last  O(n) O(n) O(1) amortize
insert/ delete_at  O(n) O(n) O(n)

Dinamik dizi, rastgele erigimde statik dizinin hizin1 (O(1) get_at) ve sona eklemede neredeyse bagli listenin
esnekligini (O(1) amortize insert_last) birlestirir — iKisinin en iyisi.

@ Builder Notu — Veri Yapis1 Se¢imi = Tensor Layout

Maliyet matrisinin verdigi ders — “‘her yap1 bir takas; sicak yoldaki isleme gore se¢c” — derin 63renmede
tensor bellek diizeni se¢iminde birebir tekrar eder:

« fleriye — contiguous tensor vs Python list: Bir batch’i Python 1ist’inde tutmak (dagmik
nesneler, bagl liste sezgisi) ile tek bir contiguous tensorde tutmak (ardisik dizi sezgisi) arasindaki
fark, tam olarak bu matristeki rastgele erisim/tarama takasidir — vektorize islemler ardigik bellegi
ister.

. ileriye — .contiguous() cagrisi: transpose/permute sonrasi bir tensor mantiksal olarak
dogru ama bellekte daginiktir; . contiguous () onu yeniden ardigik diizene kopyalar (O (n), tipki
resize kopyasi gibi) — clinkii birgok CUDA cekirdegi ardisik diizen olmadan ¢aligmaz veya
yavaglar.

« Tleriye - GPU bellek yerelligi: Sekil 9.4’nin cache argiiman1 GPU’da daha da keskindir;
coalesced (bitisik) erisim tam bant genisligi kullanir, daginik erisim ¢ekirdegi bellek-bagli yapar.
“Hangi islem sicak yolda?” sorusu, layout karariyla dogrudan performansa ¢evrilir.

9.15 Bu Dersin Ozeti

Arayiiz ne yapilacagini (islemler), veri yapisi nasil yapilacagini (gerceklestirim) soyler.
iki temel arayiiz: kiime (degere/anahtara gore) ve dizi (siraya gore).

Statik dizi: ardigik bellek; get_at/set_at O(1), build/iter O(n).

Bagh liste: diigiim + next isaretgisi; insert/delete_first O(1), erisim O(3).

Dinamik dizi (Python 1ist): boyut O(n); ikiye-katlama ile insert_last amortize O(1).
Geometrik seri son terimle domine olur: 1 + 2 + - + 28 = ©(2%) = ©(n).
Amortize analiz: k islem en fazla k - T'(n) zaman alir; nadiren pahali, ortalama ucuz.

Nk wn -

I Tek Bir Ciimle

Python 1ist’in her “ucuz” append’i, arada bir yapilan pahali ikiye-katlamanin islem dizisine amortize
edilmis halidir — sihir degil, geometrik seri.
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9.15 Bu Dersin Ozeti

Veri yapisl secimi = islem profili: her sGtun bir takas (Demaine §13)

Statik Dizi Bagh Liste Dinamik Dizi
get_at / set_at 0o(1) 0O(n) 0(1)
insert / delete_first o(n) 0(1) O(n)
insert / delete_last O(n) O(n) O(1) amortize
insert / delete_at o(n) O(n) O(n)

[] 0(1) — en iyi (sabit zaman)
O(1) amortize — neredeyse en iyi
[ o(n) — yavas (lineer)

Sekil 9.7: Demaine’in kapanis maliyet matrisi: 4 iglem ailesi x 3 veri yapisi. Yesilimsi hiicreler O(1) (en
iyi, sabit zaman), amber hiicreler O(n) (yavas, lineer), amber-cerceveli agik hiicre ise O(1) amor-
tize (neredeyse en iyi). Higbir siitun her satirda kazanmaz: statik dizi rastgele erisimde (O(1)
get_at/set_at) iistiindiir ama her ekleme/silme O(n) kaydirma ister; bagh liste ug islemlerini (O(1)
insert/delete_first ve tail augmentation’la last) hizlandirir ama rastgele erigsim O(n)’e diiser; dina-
mik dizi rastgele erisim O(1)’i sona ekleme O(1) amortize ile birlestirip ikisinin en iyisini sunar
— bu yiizden Python 1ist’in temelidir. Veri yapis1 secimi, hangi iglemlerin sicak yolda olduguna
bagh bir takastir.
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9.16 Kontrol Sorulari

i Soru I: Arayliiz (interface) ile veri yapisi (data structure) arasindaki fark nedir?

Cevap: Arayiiz, ne yapilacagini soyler: hangi veriyi saklayabilirsin, hangi islemler desteklenir ve
bu islemler ne anlama gelir (bir spesifikasyon). Veri yapisi, nas:! yapilacagini sdyler: verinin somut
gosterimi ve islemleri destekleyen algoritmalar. Ayni arayiiz (6rnegin “dizi”’) birden ¢ok veri yapisiyla
(statik dizi, bagh liste, dinamik dizi) ¢oziilebilir; her birinin farkli caligsma stireleri vardir.

1 Soru 2: Cok sik get_at ama nadiren ekleme gereken bir uygulamada hangi veri yapis: uygundur?
Tersine, siirekli bastan ekleme gerekiyorsa?

Cevap: Sik rastgele erisim icin statik dizi veya dinamik dizi uygundur (get_at O(1)). Siirekli bastan
ekleme icin bagh liste uygundur (insert_first O(1); dizilerde O(n) ¢iinkii kaydirma gerekir). Eger hem
sik get_at hem sik insert_first gerekiyorsa, tek bir basit yapi ikisini birden O(1) yapamaz — bu ileri
veri yapilarinin (6rnegin dengeli agaclar, Ders 6-7) motivasyonudur.

1 Soru 3: Dinamik dizi doldugunda neden boyutu size + 1 degil de 2 x size yapilir?

Cevap: size + 1 (ya da sabit ekleme, 6rn. +5), her birkac eklemede bir lineer yeniden-ayirma gerektirir —
islem bagina hala lineer zaman. 2 x size ise yeniden boyutlandirmalari 2’ nin kuvvetlerinde seyreklestirir;
n eklemenin toplam resize maliyeti geometrik seri oldugu i¢in ©(n)’dir — iglem bagina sabit amortize.
Sabit carpanla biiylitme, amortize sabit zamanin anahtaridir.

1 Soru 4: Python’da list.append() amortize O(1) ne demektir? Tek bir append neden bazen yavas olabilir?

Cevap: “Amortize O(1)”, herhangi k append’in toplamda en fazla k - O(1) = O(k) zaman aldi81
anlamina gelir — islem bagina ortalama sabit. Ama tek bir append, dizi tam doldugu anda denk gelirse,
yeni (iki kat) dizi ayirip tiim 68eleri kopyalar — o tek iglem O(n). Bu nadir pahali iglemin maliyeti,
onu izleyen bircok ucuz append’e dagitilir; dolayisiyla ortalama sabit kalir.

9.17 Egzersizler
Egzersiz 1. Statik dizi arayiiziiniin beg islemini (build, length, iter, get_at, set_at) listele ve her birinin statik
dizi gergeklestiriminde galigma siiresini yaz. Hangileri ©(n ), hangileri O(1)?

Egzersiz 2. Bagl listede insert_last’t O(1) yapmak i¢in hangi zenginlestirme (augmentation) gerekir? Ayni
zenginlestirmeyle delete_last neden héla zordur ve bunu ¢6zmek icin ne gerekir?

Egzersiz 3. Dinamik dizide n 68e ekleyip sonra hepsini delete_last ile silersen, dizi boyutu hala ©(n)
kalir (oysa n = 0). Bu bellek israfin1 nlemek icin “kiiciiltme” (shrinking) kuralim tasarla. (Ipucu: dizi Y4

doldugunda yartya indir — neden veya %2 degil?)

Egzersiz 4. Python’da bir listeye n kez append yaparken i¢ kapasitenin ne zaman biiylidiigiinii gézlemle:
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9.18 Sonraki Ders Icin Hazirlik

import sys
1st = []
prev = -1

for i in range(64):
cap = sys.getsizeof(lst)
if cap != prev:
print("uzunluk", len(lst), "-> kapasite baytlari", cap)
prev = cap
1st.append(i)

Kapasite hangi uzunluklarda zipliyor? Bu, ikiye-katlama (doubling) sezgisini dogruluyor mu?

Egzersiz 5. Kiime (set) arayiizii, dizi (sequence) arayiiziinden nasil ayrilir? Ogeleri degerine/anahtarina gore
aramak (siraya gore degil), neden farkli bir veri yapisi gerektirir? Ders 3-4’e (siralama ve hashing) bir koprii
kur.

9.18 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 3 (LL3): Kiimeler ve Siralama

Justin Solomon ile kiime (set) arayiiziine ve onu ¢6zmenin ilk adimi olan siralamaya (insertion, selection,
merge sort) gegiyoruz. Bu derste degindigimiz “degere gore arama” sorusu orada merkeze oturur. (Not: ders
akiginda araya Problem Oturumu 1 girer — bu dersin kavramlarini pekistiren problemler.)

Ders 3 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (Python kapasite gozlemi) ¢oz.
« Ug veri yapisi tablosunu (Sekil 9.7) ezberden cizebilecek hale gel.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Aynu isi farkli veri yapilar: farkli maliyetlerle yapar.”

9.19 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Arayliz vs veri yapist Ne (spesifikasyon) vs nasil Bol. 1
(gerceklestirim)

Dizi (sequence) Ogeleri belirli bir sirada tutan Bol. 2-3
araylz

Statik dizi Ardigik bellek; get_at/set_at 0(1) Bol. 4

Bellek ayirma modeli n boyutlu dizi ©(n) zamanda Bol. 5
ayrilir

Word boyutu w > logn (n 6geyi Bol. 5

adresleyebilmek icin)
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9 Veri

Yapilari ve Dinamik Diziler

Kavram Tanim Sayfada

Bagl liste Diigiim + next; insert/delete_first ~ Bol. 7
O(1)

Augmentation Ekstra bilgi (tail) ile O(1) get_last Bol. 8

Dinamik dizi Python list; boyut ©(n), Bol. 10
ikiye-katlama

Geometrik seri 1424428 =0(2F) =0(n) Bl 11

Amortize analiz k islem en fazla k - T'(n) zaman ~ Bol. 12

9.20 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

1

2.

Bu ders, ileri algoritma ve sistem miihendisliginin temel dilini kurar — kopriilerin ozeti:

. Amortize analiz — altyap1: log-structured storage, hash tablosu rehashing, garbage collection —

“nadiren pahali, cogu zaman ucuz” her yerde ayni analiz.

Dinamik dizi — Python 1list, C++ vector, Java ArrayList’in i¢ mekanizmasi; kapasite bii-

yltme stratejisi.

. Arayiiz / veri yapis1 ayrim1 — API tasarimi: ayn1 s6zlesme (interface), degisebilir backend
(implementation).

. word RAM + isaretciler — bellek modeli ve cache yerelligi; dizi (ardigik) ile bagh liste (daginik)
arasindaki gercek performans farki.

. Augmentation — veritabani indeksleri: ekstra bir yap: (B-agaci, hash) ekleyip sorguyu hizlan-
dirma — ayn1 augmentation fikri.

. Geometrik seri sezgisi — ikiye-katlama/yariya-indirme stratejileri: connection pool, buffer
biiyiitme, exponential backoff.

! Tek bir sey alip gideceksen

Aynu isi farkli veri yapilar1 farkli maliyetlerle yapar; miihendislik, “hangi islem ne siklikta ¢agriliyor?”
sorusuna gore dogru yapiy1 se¢mektir. Python 1ist’in zarafeti, bu se¢imi amortize analizle senin icin
coktan ¢ozmiis olmasidir.
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10 Problem Oturumu 1

Ders 1-2’nin uygulamasi: asimptotik siralama, sequence black box, cift u¢clu dinamik dizi ve yerinde bagh
liste ters ¢cevirme

1 Oturum bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Problem Session 1 (=60 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 1

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 3 (Problem Oturumu 1)
* Hoca: Jason Ku

* Okuma siiresi: =26 dk

10.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

6.006’da iki tiir 6gretim vardir: ders (lecture) temel materyali (veri yapilari, algoritmalar) sunar; problem
oturumu (problem session) ise o materyalin uygulamasini gosterir. Jason Ku'nun deyisiyle, problemlerin
“hissi” temel materyalden ¢ok farklidir — problemlere yaklagsmanin, ancak ¢alisarak 6grenilen piif noktalar
vardir.

Bu ilk oturum, Ders 1-2’nin kavramlarin1 uygular: asimptotik analiz (Problem 1), sequence arayiizii ve
ozyineleme (Problem 2), dinamik dizi (Problem 3) ve bagh liste manipiilasyonu (Problem 4). Dort problem
birer “Ifade — Yaklagim — Coziim — Karmagiklik” akistyla islenir. Ortak araglarin haritasi Sekil 10.1 icinde
oOzetlenir.

Bir genel uyar1 tiim oturuma damga vurur: ¢oziimii kod degil, kelimelerle anlat. Ku, kafasinda kod derleye-
medigini soyler; problem setlerinde de net s6zel agiklama beklenir.

“the problem sets that you will work on... applications of that material... there’s usually a much
different feel between those problems then the underlying foundational material.” — Ku, 1:04

“I want you to explain in words to me, and we want you to explain in words in your LaTeX
submissions what it is the algorithm is doing.” — Ku, 30:37
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https://www.youtube.com/watch?v=IPSaG9RRc-k
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/problem-session-1/

10 Problem Oturumu 1

— -~

Problem Oturumu 1
(Ders 1-2 uygulamasi)

R

Problem 1 Problem 2 Problem 3 Problem 4
Asimptotik Siralama Sequence Black Box Cift Uclu Dinamik Dizi Son Yariy1 Yerinde Ters
Asimptotik karsilastirma Black-box arayiiz Charging argument Yerinde isaretci
(log n)a « nb <« c" - Stirling + Ozyineleme + degismez (O(1) amortize) manipiilasyonu (O(1) alan)

Sekil 10.1: Problem Oturumu 1’in kavram haritasi: dort problem (iist sira) ve her birinin 6grettigi taginabilir
arag (alt sira). Problem 1 asimptotik karsilagtirma (Stirling + hiyerarsi), Problem 2 black-box
arayliz disiplini + 6zyineleme, Problem 3 charging argument (amortize), Problem 4 yerinde isaretci
maniplilasyonu kazandirir. Hepsi Ders 1-2 temeline dayanr.

10.2 Problem 1: Asimptotik Siralama

Ifade. Bir fonksiyon listesini asimptotik biiyiime hizina gére (yavastan hizliya) sirala. Asimptotik olarak
esit olan fonksiyonlar kiime parantezi {} icinde gruplanir. Ornegin n, /n, n + \/n igin cevap: y/n, sonra

{n, n+/n}.

@ Yaklasim — Tamdik Forma Indirge, Sonra Hiyerarsiyi Uygula

Her fonksiyonu tanidik bir forma (polinom-benzeri) ¢evir, sonra su hiyerarsiyi uygula: logaritmik fak-
torler polinom faktorlerden, polinomlar da iistellerden yavag biiyiir. Karmagik ifadeler (faktoriyel, binom
katsayisi) icin Stirling yaklasimi kullanilir. Bir fonksiyonu siniflandiramiyorsan, onu faktoriyel/bi-
nom tanimina ag, Stirling uygula, sadelestir — ortaya polinom-benzeri bir form ¢ikar ve karsilagtirma
kolaylasir.

Coziim. Ug temel arag bu problemin tiim varyantlarini ¢ozer:

* Log—polinom kimligi: Herhangi pozitif a, b i¢in (logn)?® <« n®. Yani logaritmanin herhangi bir
kuvveti, herhangi bir polinomdan kesinlikle (little-o anlaminda) yavastir. Ispat yontemi: iki fonksiyonun
oraninin limitini (kolaylik i¢in logaritmasini) n — oo i¢in al.

“this log n to any power is asymptotically less than any polynomial for any positive a and b.” —
Ku, 7:11

* Stirling yaklasimi: n! ~ \/27n (n/e)™. Bu, asimptotik degil gercek bir limit esitliidir. Logaritmasi
alminca log(n!) = ©(nlogn) ¢ikar — smifta sik kullanilir.

* Binom Katsayisi: () = n!/(k! (n — k)!). Iki 6rnek: C(n,3) = n(n — 1)(n — 2)/6 = O(n?);
C(n,n/2), Stirling ile sadelestirilince ©(2" /y/n) verir.

Bu arag kutusunun gorsel 6zeti — kesin hiyerarsi ve Stirling’in log(n!) lizerindeki etkisi — Sekil 10.2 i¢inde
gosterilir.
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10.3 Problem 2: Sequence Arayiiziinii Black Box Olarak Kullanma

Karmagiklik. Bu bir analiz problemidir (¢aligsma siiresi degil): arag, fonksiyonlar1 kapali, karsilastirtlabilir
forma indirgemek. Sonug bir siralamadir, bir kogsma zaman degil.

Asimptotik arac¢ kutusu — kesin hiyerarsi (log-y ekseni)

(logn)? < n®>«<n<«?2" — log faktér < her polinom < Ustel
1020 J
yavas - hizl
(log n)?
107 4 =— n"0.5
—_—n
2n

1014 -
=
i",‘ iistel — en hszli (amber)
10 411
o 10
o
£

8 _

S 10
>
3
a

105 4

102 4

Stirling: log(n!)=0(nlogn)
—_— n=64: In(n!)=205.2 = Stirling 205.2 (hata %0.00)
10 20 30 40 50 60

n (girdi boyutu)

Sekil 10.2: Problem 1 arac kutusu: log-y ekseninde kesin asimptotik hiyerarsi (logn)? < n%° < n <« 2",
Logaritmik faktorler (en agik slate) her polinomun (n%3, n — orta/koyu slate) altinda kalir;
polinomlar da iistelin (amber, en hizh) altindadir — bu siralama her pozitif a, b ve ¢ > 1
icin gegerlidir. Ustel egri log eksende diiz bir dogru olur (log 2" = nlog2) ve n biiyiidiikce
digerlerinin hepsini ezici bicimde geride birakir; ii¢ yavag egri tabanda kiimelenir ¢linkii hepsi
tistelin yaninda ihmal edilebilir kalir. Sag-alttaki kutu Stirling sonucunu 6zetler: log(n!) =
O©(nlogn) —/2mn (n/e)™ yaklasiminin logaritmasi 7 log n — n baskin terimini verir; n = 64
icin In(64!) = 205,17 ile Stirling 205,17 yalniz 90,0006 sapar (asimptotik degil, gercek bir
limit esitligi).

10.3 Problem 2: Sequence Araytziinii Black Box Olarak Kullanma

ifade. Sana bir sequence veri yapisi veriliyor ve i¢ini géremiyorsun (black box). Yalmzca dort islemi var,
hepsi sabit zaman: insert_first, insert_last, delete_first, delete_last (delete’ler sildikleri 6geyi
dondiiriir). Bu islemleri kullanarak (a) swap_ends ve (b) shift_left(D, K) yaz.
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10 Problem Oturumu 1

@ Yaklasim — Arayiizii Onurlandir, Ozyinelemeyle Degismez Koru

Icerigi degil, yalnizca dis islemleri kullan — bu, arayiiz/gergeklestirim ayriminin pratigidir. Sabit-
zamandan uzun islemler icin dongii veya 6zyineleme kullan; Ku 6zyinelemeyi tercih eder ¢iinkii her
adimda yalnizca sabit miktarda bilgiyle (bir degismez + kiiclik durum analizi) ugragsmak argiimani
kolaylastirir.

“if I break it down so that I solve a slightly smaller problem recursively, and then do a constant
amount of work and maintain some invariant, then it’s very easy to argue things about it.” —
Ku, 40:03

Coziim.

(a) swap_ends — ilk ve son 0geyi degistir: her ikisini sil, gecici degiskenlerde tut, ters yerlere geri ekle.

swap_ends(D):
x1 = D.delete first()
x2 = D.delete_last()
D.insert_first(x2)
D.insert_last(x1)

(b) shift_left(D, K) —ilk K 68eyi sona tas1 (K inci 6ge son olur, K + 1’inci ilk olur). Ozyinelemeli:

shift_left(D, K):
if K< 1or K> len(D) - 1: # taban durum / sinir kontroli
return
x = D.delete_first()
D.insert_last(x)
shift_left(D, K - 1) # bir kii¢lik ornek

Her cagri bir 6geyi 6ne alir ve Kyi 1 azaltir; taban durumda (K < 1) durur. Degigsmez korundugu igin
dogruluk kolayca tiimevarimla goriiliir. Bu black-box disiplini, bir sonraki problemde (Problem 3) tam tersini
yapmanin — yani arayliiziin altindaki veri yapisini tasarlamanin — neden deger tasidigini da gosterir.

Karmagiklik. swap_ends sabit sayida O(1) islem — O(1). shift_left, K kez sabit is » O(K).

10.4 Problem 3: Cift Uclu Dinamik Dizi

ifade. “iki diinyanin en iyisi” bir veri yapisi tasarla: en kotii durumda O(1) indeksleme (dizi gibi) ve
sequence’in her iki ucunda O(1) amortize ekleme/silme. Tek bagina dinamik dizi sonda amortize O(1)
ama basta O(n ) dir; bagh liste iki ucta O(1) ama indeksleme O(n)’dir.

@ Yaklasim — Sifirdan Tasarla ya da Hazira Indirge

Iki yol vardir: (1) dinamik diziyi sifirdan yeniden tasarla (¢ift uglu); (2) hazir bir dinamik diziye
indirgeme (reduction) yap. Her ikisinin de ¢ekirdegi ayn1 sezgidir: pahali bir yeniden-ingadan 6nce
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10.5 Problem 4: Bagh Listenin Son Yarisini Ters Cevirme

mutlaka lineer sayida ucuz islem garanti et — bu, charging argument’in 6ziidiir.

Coziim.

Yontem 1 — Cift uclu dinamik dizi (dynamic deque). Diziyi her iki ucta da fazladan bos yerle (her birinde
lineer miktarda) tut. Boylece hem 6nden hem sondan eklerken, lineer sayida islem yapana kadar yeniden
boyutlandirma gerekmez. Yeniden boyutlandirirken (biiyilitme veya kiigiiltme) her iki ucta yine lineer fazla yer
birak — bu, charging argument’in caligmasini garanti eder: bir pahali yeniden-ingadan 6nce mutlaka lineer
sayida ucuz iglem yapilmis olur (silmede de israfi onlemek i¢in i doluluga inince kiiciilt).

“I have to do a linear number of cheap things before I have to do an expensive thing again.” —
Ku, 1:00:09

Yontem 2 — Dinamik diziye indirgeme. Iki dinamik dizi kullan; birini ters yonde gor. Saklanacak sequence’i
ortadan ikiye bol; her yari bir dinamik dizidir (biri normal, biri ters). Onden/sondan islemler artik birer dinamik
dizi ucu iglemi olur (biraz indeks aritmetigiyle). Tek incelik: bir dizi bosalirsa, digerini ikiye bol ve iki yeni
diziye yeniden dagit — bu yeniden-insanin maliyeti, biriken amortize biitceden karsilanir.

Karmagiklik. indeksleme O(1) en kétii durum (saf ofset aritmetigi); her iki ugta ekleme/silme O(1)
amortize; alan, saklanan 6ge sayisinda lineer (O(n)).

10.5 Problem 4: Bagh Listenin Son Yarisini Ters Cevirme

Ifade. 2n diigiimlii tek yonlii (singly) bir bagl liste verilir. Son n diigiimiin sirasin1 yerinde (in-place) ters
cevir. Yeni diigiim olusturma yok; sabit (constant) ek alandan fazlasini kullanma — yani 6geleri bir diziye
kopyalayip geri yazamazsin, sadece mevcut diigiimlerin isaretcilerini degistirebilirsin.

@ Yaklasim — Uc¢ Adima Bol, Onceki Diigiimii Hatirla

Ug adima bol: (1) n’inci diigiimii bul, (2) n + 1°den 2n’e kadar olan diigiimlerin next isaretcilerini
ters cevir, (3) uclar1 yeniden bagla. Isaretci ters cevirirken, “onceki” diigiimii hatirlamak gerekir; aksi
halde liste kopar ve diiglimlere erisim kaybolur (garbage-collected dillerde sizint1, digerlerinde memory
leak). Adim-adim isaretci izi Sekil 10.3 icinde gosterilir.

Coziim.

1. n’inci diigiimii bul: n = size/2. Bastan n — 1 kez next takip et — a = n’inci diigiim. b = a.next
(ters gevrilecek blogun bast).

2. Isaretcileri ters cevir: iki imlec tut — x (yeniden baglanacak diigiim) ve x_p (ondan 6nceki). x_p, X
= a, bilebasla. n kez: x_n = x.next (sonrakini sakla), x.next = x_p (geriye bagla), sonra x_p,
x = x, x_n (kaydr).

3. Uclar1 temizle: Dongii sonunda x_p ters blogun yeni basi (c) olur. a.next = c (ilk blok yeni basa
baglanir), b.next = None (eski basg, artik son, sonlanir).
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10 Problem Oturumu 1

reorder(L):

=)
1l

X_p,
for

L
L

o |

.size // 2

.head

in range(n - 1):
= a.next

.hext

X =a, b
_in range(n):

X_n = X.next

X

.next = x_p

X_p, X = X, X_n
a.next = x_p # X p =cC
b.next = None

Sekil 10.3’in bes asamasi, bu pseudocode’un 2n = § diiglimliik bir liste {izerinde nasil yiiriidiigiinii — pivot
a’nin bulunmasi, blogun ters ¢evrilmesi ve uclarin yeniden baglanmasi — somut olarak izler.

Karmagiklik. »’inci diigiimii bulma O(n), ters ¢cevirme O(n), temizlik O(1) — toplam O(n); ek alan O(1)
(yalnizca birkag imleg).

Son yarlyi yerinde ters gevirme: 2n=8 digim, son n=4 (amber = ters blok isaretgileri)

h@d

1) Orijinal | 1 nexll | 2 mextl | 3 nextl | a4 né-xtl | 5 nextl | 6 nexll | 7 nextl | 8 nextl 1B2-3-4-5-6-7-8 (2n=8)
2) a, b bul | 1 nextl | 2 nextl | 3 nextl 4 |next B Jnext | 6 nextl | 7 nextl | 8 nextl (%)

a (4. digim) b = a.next =5
3) Blogu ters gevi|| 1 ncxrl | 2 ncxtl | 3 ncxtl | 4 ncxtl Dl B |Inext 6 rext 7 |next 8 |next

geri: 5-6-7-8 jsaretcileri tersine
4) Uclar bagla | 1 nexll | 2 nextl | 3 nextl 4 |next B lnext] @] 6 |next 7 lnext 8 |next
a.next =8 b.next = None

5) Sonug | 1 ncxtl | 2 ncxtl | 3 ncxtl | a4 ncxtl | 8 ncxtl | 7 ncxtl | 6 ncxtl | 5 ncxtl 152-3-4-8-7-6-5

ters blok yeni son

Sekil 10.3: Son yariy1 yerinde ters ¢cevirme izi (2n = 8 diiglim, son n = 4). (1) Orijinal liste 1 — --- — 8§,
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head. (2) a = 4. diigiim (pivot), b = a.next = 5 (ters cevrilecek blogun basi). (3) Blogun (5,6,7,8)
next isaretgileri tersine gevrilir — amber geri-oklar artitk 8 — 7 — 6 — 5 — 4 y0niinde; a’nin
next’i gegici olarak (). (4) Uclar yeniden baglanir: a.next = 8 ve b.next = None (eski bas artik
son). (5) Sonug 1 -2 -3 -4 —8 —7— 6 — 5—ekalan O(1) (yalniz birkag imleg),
zaman O(n). Imleg ters gevrilirken “Onceki” diiglimii hatirlamak sarttir, yoksa liste kopar.



10.6 Ne Ogrendik?

@ Builder Notu — Yerinde Algoritmalar ve Memory Leak
Isaretci ters cevirmede bir diigiime referans kaybedersen, garbage-collected bir dilde (Python) GC onu
toplar; C gibi dillerde bu bir memory leak’tir. Yerinde (in-place) algoritmalar, gomiilii sistemler ve

diisiik-bellek ortamlarinda kritiktir: ekstra dizi ayirmaya biitce yoktur.

+ Tleriye - ML / tensor islemleri: PyTorch’taki _ son ekli islemler (add_, relu_) tam olarak bu

+ ileriye » embedded/ firmware: Mikrodenetleyicilerde y1gin (heap) ayirma cogu zaman yasaktir;

Tek ciimle: Yerinde doniigiim, “yeni alan ayirma — var olant yeniden bagla” disiplinidir.

sezgidir — yeni tensor ayirmadan mevcut bellegi yerinde degistirmek; biiyiik modellerde bellek
tasarrufunun anahtari.

veri yapilar yerinde doniistiiriiliir.

10.6 Ne Ogrendik?

I Alt Taginabilir Arag
Bu oturum, Ders 1-2’nin teorisini dort somut problemde uyguladi ve alt1 taginabilir ara¢ kazandirdi:

1.
. Black box / arayiiz disiplini: Bir veri yapisin1 yalnizca dis iglemleriyle kullanip iizerine yeni

. Ozyineleme stratejisi: Sabit is + bir kiiciik 6rnege indirgeme; degismezle kolay dogruluk argii-

. Yerinde isaret¢i manipiilasyonu: Sabit ek alanla bagh liste yeniden baglama; referans kayb1 =

. Tletisim kurah: Algoritmay koddan 6nce kelimelerle anlat.

Asimptotik karsilastirma araclari: (logn)? < n® < ¢” hiyerarsisi; faktoriyel/binom igin
Stirling yaklagimi (log(n!) = ©(nlogn)).

islemler kurmak.
mant.
Charging argument (amortize): Pahali bir islemden Once lineer sayida ucuz iglem garanti ederek

O(1) amortize elde etme.

s1zinti.

Dort problemin zaman, ek alan ve anahtar sonug acisindan maliyet dzeti Sekil 10.4 i¢inde tek bakista toplanir.

10.7 Sonraki

Ders 4 (LL3) — Kiimeler ve Siralama

Sirada Ders 4 (L3): Kiimeler ve Siralama var — Justin Solomon ile kiime (set) arayiiziine ve onu
¢Ozmenin ilk adimi olan siralamaya (insertion, selection, merge sort) gegiyoruz. Bu oturumda gordii-
giin asimptotik karsilastirma araclari, siralama algoritmalarinin caligma siirelerini analiz ederken
dogrudan isine yarayacak.
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10 Problem Oturumu 1

PS1 dort problemin maliyet 6zeti: bir analiz araci + (g veri-yapisi garantisi

“m Areneer sonuc

P1 - Asimptotik Siralama

P2 - Sequence Black Box

P3 - Cift Uglu Dinamik Dizi

P4 - Son Yariyi Yerinde Ters

— (analiz)

swap_ends O(1)
shift_left O(K)

o(1)

index O(1) en-kétu
iki-u¢ O(1) amortize

O(n)

O(n)

0O(1) (yerinde)

(log n)? <« n® < c", log(n!)=0(n log n)

yalniz 4 ug islemi - 6zyineleme

ofset aritmetigi + charging

3 imleg - yeni digim yok

E] 0O(1) — sabit (en iyi) 0O(1) amortize / yerinde — neredeyse en iyi |:| 0O(n) / O(K) — girdiye bagl analiz / yok

Sekil 10.4: PS1’in dort probleminin maliyet 6zeti tek bakista. Satirlar dort problem, siitunlar Zaman - Ek
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Alan - Anahtar Sonug. Hiicreler maliyet sinifina gore renklenir: yesilimsi hiicreler O(1) sabit (en
iyi), amber-cerceveli agik hiicreler O(1) amortize / yerinde (neredeyse en iyi), dolu amber hiicreler
O(n) !/ O(K) girdiye bagl, notr hiicreler ise ¢aligma-siiresi olmayan analiz. P1 bir ara¢-kutusudur
(aligma siiresi yok): asimptotik hiyerarsi (logn)® < n® < c" ve log(n!) = O(nlogn). P2
yalmz dort O(1) ug islemiyle swap_ends’i O(1), shift_left’i 6zyinelemeyle O(K ) kurar —
O(1) ek alan. P3 ofset aritmetigiyle O(1) en-kotii indeksleme ile charging argument’a dayanan
iki-ucta O(1) amortize ekleme/silmeyi birlestirir (alan O(n)). P4 son yariy1 yalniz ii¢ imlegle,
yeni diigiim iiretmeden ¢evirir: zaman O(n), ek alan O(1) yerinde. Amber ¢erceve, amortize ve
yerinde kazanimlari isaretler.



11 Kimeler ve Siralama

Kiime arayiizii, sirasiz/sirali dizi tradeoft’ u, permutation/selection/insertion/merge sort ve substitution ana-
lizi

1 Boliim bilgisi

* Solomon’un videosu: YouTube — Lecture 3: Sets and Sorting (=53 dk)

¢ OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 3: Sets and Sorting

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 4 (L3)
¢ Hoca: Justin Solomon (Jason Ku, Erik Demaine)

* Okuma siiresi: =25 dk

11.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 2 dizi (sequence) arayiiziinii ¢cozdii — 0geleri siraya gore tutmak. Bu ders ikinci temel arayiize gecer:
kiime (set) — Ogeleri anahtarina gore tutmak. Justin Solomon, set’i ¢dzmenin dogal yolunun siralama
oldugunu gosterir ve dersin yarisini siralama algoritmalarina ayirir.

Uc temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Kiime arayiizii — anahtarla (key) erisilen bir koleksiyon: find, insert, delete, find_min/max.

2. Sirasiz vs siral dizi tradeoff’u — sirali dizide arama O(log n) ama siralamanin kendisi O(n logn)
maliyetlidir.

3. Siralama algoritmalar1 — permutation, selection, insertion ve merge sort; 6zyineleme + substitution
ile caligma siiresi analizi.

“there’s an object called an interface, which is just a program specification.” — Justin, 1:42

@ Builder Notu — Set Arayiizii ve Python dict/Veritaban

Bu dersin kiime (set) arayiizii, her veri katmaninin altinda yatan “anahtarla eris” desenidir — Python’dan
veritabanlarina:

* Geriye — Python (Phase 1): Python set/dict tam da bu set arayiiziiniin gerceklestirimidir;
Solomon “bu ¢irkin detaylari sizin i¢in hallederler” der. key in d ortalama O(1) goriiniir, ama
o sabit zamanin nas:/ elde edildigi (Ders 4 / Hashing) burada baglayan sorudur.

* Geriye — Calculus (Phase 1): n? ile n log n biiyiime farki — bir milyar 6gede biri saatler, digeri
saniyeler. Asimptotik mertebeleri kargilagtirma disiplini dogrudan fonksiyon biiylimesi sezgisidir.
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https://www.youtube.com/watch?v=oS9aPzUNG-s
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-3-sets-and-sorting/

11 Kiimeler ve Siralama

Ders 4: Kiimeler ve
Siralama

4

Kiime (set) arayiizi
anahtarla erisim

c N

Sirasiz Dizi Siral1 Dizi
find O(n) find O(log n) ikili arama
lineer tarama find_min/max O(1)

l

kurma maliyeti

N

Siralama problemi

girdi A — sirali B

- N

Permutation sort Selection sort Insertion sort Merge sort
Q(n!-n) - kaba kuvvet O(n2) - en bliyligli sona O(n?) - yerine kaydir O(n log n) - bol-yonet

l

T(n)=2T(n/2)+O(n)
two-finger merge

Sekil 11.1: Ders 4’lin kavram haritasi: kiime arayiiziinden iki dizi gerceklestirimine (sirasiz dizi — find
O(n) / siral1 dizi — find O(log n)), oradan siralama problemine ve dort siralama algoritmasina
(permutation Q(n!-n), selection ®(n?), insertion O(n?), merge O(n log n)).

56



11.2 Arayiiz Tekrari: Kiime Nedir?

« fleriye — veritabani/arama: sirali/indeksli veri, ikili aramayla O(logn) sorgu; her veritabani
indeksinin (B-tree) temeli.

« Tleriye » OMSCS / bol-yonet: merge sort, “bdl ve yonet + substitution” kalibmnin ilk ornegi; CS
6515°te (Graduate Algorithms) her yerde.

Tek ciimle: Bir kiimeyi sirali tutmak, aramayi O(log n) ‘e indirir — ama bu lhizin bedeli, bastaki
O(nlogn)’lik stralamadur.

11.2 Arayiz Tekrari: Kiime Nedir?

Ders 1’de tanitilan ayrim burada da merkezdedir: arayiiz bir program spesifikasyonudur (hangi islemler
destekleniyor); veri yapisi o arayiizii perde arkasinda gerceklestiren somut yapidir.

“there’s an object called an interface, which is just a program specification... a data structure,
which is a way to actually implement an interface.” — Justin, 1:42

Bir kiime (set) “bir y181n sey”’dir: icine 6ge eklersin ve “bu 6ge var m1?” diye sorarsin. Her 63e bir anahtarla
(key) iligkilidir — 6rnegin siniftaki 6grencilerin ID numarasi. Aramay1 anahtarla yaparsin; bulunca 6genin
geri kalan bilgisine (isim, vb.) erigirsin.

11.3 Kime (Set) Arayuzu

Set arayiizii su islemleri destekler:

build(A): bir iterable A’dan kiime kur.

* len(): icindeki 0ge sayisi.

find(k): anahtar1 k olan 6geyi dondiir (yoksa null).

insert(x) / delete(k): dinamik islemler — kiimeyi degistirir.
find_min() / find_max(): en kiiciik / en biiyiik anahtarli 6ge.
find_prev(k) / find_next(k): sirali komsular.

Burada x tiim nesneyi (ID + isim + ...), k ise aramada kullanilan anahtar1 temsil eder. Bu bir arayiizdiir —
nasil gerceklestirildigi heniiz sdylenmedi.

11.4 Kiime mi, Dizi mi?

Iki temel arayiiziin farki, 6geleri neye gore tuttugudur:

* Dizi (sequence): o6geler digsal (extrinsic) bir siraya gore — ilk, onuncu, son. Pozisyonla erigim.
* Kiime (set): 6geler icsel (intrinsic) anahtarlarina gore. Degerle (key) erisim.

Ayni veri her iki arayiizle de tutulabilir, ama sorular farklidir: dizi “5. 6ge ne?” diye sorar, kiime “anahtari 42
olan 6ge var m1?” diye sorar.
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11 Kiimeler ve Siralama

11.5 Sirasiz Dizi ile Kiime

En basit gerceklestirim: 6geleri sirasiz bir dizide (unordered array), gelisigiizel siralamayla sakla. Kurmasi
kolaydir — biiyiik bir dizi al, her seyi icine at.

“an unordered array is a perfectly reasonable way to implement this set interface. And then
searching that array it will take linear time” — Justin, 12:00

Ama her arama, diziyi bagtan sona taramay1 gerektirir: find (k) en kétii durumda O(n). Aslinda tiim iglemler
(build, insert, delete, find_min) lineer zamandir. Basit ama yavas. Sekil 11.2 bu sirasiz gerceklestirimi, hemen
ardindan gelen sirali alternatifle yan yana gosterir.

11.6 Sirali Dizi ile Kiime

Daha iyisi: 6geleri anahtara gore sirah bir dizide tut. Artik:

* find_min() / find_max(): ilk / son 6ge — O(1).
o find(k): ikili arama (binary search) ile diziyi her adimda yariya bl — O(logn).

“if my array is sorted, how long does it take for me to search for any given element? ... Log n
time.” — Justin, 16:24

Bir milyar 68ede sirasiz dizi ~bir milyar iglem, siral dizi yalnizca ~30 islem (log, 10° ~ 30) ister. Ama
bir bedel var: sirali diziyi elde etmek = siralama, ve siralama O(nlogn) zaman alir. Dersin geri kalani
bu siralamayi ¢ozer. Sekil 11.2 iki gerceklestirimi kargilastirir; Sekil 11.3 ise ikili aramanin yariya-bolme
mekanigini tek tek izler.

@ Builder Notu — O(log n) ve Veritabani Indeksleri (B-tree)
“Siral dizi + ikili arama = O(log n) arama” sezgisi, her dlgeklenebilir veri sisteminin kalbindedir:

» Tleriye — veritabam indeksleri: Bir tabloya indeks eklemek, anahtarlari sirali bir yapida (B-tree,
siral1 dizinin disk-dostu ¢ok-yollu genellemesi) tutmak demektir; WHERE id = 42 sorgusu tam
tamina ikili aramadir — milyarlarca satirda ~30 disk erisimi. Indekssiz sorgu ise sirasiz diziye
esdeger: tam tablo taramasi, O(n).

+ Tleriye » arama motoru posting list’leri: Ters indekslerdeki belge ID listeleri siral1 tutulur; iki
listenin kesisimi (AND sorgusu) tam da two-finger merge mantigiyla, siraliliktan faydalanarak
yapilir.

+ Bedel-fayda dengesi: indeks “iicretsiz” degildir — onu kurmak ve giincel tutmak (her insert’te
sirali yapiy1 koruma) maliyettir, tipki sirali diziyi kurmanin O(n log n) bedeli gibi. “Cok okunan,
az yazilan” veride indeks kazandirir.
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11.6 Swrali Dizi ile Kiime

Kime arayuzi: sirasiz dizi (find O(n)) vs siral dizi (find O(log n))

Sirasiz dizi — find bastan sona TARAR

5 2 8 1 9 3
0 1 2 3 4 5

1 3
1 2 3 4 5 7
0 1 2 3 4 5

Sirali dizi — ikili arama yalniz ORTALARI inceler

find_min = ilk 6ge - O(1)

6

4 O(n)

9 O(log n)

find_max = son 6ge - O(1)
Siralamanin bedeli: sirali diziyi kurmak O(n log n) — ama sonraki her arama O(log n)

Sekil 11.2: Kiime arayiiziinii diziyle gerceklestirmenin iki yolu ve arama maliyetinin ayrigmasi. Ustte sirasiz
dizi: find(7) 6geyi bulana dek bagtan sona tarar (soluk slate oklar1), 6ge nerede olursa olsun en
kotii durumda her hiicreye bakilir - O(n); find_min/max de ayni sekilde tiim diziyi tarar. Altta
aym veri sirali: find(7) ikili aramayla yalnizca ortalart inceler (amber, 1-2-3 sirasiyla: index 4
— 6 — 5), her adim aralig1 yartya boler — O(logn); iistelik find_min = ilk 6ge ve find_max
= son 6ge uglardan dogrudan okunur — O(1). Bedel: sirali diziyi kurmak bir kez O(nlogn)
siralama gerektirir — ama sonraki her arama logaritmik kalir (Sekil 11.3 bunu ayrintilandirir).
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11 Kiimeler ve Siralama

ikili arama: sirali dizide araligi yariya bélerek O(log n)

find(14) sirali dizide -» O(log n)

1 3v 2
1 3 4 7 9 11 14 18 21
0 1 2 3 4 5 6 7 8

ikili arama: her adim araligi YARIYA béler -» 3 adim

Sekil 11.3: Sirali dizide ikili arama (binary search): aralik [lo, hi) her adimda ortadan ikiye boliiniir. Ortadaki
oge (A[mid)) hedefle karsilagtirilir; kiigiikse sag yariya, biiyiikse sol yartya inilir, esitse bulunur.
Burada find(14) ii¢ adimda ¢oziiliir: 1. adim indeks 4 (deger 9 < 14 — saga), 2. adim indeks
7 (deger 18 > 14 — sola), 3. adim indeks 6 (deger 14 v/, bulundu). Incelenen ortalar amber
vurgulu ve sira-numarali; elenen yarilar soluklasir. Her adim arama uzayini yariladigindan maliyet
O(log n)’dir — n = 10? icin bile yalnizca log, 10° ~ 30 adim yeter (sirasiz dizide ayn1 arama
O(n), yani milyarlarca iglem olurdu).

11.7 Siralama Problemi ve Sozliik

Siralama problemi: girdi, n anahtardan olusan bir dizi A; ¢ikt1, aym dgelerin sirali bir dizisi B. Iki terim
algoritmalar ayirir:

* Yikica (destructive): yeni bir B dizisi ayirmak yerine, A’nin iizerine sirali halini yazar (C++ ve Python
sort’u boyledir).
* Yerinde (in-place): yikici ve ek bellek kullanmaz (sabit O(1) fazlasi disinda — dongii sayaglari gibi).

“a destructive algorithm is one that just overwrites A with a sorted version of A... in place,
meaning that they also don’t use extra memory” — Justin, 20:13

11.8 Permitasyon Siralamasi

En basit (ve en kotii) siralama: bir listenin siral1 hali, onun bir permiitasyonudur. O hélde tiim permiitasyonlar:
listele, her birinin sirali olup olmadigini kontrol et.

“list every possible permutation, and then just double check which one’s in the right order.” —
Justin, 22:04

n 6genin n! permiitasyonu vardir; her birinin siraliligini kontrol etmek O (n)’dir. Toplam Q(n! - n) — n!’den
bile kotii. (Burada €2 kullanilir ¢linkii permiitasyonlari {iretmenin maliyeti en az bu kadardir — bir alt sinir.)
Pratikte tamamen kullanilamaz; ama dogrulugu ispatlamasi cok kolaydir.
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11.9 Secmeli Siralama (Selection Sort)

11.9 Secmeli Siralama (Selection Sort)

Daha akill1 bir algoritma. 6.006’da onu — alisilmadik bi¢imde — 6zyinelemeli yazariz (dogruluk ve siire
analizini kolaylagtirmak icin; pratikte iki dongiiyle yazilir).

Once bir yardimer: prefix_max(A, i) — A’nin 0’dan i’ye kadarki en biiyiik 6gesinin indeksini bulur. Solo-
mon’un “derin gézlemi”: 0..i aralifindaki en biiyiik 6ge ya tam i’dedir ya da i’den onceki bir indekstedir.

“the biggest element from O to i... Either it’s at index i... or it has index less than i. ... Another
term for this is induction.” — Justin, 31:15

def prefix_max(A, i):
if i ==
return 0
j = prefix_max(A, i - 1) # 0..1i-1'in en buyugu (tumevarim hipotezi)
if A[i] > A[]]:
return i
return j

Secmeli siralama: i = n-1’den bagla; 0..i’nin en biiyiigiinii prefix_max ile bul, indeks i’ye swap et, sonra
0..i-1’i 6zyinelemeli sirala (somut bir iz icin Sekil 11.4).

def selection_sort(A, i):
if i > eo:
j = prefix_max(A, i)
A[i], A[J] = A[F1, A[i] # en buyugu sona koy
selection_sort(A, i - 1) # solu sirala

Cahgilan Ornek — substitution ile ¢aligma siiresi. prefix_max i¢in: S(n) = S(n — 1) + O(1). S(n) =
cn tahmin et, yerine koy: cn = ¢(n — 1) + ©(1) — ©(1) = ¢, sabit. Yani S(n) = O(n). Se¢meli
siralama igin: T'(n) = T'(n — 1) + ©(n) (her ¢agr bir prefix_max = ©(n)). T'(n) = cn? tahmin et:
cn? =c¢(n—1)2+0(n) = cn? —2cn + ¢+ O(n) = O(n) = 2cn — ¢, tutarlt. Yani T'(n) = O(n?).
Sekil 11.6 bu n seviyeli yineleme agacini, merge sort’un log n seviyesiyle yan yana koyar.

@ Builder Notu — Yineleme Analizi Disiplini

prefix_max ve selection_sort’taki “form tahmin et — yerine koy — dogrula” (substitution) hareketi,
her 6zyinelemeli maliyeti kapali bir formiile baglamanin temel disiplinidir:

+ ileriye —» ML kernel maliyetleri: Bir transformer’da self-attention’m O(n?) maliyeti (her
token diger her token’a bakar) tam bu tiir bir sayimla tiiretilir — ve neden uzun baglamin pahali
oldugunun, FlashAttention/lineer-attention gibi optimizasyonlarin neden gerektiginin cevabidir.

» Tleriye - OMSCS CS 6515: Graduate algoritma derslerinde her dinamik programlama / bol-
yonet ¢cozlimiiniin ardindan bir yineleme bagintis1 yazilir ve substitution (veya master teoremi) ile
¢Oziiliir; bu dersin alistirmasi oraya dogrudan taginir.

* Sezgi: Selection sort'un T'(n) = T'(n — 1) + ©(n)’i, “her adim problemi yalniz bir azaltir”
demektir; bu yiizden n+ (n — 1) + -+ 1 = ©(n?). Yineleme bagintis1, performansin nedenini
koddan 6nce gosterir.
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11 Kiimeler ve Siralama

Secmeli siralama izi: prefix_max en buyugu bulur - sona swap (©(n?))

prefix_mazx(i%.).(53) 3 || 5 || 1 6 4 || 2 - sona swap
N
prefix_mazx(i(()j.).(41) 3 5 1 || 2 || 4 6 - sona swap
7
prefix_maj(i%-fl) 3 4 1 2 5 6 - sona swap
™
prefix_ma:(i(é.).(Z& 3 2 || 1 4 5 6 - sona swap
1 2 3 4 5 6

her adim en bly(gl sona koyar — n adim x ©(n) tarama = 0(n?)

Sekil 11.4: Se¢meli siralama izi (Solomon §8): dizi sagdan sola siralanir. Her dis adimda prefix_max(@..1)
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araligin en biiyiik 6gesini bulur (amber vurgulu) ve onu pozisyon i’ye swap eder (amber
yay) — boylece sag ugta giderek biiyliyen bir sirali kuyruk (soluk hiicreler) olusur. Burada
[3,5,1,6,4,2] dort gegiste tamamen siralanir: 6 — 5 — 4 — 3 sirayla sona yerlesir,
en altta sonug [1,2,3,4,5,6]. n adimin her biri ©(n)’lik bir prefix_max taramasi icerir —

T(n)=T(n—1)+6(n) = O(n?).



11.10 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

11.10 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

Secmeli siralamanin “tersi”: once 0..i—1’i sirala, sonra i’inci 6geyi sirali kisma dogru yerine kaydir. O
da 6zyinelemeli yazilir ve yine ©(n?)’dir (her ekleme en kétii durumda lineer kaydirma). Solomon zaman
darligindan detayini atlar; argiiman se¢cmeli siralamayla aynidir.

11.11 Birlestirmeli Siralama (Merge Sort)

[k gercekten verimli siralama: bél ve yonet. Diziyi ortadan ikiye bol, her yariy1 6zyinelemeli sirala, sonra iki
sirali yarty1 birlestir (merge).

Birlestirmenin piif noktasi iki parmak (two-finger) teknigidir: her siral1 listenin sonuna birer parmak koy,
biiyiik olan1 sonuca al, o parmagi sola kaydur. iki yar zaten sirali oldugundan, parmagin soluna hi¢c bakmana
gerek kalmaz — birlestirme O (n) (lineer).

“I’'m going to take two sorted lists. And I’'m going to make a new sorted list, which is twice as
long, by using two fingers... it takes linear time to merge.” — Justin, 44:40

def merge_sort(A, a, b): # A[a:b] araligini sirala
if b - a > 1:
c=(a+b)// 2
merge_sort(A, a, c)
merge_sort(A, c, b)
merge(A, a, c, b)

orta (center)

solu sirala

sagi sirala

iki sirali yariyi birlestir (two-finger)

T T T

Calisilan Ornek — substitution ile calisma siiresi. Merge sort iki kez yar1 boyutta ¢agrilir + © (n) birlestirme:
T(n)=2-T(n/2)+ O(n). T(n) = cnlogn tahmin et, yerine koy: cnlogn = 2 - ¢(n/2) - log(n/2) +
O(n) = cn(logn —log2) + ©(n) = cnlogn — cnlog2 + O(n). Iki taraftan cnlogn gider; ©(n) =
cn log 2, tutarh (log 2 sabit). Yani 7'(n) = ©O(nlogn) — sirali diziyi vaat edilen siirede elde ettik. Sekil 11.5
bu bol-yonet akigini ve tek bir two-finger merge adimin birlikte gosterir.

@ Builder Notu — B&l-Yonet ve OMSCS / quicksort-FFT

Merge sort’'un 7'(n) = 2T'(n/2) + O(n) = ©(nlogn) yinelemesi, tim verimli dzyinelemeli algorit-
malarin habercisidir:

+ ileriye » OMSCS CS 6515 cekirdek paradigmasi: Graduate algoritmada bol-ve-yonet ayr1 bir
tinitedir; quicksort, ikili arama, en yakin nokta ¢ifti ve hepsi ayn1 “bol — 6zyinele — birlestir”
kalibin1 ve master teoremini paylasir.

» Tleriye —» FFT (©(nlog n)): Hizli Fourier Doniisiimii, polinomu ¢ift/tek katsayilara boler, her
yarty1 Ozyinelemeli doniistiiriir, sonra birlestirir — merge sort’un birebir ayni yineleme agaci.
ML de hizli evrigsim (convolution) ve sinyal isleme buna dayanir.

¢ Pratik niians: Merge sort kararlidir ama O (n) ek alan ister; quicksort yerinde ve genelde daha
hizlidir ama en kotii durumda ©(n?). “Hangi ©(n log n) siralama” karar1 bu uzay/kararlilik/en-
kotii-durum dengeleriyle verilir.
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11 Kiimeler ve Siralama

Birlestirmeli siralama: bol-yonet 6zyineleme agaci (yukari = two-finger merge)

Merge sort: bol-yonet - T(n)=2T(n/2)+0(n)=0(n log n)

[1,2,3,4,6,7,8,9]

[1,2,7,8] [3,4,6,9]

birlestir T
two-finger
O(n)/seviye

bél 1
(divide)

[2,7] [1,8] [3,91] [4,6]

@ EEEEE E

Bir two-finger birlestirme adimi (iki sirali liste Gzerinde iki parmak)
parmpak i

1 sol (sirali)
3 sag (siral)

panﬁakj

min(1, 3) = 1 -» sonuca al, o parmagi kaydir - her é6geye 1 kez dokun - O(n)

Sekil 11.5: Birlestirmeli siralama = bol-yonet. Ustte 6zyineleme agaci: dizi her seviyede tam ortadan ikiye
boliiniir (agagi, bol), ﬂog2 n| + 1 seviye sonra yapraklara (tek 6ge, zaten sirali; slate) iner. Sonra
asagidan yukari her diigiim iki sirali cocugunu two-finger merge ile birlestirir (amber, yukari
ok). Altta tek bir two-finger adimu: iki sirali liste [1, 2,7, 8] ve [3, 4, 6, 9] iistiindeki iki parmak (3,
) kargilagtirilir, kiigiik olan (min(1,3) = 1) sonuca alinir ve o parmak kaydirilir — her geye

tam bir kez dokunulur, bu yiizden birlestirme bir seviyede ©(n). log n seviye X seviye-bagina
©(n)is: T(n) =2T(n/2) + ©(n) = O(nlogn).
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11.11 Birlestirmeli Stralama (Merge Sort)

Neden n? vs n log n: BIR azalt (n seviye) vs YARIYA bél (log n seviye)

Selection: T(n)=T(n—1)+0(n)

8 seviye - 0O(n?)

Merge: T(n)=2T(n/2)+06(n)

4 seviye - O(n log n)

4

—

4

4 4 4 4 4 4 4 4
=

her seviye toplam ©(n) s - log n seviye

her adim problemi BIR azaltir (n seviye)

Sekil 11.6: Neden segmeli siralama ©(n?) ama birlestirmeli siralama © (n log n) — fark yineleme agacinin
seviye sayisindadir (n = 8). Sol (selection): T'(n) = T'(n — 1) + ©(n) — her adim problemi
yalmiz BIR azaltir, alt-problem boyutu 8,7, 6, ..., 1 olur; bu yiizden 8 seviye (genel: n seviye).
Cubuk genislikleri o seviyedeki alt-problem boyutudur (7°(8) en uzun, 7'(1) en kisa). n seviye
x ortalama O(n) is = O(n?). Sag (merge): T'(n) = 27(n/2) + ©(n) — her seviye prob-
lemi YARIYA boler, alt-problem sayisi 1,2, 4, 8 ve boyutlan 8,4, 2, 1 olur; bu yiizden yalniz
[log2 8] + 1 = 4 seviye (genel: logn seviye). Her seviyede toplam genislik (toplam is) sabit
O(n) kalir — alt-problemler kiigiiliirken sayilari artar. log 1 seviye X O (n)/seviye = ©(nlogn).
iki algoritma da seviye bagina ©(n) is yapar; tek fark seviye sayisi: n’e karsi logn — n = 10%°da
bu, bir milyon kata kars1 ~ 20 kat demektir.
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11 Kiimeler ve Siralama

11.12 Siralama Algoritmalari — Karsilagtirma

Algoritma Caligma siiresi Yerinde mi? Yontem

Permutation sort Q(n!-n) Hayir Kaba kuvvet (tiim
permiitasyonlar)

Selection sort O(n?) Evet En biiyiigii se¢, sona koy,
Ozyinele

Insertion sort O(n?) Evet Solu sirala, yeni 6geyi
yerine kaydir

Merge sort O©(nlogn) Hayir (©(n) ek alan) Bol ve yonet, two-finger
merge

Sekil 11.7 ayn1 dort satir1, caligma siiresini biiylimeye gore renklendirerek gorsellestirir.

Dort siralama algoritmasi: calisma siresi - yerinde mi? - yontem

Algoritma Yerinde? Yontem

Permutation “ Q(n!-n) Hayir Tum permuitasyonlar (kaba kuvvet)
Selection 0O(n?) Evet En buyUgu seg, sona koy, 6zyinele
Insertion 0O(n?) Evet Solu sirala, yeni 6geyi kaydir

Merge “ O(n log n) Hayir Bol-y6net, two-finger merge

Sekil 11.7: Dort siralama algoritmasinin karsilastirmasi (§11): her satir bir algoritma, siitunlar ¢alisma siiresi,
yerinde mi? ve yontem. Calisma siiresi biiylimeye gore renklenir — permiitasyon siralama
Q(n!- n) (tim permiitasyonlar1 deneyen kaba kuvvet, en kétii; koyu amber); se¢meli ve eklemeli
siralama ©(n?) (amber); birlestirmeli siralama © (n log ) (yesilimsi-slate = en iyi). “Yerinde
mi?” siitunu ek alan kullanimini gosterir: se¢gmeli/eklemeli Evet (kopya iistiinde O(1) ek alanla
swap), permiitasyon ve birlestirmeli Hayir (merge ©(n) ek alan ister). n = 10° élceginde n? ile
n log n arasindaki fark yaklasik bir milyon kattir — bu yiizden biiyiik veride birlestirmeli siralama
secilir.
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11.13 Bu Dersin Ozeti

@ Builder Notu — n? vs n log n Olgek Sezgisi
Tablodaki ©(n?) ile ©(n log n) arasindaki fark, soyut degil — pratik bir ugurumdur:

* Olcek hesabi: n = 10%°da n? = 102, ama nlogn ~ 105 x 20 = 2 x 10”. Oran ~ 50.000
kat; saniyeler ile giinler arasindaki fark. n = 10°’da ugurum bir milyon kata yaklagir.

+ Tleriye — ML veri 6n-isleme: Milyonlarca 6rnegi siralamak (deduplication, tokenizasyon ista-
tistikleri, nearest-neighbor i¢cin 6n-siralama) gercek bir maliyettir; “hangi siralama / hangi veri
yapist” karar1 egitim pipeline’inin darbogazim belirler.

* Disiplin: Bir builder, ’in biiyiikliik mertebesini goriir gormez hangi karmasikligin “gececegini”
tahmin eder: n < 10* ise n? tolere edilebilir; n > 106 ise n log n (veya daha iyisi) zorunludur.
Bu tablo o sezginin temelidir.

11.13 Bu Dersin Ozeti

1. Kiime (set) arayiizii 6geleri anahtara gore tutar: find, insert, delete, find_min/max.
Sirasiz dizi ile kiime: tim islemler O(n) (find = lineer tarama).

wn

O(nlogn).

Siralama sozliigii: yikici (destructive), yerinde (in-place).

Permutation sort 2(n! - n) — kullanilamaz kétii 6rnek.

Selection/Insertion sort ©(n?); 6zyineleme + substitution ile analiz.

Merge sort O(nlogn): bol-yonet + lineer two-finger birlestirme; T'(n) = 27'(n/2) + O(n).

Nk

Sirali dizi ile kiime: find_min/max O(1), find O(logn) (ikili arama) — ama kurma maliyeti

! Tek Bir Ciimle

Siralama, bir kiimeyi “anahtarla aranabilir” kilmanin bedelidir; merge sort bu bedeli bol-yonet ile
O(nlogn)’e indirir.

11.14 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Sirasiz dizi ile sirah dizi, kiime arayiiziinii gerceklestirirken hangi islemlerde ayrigir?

Cevap: ikisinde de insert/delete temelde O(n)’dir. Ayrisma aramada olur: sirasiz dizide find (k)
ve find_min/max her zaman O(n) (lineer tarama); sirali dizide find(k) ikili aramayla O(logn),
find_min/max ise O(1) (ilk/son 6ge). Kargiliginda siral diziyi kurmak O(nlogn) siralama gerektirir
— tek seferlik bir 6n maliyet.

1 Soru 2: Permutation sort neden Q(n!-n) ile ifade edilir, O(...) ile degil?

Cevap: Solomon permiitasyonlari iireten algoritmay1 tanimlamaz, “sihirli” bir fonksiyon varsayar. Ama
emin oldugu sey: n 6genin n! permiitasyonu vardir ve her birinin siraliligini kontrol etmek ©(n)’dir,
dolayisiyla is en az n! - n kadardir. “En az” bir alt smirdir — 2. Kesin ¢aligma siiresi verilmedigi i¢in
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11 Kiimeler ve Siralama

O (iist sinir) iddia edilmez.

1 Soru 3: Selection sort icin T(n) = T(n—1) + ®(n) yinelemesi neden O(n?) verir? Substitution ile goster.

Cevap: T'(n) = cn? tahmin et ve yerine koy: cn? L c(n—1)2+0(n). Sag taraf = c¢(n? —2n+1) +
O(n) = cn? —2cn + ¢+ O(n). Iki taraftan cn? gikar: 0 L 2cn+te+t O(n).Bu,O(n) =2cn—c
demektir; sol ve sag ayni mertebede (lineer), dolayistyla tutarli. Tahmin dogrulandi: T'(n) = ©(n?).
Sezgi:n+ (n—1) 4 +1=n(n+1)/2 =O(n?).

1 Soru 4: Merge sort neden selection sort’tan asimptotik olarak hizlidir? Yinelemeleri karsilastur.

Cevap: Selection sort: T'(n) = T(n — 1) + ©(n) — her adimda problemi bir azaltir, n seviye
x0(n) = O(n?). Merge sort: T(n) = 2T (n/2) + ©(n) — her adimda problemi yariya béler,
yalnizca log n seviye X her seviyede toplam O(n) is = ©O(n logn). Farkin kaynagi: lineer azaltma (n
seviye) yerine logaritmik bolme (log n seviye).

11.15 Egzersizler

Egzersiz 1. Siral1 bir dizide find_prev (k) ve find_next (k) islemlerini tasarla. Ikili aramayla O(logn)’de
nasil yapilir?

Egzersiz 2. prefix_max icin tiimevarimla dogrulugu tam yaz: taban durum (¢ = 0) ve tiimevarim adimi1
(¢’deki 6ge ile 0..i—1’in en biiyiigiiniin maksimumu).

Egzersiz 3. Insertion sort’u zyinelemeli yaz ve T'(n) = T'(n — 1) 4+ O(n) yinelemesini substitution ile
©(n?)’ye bagla. En iyi durum (zaten sirali girdi) ne olur?

Egzersiz 4. Python’da merge sort ile yerlesik sorted’1 farkli n’lerde time.perf_counter ile karsilastir;
nlogn egrisini gozlemle:

import time, random

def measure(n):
A = [random.random() for _ in range(n)]
t0 = time.perf_counter()
sorted(A)
print(n, time.perf_counter() - tO0)

for n in (10_000, 100_000, 1_000_000):
measure(n)

Egzersiz 5. Iki sirali listeyi birlestiren two-finger merge fonksiyonunu yaz ve neden ©(n) oldugunu (her
0geye bir kez dokunuldugunu) acikla.
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11.16 Sonraki Ders Icin Hazirlik
11.16 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 4 (L4): Hashing

Jason Ku ile, sirali dizinin O(logn) aramasini bile gegen bir yapiya — hash tablosuna — gegiyoruz:
find/insert/delete beklenen O(1). Siralamadan vazgecip anahtarlar1 dogrudan adreslere “serpistirmenin”
maliyeti ve riski (¢cakisma) ele alinir. (Not: ders akisinda araya Problem Oturumu 2 girer.)

Ders 4 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (merge sort dl¢iimii) ¢oz.
 Siralama tablosunu (Boliim 11) ezberden ¢izebil.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Siralama, bir kiimeyi anahtarla aranabilir kilmanin bedelidir.”

11.17 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Kiime (set) arayiizii Anahtarla erisilen koleksiyon Bol. 2
(find, insert, find_min)

Sirasiz dizi Kiime gerceklestirimi; tiim Bol. 4
islemler O(n)

Sirah dizi + ikili arama find O(logn), find_min/max Bol. 5
O(1); kurma O(nlogn)

Yikici / yerinde Destructive: A’y1 ezer; in-place: ek  Bol. 6
O(1) alan

Permutation sort Tiim permiitasyonlar; (n! - n) Bol. 7

Selection sort En biiyiigii sec-sona-koy; ©(n?)  Bol. 8

Merge sort Bol-yonet + two-finger merge; Bol. 10
O(nlogn)

Substitution yontemi Yineleme i¢in form tahmin et, Bol. 8, 10
yerine koy, dogrula

Two-finger merge Iki sirali listeyi ©(n)’de Bol. 10
birlestirme

11.18 Builder ve OMSCS Baglantilari

@6 koprii
Bu ders, ileri algoritma ve veri miihendisliginin temel dilini kurar — kopriilerin ozeti:

1. Set arayiizii — Python dict/set, veritabani tablolari: anahtarla erigim her veri katmaninin
temeli.
2. Sirah dizi + ikili arama — veritabani indeksleri (B-tree), arama motoru sirali gonderim listeleri:
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11 Kiimeler ve Siralama

O(logn) sorgu.

3. Bol ve yonet (merge sort) —» OMSCS CS 6515’in ¢ekirdek paradigmasi; quicksort, FFT, en
yakin ¢ift hep ayn kalip.

4. Substitution / yineleme analizi — her 6zyinelemeli algoritmanin ¢aligma siiresini kapali forma
baglama disiplini.

5. Destructive / in-place — bellek-kisitl sistemler: yerinde siralama, ek tampon ayiramayan gomiilii
ortamlarda kritik.

6. n? vs nlogn — olgek sezgisi: n = 10°°da n? bir milyon kat daha yavas; “hangi siralama”
kararinin pratik bedeli.

! Tek bir sey alip gideceksen

Bir kiimeyi sirali tutmak aramay1 O (log n)’e indirir, ama siralamanin kendisi O(n log n)’dir. Merge sort
bu bedeli “bél ve yonet” ile dder; ve T'(n) = 27'(n/2) + O(n) yinelemesi, tim verimli 6zyinelemeli
algoritmalarin habercisidir.
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12 Hashing

Kargilagtirma modeli alt sinir1, dogrudan erisim dizisi, hash fonksiyonu, ¢cakisma + zincirleme ve evrensel
hashing ile beklenen O(1)

1 Boliim bilgisi

* Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 4: Hashing (=53 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 4: Hashing

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 5 (L4)
* Hoca: Jason Ku

* Okuma siiresi: =26 dk

12.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 3, kiimeyi (set) sirali diziyle gerceklestirip aramayi O(log n)’e indirdi. Bu ders tek bir soruyla baslar:
daha hizlt olur mu? Jason Ku once olamaz der — karsilagtirma modelinde log n bir alt sinirdir — sonra
modeli genigletip olur der: hashing ile find/insert/delete beklenen O(1).

Uc temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Kargilastirma modeli alt stmir1 — yalnizca anahtarlart kargilagtiran her algoritma igin arama
Q(log n)’dir (karar agaci argiimant).

2. Direct access array — hash tablosu — anahtar1 dogrudan adres yap; evren ¢ok biiyiikse bir hash
fonksiyonuyla kiigiilt.

3. Evrensel hashing — rastgele secilen bir hash ailesi, beklenen zincir uzunlugunu sabit yapar.

“Today we are going to be talking about hashing.” — Ku, 0:20

@ Builder Notu — Hash Tablosu = Python dict ve Randomized Algoritma

Bu ders ML degil, ama ML’in ve her ciddi yazilimin altindaki erisim mekanizmasim ve olasiliksal
analizi kurar:

* Geriye — Python (Phase 1): Python dict/set bir hash tablosudur (open addressing semast).
Bu ders onun i¢ mantigini1 ve “neden bazen yavasladigini” aciklar — bedava goriinen d[ key ]
cagrisinin arkasindaki O(1) buradan gelir.

* Geriye — Stat 110 (Phase 1): dersin kalbi olasiliktir — gosterge rastgele degiskeni (indicator
RV), beklenen deger, beklentinin dogrusallig: (linearity of expectation). Evrensel hashing,
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12 Hashing

Ders 5 (L:

Karsilastirma modeli . .
T Direct access array Hash fonksiyonu
alt sinir Q(log n)

Karar agac1
n+1 yaprak — yiikseklik
log n

4): Hashing

Daha hizlist icin anahtar = indeks evren u kadar yer h: 0..u-1 — 0..m-~1 cakisma (pigeonhole)
rastgele erisim gerek 0O(1) en koti durum n « u — israf (m=n) — chaining

J

Evrensel hashing
P(cakisma) < 1/m

l

Beklenen zincir
1+ (n-1)/m — O(1)

Sekil 12.1: Ders 5’in (LL4) kavram haritasi: karsilagtirma modelinin Q(log n) sinirindan, dogrudan erisim
dizisine (O(1) ama u kadar yer), oradan hash fonksiyonuna (m = n), cakismaya ve zincirleme +
evrensel hashing yoluyla beklenen O(1)’e.

randomized algoritmanin bu kursta gordiigiin ilk ciddi 6rnegidir: garanti “her girdide” degil,
“beklenen” anlamda verilir.

+ Tleriye » ML ve sistem tasarim: feature hashing, embedding indeksleme, cache, veritabani
indeksi, dagitik sistemlerde consistent hashing — hepsi anahtar — kova O(1) erigimine dayanur.

Tek ciimle: Stralamay: birakip anahtart dogrudan adrese “serpistirirsek” arama O(1) olur — yeter ki
hash fonksiyonunu rastgele secip cakismayt beklenen anlamda kiiciik tutalim.

12.2 Set’i O(log n)’den Hizh Yapabilir miyiz?

Sirali dizi, find(k)’yi ikili aramayla O(logn) yapar. logn zaten kiigiiktiir (ger¢ek problemlerde ~30’u
gecmez), ama Ku daha hizlisini ister. Soru iki par¢alidir: (1) belirli bir modelde O(log n)’den hizli miimkiin
mii, (2) degilse modeli nasil degistiririz?

Cevap: karsilastirma modelinde miimkiin degildir (Boliim 12.3). Ama word RAM modelinin rastgele
erisim giiciinii kullanirsak miimkiindiir (Boliim 12.4 ve sonrast).

12.3 Karsilastirma Modeli ve Alt Sinir

Karsilastirma modeli: sakladigimiz nesneleri “kara kutu” gibi diigliniiriiz; onlar1 ayirt etmenin tek yolu iki
anahtar1 karsilastirmaktir (esit mi, biiylik mii, kiiciik mii). Ders 3’teki ii¢c siralama da bu modeldeydi.

“the only way that I can distinguish between them is to say... I can do a comparison on those
keys.” — Ku, 5:15
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12.3 Karsilagtirma Modeli ve Alt Sinir

Bir karsilastirma algoritmasini karar agaci (decision tree) olarak ¢iz (Sekil 12.2): i¢ diiglimler karsilastir-
malardir (iki dalli: dogru/yanlis), yapraklar ¢iktilardir. En kotii durumdaki kargilagtirma sayist = en uzun
kok-yaprak yolu = agacin yiiksekligi.

Calsilan Ornek — log n alt simirs. Dogru bir arama algoritmasi, sakladigi n 6geden herhangi birini veya
“yok”u dondiirebilmeli — en az n+ 1 yaprak gerekir. ikili bir agacin n+ 1 yaprag1 varsa, minimum yiiksekligi
log(n + 1)’dir (en iyi durum: dengeli aZag).

“the minimum height of any binary tree that has at least n plus 1 leaves... it’s log n.” — Ku,
12:44

Demek ki yalnizca karsilagtirmayla, arama €2(log n) siirer. Daha hizlisi igin karsilagtirmadan giiclii bir iglem
gerekir.

Karsilastirma modeli: ikili karar agaci — n+1 yaprak — yukseklik log n = Q(log n)

Karar agaci: 8 yaprak (n+1) - yiikseklik log n » arama Q(log n)

© “
© ©
O, O, O, O,

yukseklik
= [log2(8)1]
=3

ic diguim = karsilastirma (2 dal) - yaprak = ¢ikti (n 6ge + "yok")

Sekil 12.2: Kargilagtirma modeli ve aramanin €2(log n) alt sinir1. Yalnizca kargilagtirma yapabilen herhangi
bir arama algoritmasi bir ikili karar agaci olarak cizilebilir: her i¢ diigiim bir anahtar kargi-
lagtirmasidir (slate daire, iki dalli — 6rn. A[mid] < k), ve algoritmanin verebilecegi her olasi
cikt1 bir yapraktir (amber kutu). n 6gelik bir kiimede arama n farkli 6geden birini ya da “yok™u
dondiirebilmeli — en az n + 1 yaprak gerekir. Burada n = 7, yani 8 yaprak. Ikili bir agacin
yiiksekligi h ise en fazla 2" yapragi olur —» 2" > n+1 = h > log, (n + 1), yani minimum
yikseklik [log2 (n 4+ 1)] = 3. En kétii durumdaki karsilagtirma sayisi = en uzun kok-yaprak
yolu = agacin yiiksekligi — kargilagtirmaya dayali arama €)(log n)’dir. Ikili arama (O(logn),
Sekil 11.3) bu alt sinira ulagir; hash tablolari ise karsilagtirma modelinden ¢ikip anahtar1 dogrudan
indekse cevirerek beklenen O(1)’e iner.
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12 Hashing
12.4 Direct Access Array (Dogrudan Erisim Dizisi)

Kargilagtirma sabit dallanma (2 yol) verir; bize sabit-olmayan dallanma lazim. word RAM’in rastgele
erisimi tam bunu saglar: bir sayiyla bellegin herhangi bir yerine sabit zamanda gidebiliriz.

Fikir: anahtari k olan 6geyi dogrudan k. indekse koy. Anahtari 10 olan 68e, indeks 10’da durur (Sekil 12.3).
“This is what I call a direct access array... It takes constant time, worst case.” — Ku, 16:24

find, insert, delete: hepsi O(1) en kotii durum. Miikemmel goriiniiyor — ama bir sorun var.

12.5 Problem: Anahtar Evreni Cok Bulyuk

Direct access array, anahtar evreni kadar yer ister. u = saklanabilecek en biiyiik anahtarin boyutu (anahtar
evreninin biiyiikliigii). MIT ID’leri 9 haneli — u ~ 10, oysa sinifta yalnizca n ~ 300 kisi var. u, n’den cok
biiylikse, cogu hiicre bog kalir — biiyiik bellek israfi (Sekil 12.3).

“u is the maximum size of any number that I'm storing. It’s the size of the universe of space of
keys” — Ku, 19:09

Iki varsayim gerekir: (1) anahtarlar tam say1 olmal1 (adres olarak kullanilacak); (2) u < 2% (w = word
boyutu), ki anahtar bir word’e s1g1p sabit zamanda erisilebilsin.

AI5] » O(1) Direct access array: anahtar = indeks - O(1) en kotii durum

5 12 23 31

n=4dolu / u=40 hiicre » 36 hiicre BOS (n < u ise israf)

Gergek 6lgcek (MIT ID): u = 10° hticre, n = 300 dolu - ~%99.99997 bos (devasa israf)

Sekil 12.3: Dogrudan erisim dizisi (direct access array): bir 6genin anahtar1 dogrudan dizi indeksi ola-
rak kullanilir — A[k]’ye ofset aritmetigiyle erisilir, dolayisiyla insert/find/delete en kotii
durumda O(1) (kargilagtirma yok). Bedeli bellektir: dizinin uzunlugu, anahtar evreni u kadar
olmak zorundadir. Burada temsili olarak v = 40 hiicre ayrilmig ama yalnizca n = 4 anahtar
(5, 12, 23, 31) saklaniyor; amber hiicreler kendi indekslerinde dolu, kalan 36 hiicre (slate) bos
duruyor. Gergek Slgekte fark ugcurumdur: MIT ID anahtarlart i¢in u &~ 109 iken tipik n ~ 300
kayit tutulur — hiicrelerin ~%99.99997’si bos kalir, yani 10° word’liik dizi neredeyse tamamen
israftir. Bu israf, bir sonraki adim1 zorlar: biiyiik evreni kiiciik bir araliga (m =~ n) sikistiran bir
hash fonksiyonu (Sekil 12.4).

@ Builder Notu — O(1) Rastgele Erisim ve Hash’in ML’de Kullanimi

Dogrudan erigimin “anahtar = indeks — O(1)” sezgisi, ML’in en sicak yollarinda (hot path) tekrar
tekrar karsina ¢cikar — ama her zaman tam evreni ayirmadan, hash’le sikigtirarak:

+ Tleriye — feature hashing (hashing trick): Yiiksek-kardinaliteli kategorik dznitelikleri (u devasa:
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12.6 Hash Fonksiyonu

tiim olas1 kelimeler/URL’ler) sabit boyutlu (m) bir vektore h(k) ile indirger. Direct access array’in
israfin1 ¢cozmenin ML deki birebir karsili1 — ¢akigsmalari bilerek tolere eder.

+ Tleriye —» embedding indeksleme: Token — indeks — embedding satir1 erisimi tam bir di-
rect access array’dir; sozliik boyutu m (u degil) kadar satir ayrilir, h token’t bu aralia egler.
Karpathy’nin makemore serisindeki embedding tablosu budur.

» Tleriye — bloom filter sezgisi: “Bu anahtar1 daha once gordiik mii?” sorusunu birkag hash fonk-
siyonu + bit dizisiyle cok az bellekte cevaplar — yine u degil m kadar yer, cakisma karsiliginda.

12.6 Hash Fonksiyonu

Coziim: biiyiik anahtar evrenini (0 ... w — 1) kiigiik bir araliga (0 ... m — 1, m ~ n) bir fonksiyonla sikistir.
Bu fonksiyona i (hash fonksiyonu) denir. Artik 6geyi k. indekste degil, h(k). indekste sakla.

Boyutu m = n olan bu yapiya hash tablosu denir. Alan artik O(n)’dir — sorun ¢oziildii gibi. Ama sikigtirma
yeni bir sorun dogurur: ¢cakisma (Sekil 12.4).

12.7 Cakisma (Collision) ve Céziimleri

Biiytik evreni kii¢iik araliga esleyince, giivercin yuvasi ilkesi (pigeonhole) geregi bazi farkli anahtarlar ayni
indekse diiser. Kotii bir / segilirse, u > n? iken n anahtarin hepsi tek bir indekse gidebilir — hicbir kazang
yok.
“I really want a hash function that will evenly distribute keys over this space.” — Ku, 27:27
Cakigsmayla baga ¢cikmanin iki yolu:
* Acik adresleme (open addressing): cakisan 6geyi dizide bagka bog bir yere koy. Python bunu kullanir;
analizi zordur (bu derste islenmez).
* Zincirleme (chaining): o indekste tek 6ge yerine, bir zincir (chain — linked list veya dinamik dizi) tut.
Cakisanlan zincire ekle; ararken zinciri lineer tara (Sekil 12.4).

“this is an idea called chaining.” — Ku, 32:11

Hedef: zincirleri kisa tutmak. Zincirde sabit sayida 68e varsa, hepsini taramak yine O(1)’dir.

12.8 Hash Fonksiyonu Sec¢imi: B6Ilme Yéntemi

En basit hash: bolme yontemi (division method), (k) = k mod m. Biiyiik anahtari m’ye boler, kalani
indeks yapar.

“Modulus— great. This is called the division method.” — Ku, 34:38
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Hash + zincirleme: h sikistirir, cakismalar zincirde ¢cozulur

5 kova
anahtarlar + zincirler
(evren u)
5 O ——» 5 |» 15 —» 30
£2 1 |—»| 11
cakisma (pigeonhole) - ctaining
30
2 |—» 17
11
h 3 —» 8 —» 23
17
8 h(k) = k mod m 4 > 24
23
24

Sekil 12.4: Hash fonksiyonu + zincirleme (chaining). Sol: anahtarlar biiyiik bir evrenden (0 ... u — 1) gelir.
Ortadaki hash fonksiyonu / bu evreni m =~ n kiigiik kovaya sikigtirir (h(k) = k mod m,
burada m = 5). Sikistirma kaginilmaz olarak ¢cakisma dogurur (giivercin yuvasi ilkesi: u > m
oldugundan en az iki anahtar ayn1 kovaya diiser). Coziim zincirleme: ayni kovaya diisen anahtarlar
o kovanin zincirine (bagl listesine, amber kutular) eklenir. Burada deterministik olarak kova 0
tic anahtarlik bir zincir tutar (5, 15, 30 — hepsi mod5 = 0) ve kova 3 iki anahtarlik bir zincir
tutar (8, 23). Arama, anahtarin diistiigii kovanin zincirini lineer tarar; zincirler kisa tutulursa
(m = ©(n)) islemler beklenen O(1)’dir.
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12.9 Evrensel Hashing (Universal Hashing)

Anahtarlar diizgilin (uniform) dagilmigsa iyidir — ama bu, girdiye bir dagilim sart1 koyar. Python bunu biraz
bit karigtirmayla kullanir; deterministik oldugu icin, performansi bozan kétii girdi dizileri vardir. 6.006 ise
girdiden bagimsiz bir garanti ister: hangi anahtarlar saklanirsa saklansin iyi ¢caligmali. Sabit (deterministik)
bir hash bunu saglayamaz.

@ Builder Notu — Hash-Flooding DoS ve Giivenlik

“Deterministik hash’in kotii girdisi vardir” climlesi soyut bir uyar1 degil; gercek bir giivenlik aciginin
(CW E-407 algorithmic complexity attack) tam tanimidir:

 Saldir1: Hash fonksiyonu sabit ve bilinen oldugunda (eski PHP, Python <3.3, bir¢cok web frame-
work), saldirgan hepsi ayni kovaya diigen anahtarlar iiretir. Zincir O(n) uzar; O(1) sandigin her
insert/find O(n) olur ve n istek O(n?) ige patlar — sunucu tek bir HTTP form gonderimiyle
coker (hash-flooding DoS).

* (oziim = bu dersin konusu: hash fonksiyonunu rastgele tohumla (random seed) sec. Saldirgan
tohumu bilmedigi icin koti girdiyi onceden tasarlayamaz — bu, Boliim 12.9°deki evrensel
hashing’in pratik gerekgesidir.

» Standart oldu: Python 3.3+ PYTHONHASHSEED’i varsayilan olarak rastgeleler; tam da bu saldiriy1
engellemek icin.

12.9 Evrensel Hashing (Universal Hashing)

Coziim: hash fonksiyonunu 6nceden degil, sonradan rastgele sec. Kullanici girdisini belirler; sonra biz
rastgele bir hash seceriz — hangisini sectigimizi bilmedigi icin kotii girdi vermesi zorlagir.

“choose one randomly later... I'm going to choose a random hash function.” — Ku, 38:31
Tiim hash fonksiyonlar1 arasindan segmek imkansizdir (¢cok fazla). Bunun yerine bir aileden seceriz. Evrensel
hash ailesi 6rnegi:

h(k) = ((a - k + b) mod p) mod m

Burada p, u’dan biiyiik sabit bir asal; a # 0 ve b ise hash tablosu kurulurken rastgele segilir. Evrensellik
ozelligi: rastgele secilen bir A igin, herhangi iki farkli anahtarin ¢akigma olasihigi < 1/m’dir (Sekil 12.5).

@ Builder Notu — Universal Hashing ve Stat 110 (Indicator RV)

Bu, kursta gordiigiin randomized algoritmanin ilk ciddi 6rnegidir — ve dogrudan Phase 1 Stat 110’a
baglanir:

* Gosterge rastgele degiskeni (indicator RV): i ve j cakisti m1?” sorusunu 0/1 bir degiskenle
(X;;) modellersin. Bir indicator RV’nin beklenen degeri, o olayin olasilifina esittir: £ [X; j] =
P(X,; = 1) <1/m. Dogum giinii problemiyle (Ders 1) aym olasilik aletidir.

* Beklentinin dogrusallig: (linearity of expectation): Zincir uzunlugu bircok indicator RV’nin
toplamidir; toplamin beklentisi, degiskenler bagimli olsa bile beklentilerin toplamidir. B6-
lim 12.10°deki F[X,] = 1 + (n — 1)/m tiiretimi bunun iizerine kuruludur.
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12 Hashing

Evrensel hashing: rastgele h se¢ - her iki farkli anahtar icin P(cakisma) = 1/m

Evrensel aile h(k) = ((a*k + b) mod p) mod m
(p-=-23-asal,-m-=.5)

hl: a=5, b=18 « rastgele secilen
iki sabit anahtar: ki=7, k-=18
h2:a=2, b=2
2000 rastgele h denendi
h3:a=8, b=18 cakisma orani = 0.166
sinir 1/m = 0.200
h4: a=8, b=9
P(cakisma) = 1/m v
h5: a=20, b=8

Sekil 12.5: Evrensel hashing (Ku §8): tek bir hash fonksiyonu sabitlenmez — bunun yerine h(k) = ((a -
k+b) mod p) mod m ailesinden, girdi belirlendikten sonra a, b rastgele secilir (1 < a < p—1,
0 < b < p—1,; p anahtarlardan biiyiik bir asal). Solda aile iiyeleri (h, ..., hy), her biri farkli (a, b)
ile; amber olan rastgele secilen A’tir (burada a = 5,b = 18). Sag panel evrensellik garantisini
ampirik dogrular: iki sabit, farkli anahtar k; = 7, k5 = 18 icin 2000 rastgele i denenir; cakisma
orani 0.166, teorik sinir 1/m = 0.200’iin altinda kalir — yani rastgele bir & i¢in herhangi
iki farkli anahtarin ¢akisma olasith@gi < 1/m’dir. Bu garanti girdiden bagimsizdir (saldirgan
anahtarlar1 h’ten 6nce segemez), p = 23, m = 5.
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12.10 Beklenen Zincir Uzunlugu

» Koprii: “garanti her girdide degil, beklenen anlamda” disiplini, ML'deki Monte Carlo tahmini,
dropout, stokastik gradyan inisi gibi rastgeleligi bilerek kullanan yontemlerin temel diistinme
tarzidir.

12.10 Beklenen Zincir Uzunlugu

Evrensellik, zincirlerin beklenen uzunlugunu sabit yapar. Ispat olasilikla yapilir (Stat 110 kopriisii, Se-
kil 12.6).

Cahsilan Ornek — beklenen zincir uzunlugu. Bir gosterge rastgele degiskeni tanimla: X ij = 1eger
anahtar i ve j akigirsa (h(k;) = h(k;)), aksi halde 0. i’nin diistiigii indeksteki zincir uzunlugu X; = Zj X
(j = 0...n — 1). Beklentinin dogrusallig ile:

“Linearity of expectation” — Ku, 49:05

Toplamu iki pargaya ayir: j = i terimi (anahtar kendisiyle kesin ¢akisir, ¥ = 1) ve j # i terimleri (evrensellik
geregi her biri F[X;;] < 1/m).n — 1 tane j # 1 terimi var:

EX,]=1+(n—1)/m

“this should equal I plus n minus 1 over m... we’re expected to have our chain lengths be constant”
— Ku, 51:26

m’yi n’de lineer secersek (m = ©(n)), (n — 1) /m sabit olur — beklenen zincir uzunlugu O(1). Dolayisiyla
find/insert/delete beklenen O(1).

@ Builder Notu — Beklenen vs En Koétii Durum

Bu dersin en ince fikri, garantinin tipini degistirmektir: en kotii durum O(n) olan bir yapinin beklenen
O(1) oldugunu kanitlamak.

* Randomized garanti: Evrensel hashing’le hala kotii bir durum vardir (tiim anahtarlar tek kovaya
diisebilir), ama olasilig1 kiiciiktiir ve girdiye degil, bizim rastgele secimimize baghdir. Saldirgan
kotii girdi tasarlayamaz ¢ilinkii hangi h’yi segtigimizi bilmez.

* fleriye - ML’de beklenen-deger analizi: Monte Carlo tahmini, minibatch SGD, dropout
— hepsi “her ornekte degil, beklentide dogru/iyi” mantigiyla ¢alisir. Bir tahminin yansizligini
(unbiasedness) gostermek, tam olarak bu || tiiretimini yapmaktir.

* Disiplin: “En kotii durum mu, beklenen mi, amortize mi?” sorusu, bir veri yapis1 segerken sorman
gereken ilk sorudur — {i¢ii farkli garantilerdir, iicii farkl risklerdir.
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12 Hashing

beklenen zincir uzunlugu E[Xi]

10 A

Beklenen zincir uzunlugu E[Xi] = 1 + (n—=1)/m - m=0(n) -» O(1)

m = 20 sabit: E = 1+(n—-1)/m (lineer)

= m = 0(n) (m=n): E =2 (sabit, O(1))

ampirik (m sabit)
ampirik (m = n) &
L
L
L
o
L
o
@
o
o
——a =8 = = = = = = = =
[
T T T T T T T T
25 50 75 100 125 150 175 200

n (saklanan anahtar sayisi)

Sekil 12.6: Beklenen zincir uzunlugu (IMZA, Stat 110 kopriisii). Bir anahtarin diistiigii kovanin zincir
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uzunlugu X, = 1 + Z#i X,
gosterge rastgele degiskeni (indicator RV). Evrensel hashing’de P(X;; = 1) = E[X,;] < 1/m;
beklentinin dogrusallig: ile F[X,] = 1 + Zj ” E[X;;] = 1+ (n —1)/m — toplamin
beklentisi, cakigsmalar bagimsiz olmasa bile beklentilerin toplamidir. Amber ¢izgi: m = 20
sabit — (n — 1)/m lineer biiyiir, zincirler uzar. Slate ¢izgi: m = ©(n) (burada m = n) —
(n —1)/m =~ 1 sabit kalir, E[X] ~ 2 yani beklenen O(1). Noktalar deterministik (sabit seed)
ampirik simiilasyon: n farkli anahtar rastgele evrensel hash ile yerlestirilir, her anahtarin zincir
uzunlugu ortalanir — ampirik degerler teorik ¢izgilerin tam iistiinde oturur (6r. n = 200, m = 20:

teori 10.95, ampirik 10.935). Hash tablosunu m = ©(n) tuttugun siirece arama/ekleme/silme
beklenen sabit zamandir.

burada X;; anahtar j’nin ¢ ile cakigip ¢akismadiini gosteren



12.11 Dinamik Hashing
12.11 Dinamik Hashing

n biiylidiikce, sabit m artik n’de lineer kalmayabilir; o zaman zincirler uzar. Coziim: tipk1 dinamik dizide
oldugu gibi, n ¢ok biiyiidiigiinde tiim hash tablosunu yeni (daha biiyiik) m ile yeniden kur. Dogru oranda
yeniden boyutlandirirsan, bu pahali islem nadiren olur — amortize edilmis sabit zaman.

Bu dersin tiim yolculugu — €2(log n) kargilagtirma smirindan beklenen O(1) hash’e — Sekil 12.7°da tek bir
grafikte toplanir.

Arama maliyetinin evrimi: O(n) -» O(log n) (L3) » beklenen O(1) (L4)

100 - = @ Sirasiz dizi: O(n) (lineer tarama) Oo(n)
== Sirali dizi: O(log n) (ikili arama, L3)
® Hash tablosu: beklenen O(1) (L4)

find isleminin maliyeti

O(log n)
. E[O(1)]

0-- T T T T
20 40 60 80 100

n (6ge sayisl)

Sekil 12.7: Arama maliyetinin tiim kurs boyunca evrimi — bu dersin sentezi. Sirasiz dizi: O(n) (slate) —
find bastan sona lineer tarar; en kotii durumda n 6genin hepsine bakilir (L1/L.2). Sirah dizi:
O(logn) (koyu amber) — ikili arama her adimda aralig1 yariya boler, yalniz ortalari inceler; ama
bu kargilastirma modelinin alt simiridir (£2(log n), L3) — karsilagtirma yaparak O(logn)’den
hizli arama imkéansizdir. Hash tablosu: beklenen O(1) (amber, vurgulu) — anahtari dogrudan
bir kovaya hash’leyerek karsilagtirma modelinin alt sinirin1 agar; m = ©(n) kova ve evrensel
hash ile beklenen zincir uzunlugu 1 + (n—1)/m = O(1) olur (L4). n biiyiidiikge O(n) dogrusal
patlar, O(log n) yavasca tirmanir, ama hash’in diiz E[O(1)] ¢izgisi n’den bagimsiz sabit kalir —
kursun ulast1g1 kazang budur.

12.12 Bu Dersin Ozeti

1. Kargilastirma modelinde arama (2(log n)’dir: karar agacimin n + 1 yaprag1 icin minimum yiikseklik
log .

2. Direct access array: anahtar = indeks — O(1), ama anahtar evreni u kadar yer ister.

Hash fonksiyonu /: 0...u — 1 — 0...m — 1, m & n; alan1 O(n)’e indirir.

4. Cakisma kaginilmazdir (pigeonhole); coziim: open addressing veya chaining.

98]

81



12 Hashing

5. Bolme yontemi (K mod m) deterministiktir — kotii girdi vardir.
6. Evrensel hashing: rastgele / ailesi, cakisma olasihigi < 1/m.

7. Beklenen zincir uzunlugu = 1 + (n — 1)/m; m = O(n) ile O(1) (gbsterge RV + beklentinin

dogrusallig1).

! Tek Bir Ciimle

Hashing, O(log n) kargilagtirma sinirini rastgele erigimle agar; ve hash fonksiyonunu rastgele se¢mek,
en kotii durum garantisini beklenen O(1)’e doniistiiriir.

12.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Karsilastirma modelinde aramanin neden Q(log n) oldugunu, karar agaciyla bir ciimlede
Ozetle.

Cevap: Dogru bir arama, n 6geden herhangi birini ya da “yok”u dondiirebilmeli — karar agacinda en az
n + 1 yaprak gerekir. ikili bir agagta n + 1 yapraga ulagmak i¢in minimum yiikseklik log(n + 1)’dir, ve
en kotli durumdaki karsilagtirma sayisi = en uzun kok-yaprak yolu = yiikseklik. Dolayisiyla en az log n
kargilagtirma sarttir. (Hashing bu sinir1 agar ¢linkii karsilastirma degil, rastgele erigim — sabit-olmayan
dallanma — kullanir.)

1 Soru 2: Direct access array O(1) verirken neden her zaman kullanmiyoruz?

Cevap: Direct access array, anahtar evreni u kadar bellek ister. Anahtarlar biiyiikse (6rnegin 9 haneli
MIT ID — u ~ 10%) ama 6ge sayis1 kiigiikse (n ~ 300), dizinin neredeyse tamami bos kalir — kabul
edilemez bellek israfi. Hash fonksiyonu tam bu sorunu ¢6zer: evreni m =~ n boyutuna sikistirir (cakisma
pahasina).

1 Soru 3: Deterministik bir hash fonksiyonu neden en kotii durum garantisi veremez? Universal hashing
bunu nasil asar?

Cevap: u biiyiikse, herhangi sabit bir h icin (pigeonhole), tiim n anahtari ayn1 indekse esleyen bir
girdi vardir — o girdide zincir uzunlugu n, arama O(n). Saldirgan/kétii sansh girdi bunu tetikleyebilir.
Universal hashing, h’yi girdiden sonra rastgele secer; kullanic1 hangi h’nin segileceg§ini bilmediginden
koti girdi tasarlayamaz. Garanti “her girdide” degil, “beklenen” anlamda saglanir: cakisma olasili1
<1/m.

1 Soru 4: E[X;] =1+ (n—1)/m formiiliindeki ‘1’ ve ‘(n—1)/m’ terimleri neyi temsil eder?

Cevap: X, anahtar ¢’nin diistiigii zincirin uzunlugu = Zj X;- Beklentinin dogrusalligiyla E[X;] =
Zj E[X, j]. “1”: 5 = 1 terimi — anahtar kendisiyle kesin “cakisir” (ayn1 indeks), yani zincirde her
zaman en az kendisi vardir. “(n — 1)/m”: kalan n — 1 anahtarin her biri, evrensellik geregi < 1/m

olasilikla 7 ile gakisir; toplamlart (n — 1) - (1/m). m = ©(n) secilirse bu terim sabit kalir —
E[X,]=0(1).
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12.14 Egzersizler
12.14 Egzersizler

Egzersiz 1. n + 1 yapragi olan ikili bir agacin minimum yiiksekliginin log(n + 1) oldugunu bir yineleme
(recurrence) kurarak goster. (Ipucu: yiikseklik 4 olan bir agac en fazla 2" yaprak tutar.)

Egzersiz 2. Bolme yontemi h(k) = k mod m igin, m = 2 (ikinin kuvveti) secmek neden kotiidiir? (ipucu:
yalnizca son b bit kullanilir.)

Egzersiz 3. Universal hash h(k) = ((a - k + b) mod p) mod m’de a = 0 neden yasaktir? Anahtar bilgisi
nasil kaybolur?

Egzersiz 4. Python’da deterministik hash’in ¢cakigmasini gézlemle: ayni hash(k) % m degerine diisen anah-
tarlar iiret ve zincir uzunlugunu olg.

m = 1024
buckets = [@] * m
for k in range(100 _000):
buckets[hash(k) % m] += 1
print("max zincir:", max(buckets), "ort:", sum(buckets) / m)

Egzersiz 5. Beklenen zincir uzunlugu 1 + (n — 1)/m’yi kullanarak, m = n segildiginde find isleminin
beklenen siiresini hesapla. m = n/2 olursa ne degisir?

12.15 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 5 (LS): Dogrusal Zamanh Siralama

Jason Ku ile, kargilagtirma modelinin 2(n log n) siralama sinirin1 agan siralamalara geciyoruz: counting sort
ve radix sort, kiigiik tam say1 anahtarlarda O(n). Hashing’deki “anahtar1 dogrudan indeks yap” fikri burada
da ise yarayacak. (Not: ders akiginda araya Problem Oturumu 2 girer.)

Ders 5 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (¢akisma ol¢iimii) ¢oz.

* B[X,] =1+ (n—1)/m tiiretimini gosterge RV + dogrusallikla yeniden yaz.

* Ana ciimleyi tekrar oku: “Hash fonksiyonunu rastgele se¢cmek, en kotii durumu beklenen O(1)’e
doniistiiriir.”

12.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada
Karsilagtirma modeli Anabhtarlar1 yalnizca Bol. 3
kiyaslayan model; arama
Q(logn)
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Kavram Tanim Sayfada

Karar agaci (decision tree) Karsilagtirma algoritmas; Bol. 3
n + 1 yaprak — yiikseklik
logn

Direct access array Anahtar = indeks; O(1) ama  Bol. 4
u kadar yer

Anahtar evreni u En biiyiik anahtar boyutu; Bol. 5
u < 2% varsayimi

Hash fonksiyonu h:0..u—1—0..m—1, Bol6
man

Cakisma / zincirleme Iki anahtar ayn1 indekse; Bol. 7
chain ile ¢z

Bolme yontemi h(k) = k mod m; Bol. 8
deterministik (kotii girdi var)

Evrensel hashing Rastgele h ailesi; ¢akigma Bol. 9
olasihig1 < 1/m

Beklenen zincir E=1+(n—-1)/m; B6l. 10
m = 0(n)ile O(1)

12.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

ozeti:

1.

@ 6 koprii

Hashing, ML ve sistem miihendisliginin altindaki erisim ve olasilik dilini somutlagtirir — k&priilerin

Universal hashing — Stat 110: gosterge RV, beklentinin dogrusalligi, randomized algoritma
analizi — hepsi burada somutlasir.

. Hash tablosu — Python dict/set, her dilin map/HashMap’i: O(1) erisimin i¢ mekanizmasi.
. Consistent hashing — dagitik sistemler (cache, sharding, yiik dengeleme): anahtarlari sunuculara

dagitma.

. Hash-flooding (DoS) — giivenlik: deterministik hash saldiriya acik; rastgele seed bu yiizden

standart oldu.

. Beklenen vs en kotii durum — randomized algoritma disiplini: garantiyi “her girdi” yerine

“ortalama girdi” iizerinden vermek (ML'de Monte Carlo / beklenen-deger analizi).

. u < 2% varsaymm — diisiik seviye: anahtarin bir word’e s1i§masi, ger¢ek donanimda sabit-zaman

erisimin kosulu.
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12.17 Builder ve OMSCS Baglantilar:

! Tek bir sey alip gideceksen

Kargilagtirma seni O(log n)’de tutar; rastgele erigsim + hash bunu O(1)’e indirir. Ama bedava degildir
— hash fonksiyonunu rastgele segmezsen, en kétii durum seni O(n) zincire mahk@m eder. Universal
hashing, olasilig1 senin lehine cevirir.
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13 Problem Oturumu 2

Ders 4-5’in uygulamasi: master theorem + 6zyineleme agaci, sonsuz dizide iistel sicrama, augmentation ile
veri yapisi tasarimi ve two-finger ile O(n)

1 Oturum bilgisi

¢ Solomon’un videosu: YouTube — Problem Session 2 (=60 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 2

¢ Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 6 (Problem Oturumu 2)
¢ Hoca: Justin Solomon

¢ Okuma siiresi: =26 dk

13.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

Ikinci problem oturumu, son haftanin konularini uygular: yineleme ¢6zme (master theorem + 6zyineleme
agac1), arama ve veri yapisi tasarmmi. Justin Solomon dért problemi birer “Ifade — Yaklasim — Coziim —
Karmagiklik™ akigiyla igler. Her problemin kazandirdig: taginabilir arag Sekil 13.1 icinde 6zetlenir.

Bir genel beceri tiim oturuma damga vurur: problemler ¢ogu zaman “sa¢gma” bir hikayeyle (sonsuz taslar, tugla
tifleyen kurt) sarmalanir; isin ilk adimi ise yarayan iki ciimleyi ¢ikarmaktir. Solomon bunun bir danigmanlik
becerisi oldugunu soyler.

“extracting the two words that matter.” — Justin, 1:09:29

Ikinci bir uyar1 asimptotik gosterim iizerinedir: O, ®, Q harflerini 6zensiz kullanmak en sik yapilan hatadur.

“every single time you write one of those letters down, you should step back 50 feet and look at it
and think... did I do that right?” — Justin, 11:54

13.2 Problem 1: Yineleme Cdézme — Master Theorem ve Ozyineleme Agaci

ifade. T'(n) = a-T(n/b) + f(n) bigimindeki yinelemeleri ¢6z. Her birini iki yolla yap: (1) master theorem
(kural seti), (2) 0zyineleme agaci cizip seviye seviye isi toplayarak.

87


https://www.youtube.com/watch?v=KlQiwkhLBg0
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/problem-session-2/

13 Problem Oturumu 2

— N

Problem 1 Problem 2 Problem 3 Problem 4
Yineleme C6zme Sonsuz Diziyi Arama Katmanli Goriintl Editori Tugla Ufleme

i | | |

Master theorem + agac
n*(log_b a) anahtar - 3
durum

Problem Oturumu 2
(Ders 4-5 uygulamast)

Ustel sicrama (galloping) Augmentation Two-finger
sinir bul — O(log k) set + sequence birlestir n? — n monoton parmak

Sekil 13.1: Problem Oturumu 2’nin kavram haritasi: dort problem (iist sira) ve her birinin 6grettigi taginabilir
arac (alt sira). Problem 1 master theorem + 6zyineleme agaci (n*(log_b a) anahtar nicelik),
Problem 2 iistel sicrama (galloping) ile O(log k) arama, Problem 3 augmentation (set + sequence
birlestirme), Problem 4 two-finger ile n> — n indirgemesi kazandirir. Hepsi Ders 4-5 temeline
dayanr.

@ Yaklasim — Anahtar Niceligi Hesapla, f ile Kiyasla

Master theorem ii¢ duruma ayrilir; anahtar nicelik 7% *’dir (a = dallanma sayis1, b = problemin
kiigiilme orani, f = diigiim bagina ig). Bu niceligin issiinii (log, @) hesapla, f’in iissiiyle kiyasla, duruma
karar ver. Ozyineleme agac1 ayn1 sonucu daha yavas ama aydinlaticl bigcimde verir; master theorem ise
hizlidir ama “neden’i gostermez.

“the a is kind of like a branching factor... b is the amount that your problem size reduces... fis
the amount of work that you do at each node.” — Justin, 6:14

Coziim. U¢ durum:

« Durum 1: f(n) = O(n'% %), ¢ > 0 = T'(n) = O(n'°% ). (f nemsiz; agacta dolagma baskin.)

« Durum 2: f(n) = (1'% . logh n) » T(n) = O(n'°%* - logh*1 n).

* Durum 3: f(n) = Q(n'% *"¢) ve diizenlilik (a - f(n/b) < c- f(n),c < 1) — T(n) = O(f(n)).
(f baskin.)

Ornek (a): T(n) = 2T(n/2) + O \/_) =b=2n"2=nf=0(~n) = On'?), yani
€=1/2>0—->Durum1— T (n) = O(n)

Ornek (b): T(n) = 8T (n/4) + O(n>/?). log, 8 = 3/2, yani n3/2. f = O(n?/?), iki taraf esit — Durum
2,k =0-T(n)=0(mn*?logn). (f big-O oldugundan sonug da big-O, big-© degil.)

Ozyineleme agac (ikinci yontem): Agacta [. seviyede 2! (veya 8) diigiim var, her biri f (n/ 2l) is yapar;
seviye say1st log, n. Tiim seviyeleri topla — ortaya bir geometrik seri ¢ikar; sadelestirince master theorem’le

ayni sonug¢ gelir. Bu iki okumanin gorsel karsilastirmas: Sekil 13.2°de gosterilir: sol panel aga¢ + seviye
toplamlari, sag panel 3-durum karari.

“master theorem... the giant sledgehammer for solving recurrences without understanding why
you got the answer.” — Justin, 4:09
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13.3 Problem 2: Sonsuz Diziyi Arama

Karmagikhk. Sonuglar: (a) ©(n), (b) O(n®?logn).

Ozyineleme agaci ile Master Teoremi: T(n)=2T(n/2)+0(vn) » Durum 1 - ©(n) (yapraklar baskin)

T(n) = 2:T(n/2) + O(Vn) — agagc: seviye I'de 2' diigiim x V(n/2') is Master Teoremi — 3 Durum
seviye toplami karsilastir: d = exp(f) vs c*=log_ba
1=0: 1 x V64 = 8.0 bu drnek: d = 1/2, c* = logs2 = 1

I=1: 2 xV32=113
Durum 1l (d < c*)

yapraklar baskin
O(n"c*)

Durum 2 (d = c*)

O(n~c* - logn*t)

i (her seviye xv2 bliyiir)
Durum 3 (d > c*)

kok baskin

yaprak seviyesi 1=6: 64 digim x V1 = 64 (BASKIN) 1=6: 64 x V1 =64 GG

[Z seviye =~ 199.2 - yaprak terimi baskin (xv2 artan geometrik) » ©(n) = 6(64)] [Sonug: O(n) = G(n)J

Sekil 13.2: Master teoremini 6zyineleme agaciyla okuma: 7'(n) = 27'(n/2) + O(y/n) (n = 64). Sol
panel: kok (I = 0) tek alt-problem /n; her seviyede diigiim sayisi ikiye katlanir (2 ve her
diigiimiin isi \/n/2" e iner. Seviye toplam 2L \/n /2t agag1 indikge V2 carpaniyla biiyiir —
8§ = 11,3 — 16 — 22,6 — 32 — 45,3 — 64 — yani artan bir geometrik seridir ve yapraklar
(I = 6, amber/BASKIN) baskin terimi verir: 64 diigiim x+/1 = 64 = ©(n). Tiim seviyelerin
toplami ~ 199,2, ama asimptotik olarak yaprak terimi belirleyicidir - ©(n). Sag panel: 3-
durum karar kurali — f(n)’in tissii d = exp(f) = % ile kritik iis ¢* = log, a = log,2 =1
karsilastirihir. d < ¢* oldugundan Durum 1 segilir (yapraklar baskin, ©(n¢")); Durum 2 (d = c*,
dengeli) ve Durum 3 (d > c¢*, kok baskin) burada uygulanmaz. Sonug: ©(n).

13.3 Problem 2: Sonsuz Diziyi Arama

ifade. Sonsuz bir gezegen dizisinde, indeksi k olan gezegeni bul. Bir gezegende durup oracle’a sorabilirsin:
“aradi8im indeks benden biiyiik mii kiiciik mii?”” Hedef: O(log k) zaman (dikkat: k, verinin boyutu degil,
aranan indeks).

@ Yaklasim — Once Sag Sinir1 Bul, Sonra Ikili Ara

Icgiidii ikili arama; ama ikili arama bir sag simr ister ve sonsuz dizide sag sinir yok. Once bir sag smir
bulmalryiz — sonsuz bir kiimenin “ortas1” yoktur, bu yiizden indeksi her adimda ikiye katlayarak (iistel
sigcrama) hedefi agan ilk giicii buluruz.
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13 Problem Oturumu 2

“what is the middle of an infinite set of planets? Infinite, exactly. It’s a problem.” — Justin, 49:26
Coziim. Iki agsama:

1. Sumr bul (iistel sicrama): m = 0, 1, 2, ... i¢in 2" indeksli gezegeni ziyaret et, ta ki k¥ < 2" olana
dek. Bu, log k£ adim siirer ve su sandvigi verir: om—l < < 9m,
2. Ikili arama: Artik [2™~1, 2™] aralig1 var (genisligi ~ k); bu aralikta ikili arama, log k adim.

“I’'m going to visit planet 2 to the m for each m starting with m equals 0.” — Justin, 50:25

Sekil 13.3 bu iki asamayi tek bir say1-dogrusunda izler: 6nce galloping yaylariyla sinir, sonra numarali mid
sorgulariyla ikili arama.

Karmagiklik. log & (sinir bulma) + log & (ikili arama) = O(log k).

Sonsuz diziyi arama: lstel sicrama (ASAMA 1) + ikili arama (ASAMA 2) — O(log k)

ASAMA 1 — ustel sicrama (galloping): 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 ...

her adimda indeksi IKIYE KATLA; ilk 2~6=64 = k durur -» 7 sorgu

sandvici 27°5=32 = k = 2°6=64

1
1
i
o00—-0—0C ol To$ i o o
1
1
272=4 274=16 275=32 ! 276=64
27°1=2 2~3=8 :
270=1 :
hedef k =50
14v 3 2
toplam 11 sorgu
omO 0O [ plam 11
48 50 52 56

ASAMA 2 — [32, 64] araliginda ikili arama: 4 sorgu - k=50 bulundu

Sekil 13.3: Sonsuz diziyi arama — iki asamali O(log k) strateji (hedef indeks k£ = 50). ASAMA 1 (iistel si¢-
rama / galloping): sag sinir bilinmedigi icin indeksi her adimda ikiye katlayarak 2°, 2!, ... 2™
sorgulanir (amber yaylar: 1, 2,4, 8,16, 32, 64). Ik 2° = 64 > k bulununca durulur — toplam
7 sorgu — ve bu, 2 =32<k<20 =64 sandvicini verir (iistteki kogeli parantez). Hedef
k = 50 amber kesik dikey cizgiyle isaretlidir. ASAMA 2 (ikili arama): artik sonlu [32, 64]
araliginda klasik ikili arama yapilir; numarali mid sorgular sirasiyla 48 — 56 — 52 — 50 (4
sorgu, v = bulundu). Her iki asama da O(log k) oldugundan toplam 11 sorgu = O(log k) (rozet
sag altta) —log, 50 ~ 5,64. Anahtar sezgi: sinir galloping ile O(log k)’da bulunur, sonra ikili
arama yine O(log k)’da bitirir.

13.4 Problem 3: Katmanh Goriinti Editori

Ifade. Bir goriintii editorii veri yapisi tasarla: katmanlar iist-alt sirada tutar. Islemler: make_doc 0(1),
import(x) (iiste ekle) O(n), display() (sirayla tiim ID’ler) O(n), ve move_below(x, y) (z katmanini
y’nin altina tas1) O(logn).
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13.5 Problem 4: Tugla Ufleme

@ Yaklagim — iki Yonii Ayir, Sonra Augmentation ile Bagla

Problemde iki yon var: dizi (sequence) yonii (display sirasi) ve kiime (set) yonii (bir katmani hizli
bulmak). Ikisini ayr1 veri yapisiyla ¢oz, sonra bir augmentation ile bagla — siral dizideki her anahtara,
bagl listedeki diigiimiin isaretgisini iligtir. Boylece “bul” O(log n), “yeniden bagla” O(1) olur.

Coziim. Iki yap: birlikte ¢alisir:

* Cift bagh liste (doubly linked list): katmanlarin ekran sirasini tutar (display icin O(n)).

* Siral dizi (set): ID’leri sirali tutar; ikili aramayla bir ID’yi O(log n)’de bulur.

* Augmentation: sirali dizideki her anahtara, o 6genin bagh listedeki diigiimiine bir isaretci ekle. (Bir
diigiimii silmek diger isaretcileri bozmaz — isaretciler gecerli kalir.)

“we can attach data to our keys... I am going to attach a pointer into my linked list.” — Justin,
1:02:21

move_below(x, y) lic adim: (1) x ve y’yi siral dizide ikili aramayla bul, bagl liste isaretcilerini al —
O(logn); (2) 2’1 bagh listeden ¢ikar ve y’nin altina ekle — isaretgiler elimizde oldugundan O(1); (3) kiime
degismez (sadece sira degisti). Onemli saglama: move_below kiimeyi degistirmez, ciinkii hangi 6gelerin
oldugu degil, yalnizca siralar1 degisir.

Karmagikhik. make_doc O(1), import O(n) (sirali diziye ekleme), display O(n), move_below O(logn)
(bulma) + O(1) (yeniden baglama).

13.5 Problem 4: Tugla Ufleme

Ifade. Bir sira evin tugla sayilar1 verilir. Kurt bir eve iifleyince o ev ve sagindaki kendisinden az tuglali tiim
evler yikilir. Her ev icin, ona iiflendiginde kag¢ ev yikildigin1 hesapla. (Hikayenin 6zii: “her 68e icin, saginda
kendisinden kiiciik olanlar1 say + 1”.)

@ Yaklagim — Naif Cift Dongiiden Monoton Parmaklara

Naif ¢oziim cift dongii — O(nz); yasak. Bir yapisal varsayim kullanilir: bir ev hari¢ hepsi 0zel (sag
komsusu kendisinden biiyiik-esit), yani dizi artan-sonra-bir-diisiis-sonra-artan iki sirali parcaya
boliiniir. Sol yar1 (artan) saga higbir sey yikamaz; her ev yalnizca sag yarida kendinden kiigiikleri yikar.
Sol yaridaki ev biiyiidiikge yikilan aralik yalniz genisler — geri gitmez — ve bu, two-finger’a kapi agar.

Coziim. Sol yaridaki ev tugla sayis1 arttik¢a, sag yarida yikilan evlerin aralig1 yalnizca biiyiir (geri gitmez).
Bu, iki parmak (two-finger) teknigine kap1 agar: i parmagi sol yarida ilerlerken, j parmagi sag yarida “ilk
yikilmayan” evi igaret eder; i saga kaydikca j de saga kayar, asla sola donmez.

“It’s called a two-finger algorithm.” — Justin, 1:25:02

j = right_start # sag yarainin ilk evi (global indeks)
for i in range(left_end + 1):
while j < n and heights[j] < heights[i]:
j+=1 # j asla geri gitmez (5-6-7-8)
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13 Problem Oturumu 2

smaller

= j - right_start # sagda i'den kiicik ev sayisi
damage[i] =

1 + smaller # kendisi + sagda kig¢lk ev sayisi

Her iki parmak da diziyi yalnizca bir kez kateder — O(n). (Genel hal, 6zel varsayim olmadan, aym fikir +
merge sort ile ¢oziiliir.) Sekil 13.4 bu izi [2,4, 6, 9] sol yanist ile [1, 3,5, 7] sag yarisi iizerinde adim adim
gosterir; j parmaginin 5 — 6 — 7 — 8 ile yalniz saga kaydigina dikkat.

Karmagikhik. Two-finger ile O(n) (n? naif veya n log n ikili-arama yerine).

iki parmak (two-finger): i sola sweep ederken j yalniz saga kayar — O(n)

sol yari [2,4,6,9] artan | sag yari [1,3,5,7] artan - j parmagi 5-6-7-8 (geri gitmez)
j=5

v
Adim 1 2 4 6 9 1 3 5 7 esik=2 - yikim=1 : hasar=2
0 1 2 3 4 5 6 7
i=6
L /
Adim 2 2 4 6 9 1 || 3 5 7 esik=4 - yikim=2 - hasar=3
0 1 2 3 4 5 6 7
i=7
v
Adim 3 2 4 6 9 1 || 3 || 5 7 esik=6 - yikim=3 - hasar=4
0 1 2 3 4 5 6 7
j=8
 /
Adim 4 2 4 6 9 1 || 3 || 5 || 7 esik=9 - yilkim=4 - hasar=5
0 1 2 3 4 5 6 7
hasar[] 2 3 4 5 1 1 1 1 her ev: 1 (kendisi) + sadda kiiciik ev sayisi

Sekil 13.4: iki parmak (two-finger) tugla iifleme izi — Problem 4 IMZA figiirii. Dizi tek diisiisten (9—1) ikiye
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ayrilir: sol yar1 [2,4,6,9] artan, sag yar1 [1,3,5,7] artan. Sol parmak i sol yariy1 soldan saga sweep
eder (amber, esik = heights[1]); sag parmak j sag yarida esikten kiiciik olmayan ilk evi isaretler.
i saga kaydikca esik biiyiir, bu yilizden j yalniz saga kayar — asla geri gitmez (5—6—7—8).
Adim 1 (esik 2): sagda yalmiz 1 kiiciik — hasar 2. Adim 2 (esik 4): 1,3 kii¢iik — hasar 3. Adim 3
(esik 6): 1,3,5 — hasar 4. Adim 4 (esik 9): 1,3,5,7 — hasar 5. Yikilan sag-yari evleri her satirda
koyu amber. iki parmak diziyi birer kez katettigi icin toplam O(n) — naif “her ev icin sag1 tara”
O(n?) yerine. Sag yarinin kendi ici de artan oldugundan oradaki her ev yalniz kendini yikar (hasar
1); nihai hasar[] =[2,3,4,5,1,1,1,1].



13.6 Ne Ogrendik?

13.6 Ne Ogrendik?

I Alt1 Taginabilir Arag

Bu oturum, Ders 4-5’in teorisini dort somut problemde uyguladi ve alt1 taginabilir ara¢ kazandirdi:

1. Master theorem + 6zyineleme agaci: Yinelemeyi iki yolla ¢6z; n'°% @ anahtar niceliktir, agac
“neden”i gosterir.

2. Asimptotik titizlik: O / © / {2’yu 6zensiz yazma; f big-O ise sonug¢ da big-O’dur.

3. Ustel sicrama (galloping): Sag sinir1 olmayan aramada, 2™ ile siir bul, sonra ikili ara —
O(logk).

4. Augmentation ile iki yap1 birlestirme: set (ID bul) + sequence (sira tut); anahtara liste isaret¢isi
ekle.

5. Two-finger ile n> — n: Monoton ilerleyen iki parmak, ¢ift dongiiyii lineere indirir.

6. Problem okuma: Siislii hikdyeden “ise yarayan iki climleyi” ¢ikarmak — algoritmik 6zii gérmek.

13.7 Sonraki

Ders 5 (L5) — Dogrusal Zamanlh Siralama

Sirada Ders 5 (L5): Dogrusal Zamanh Siralama var — Jason Ku ile, karsilastirma modelinin
Q(nlogn) smirin agan siralamalara (counting sort, radix sort) gegiyoruz. Bu oturumdaki master
theorem ve two-finger sezgileri, oradaki dogrusal-zaman analizinde dogrudan igine yarayacak.
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14 Dogrusal Zamanl Siralama

Kargilagtirma alt sinir1 Q(n log n), direct access array sort, tuple/Excel sort, kararli siralama, counting sort ve
radix sort O(n)

1 Boliim bilgisi

* Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 5: Linear Sorting (=52 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 5: Linear Sorting

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 7 (L5)
¢ Hoca: Jason Ku (Erik Demaine, Justin Solomon)

* Okuma siiresi: =25 dk

14.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 4’te merge sort, bir diziyi O(n logn)’de siraladi. Bu ders iki soru sorar: (1) karsilagtirma modelinde
daha hizli olabilir miyiz — hayir, n log n optimaldir; (2) modeli genisletirsek — evet, anahtarlar kiiciik tam
saytysa O(n) siralama miimkiindiir.

Uc temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Siralama alt simir1 — karsilagtirma modelinde her siralama Q(n log n)’dir (n! yaprak — karar agaci
argiimani).

2. Direct access array sort — counting sort — anahtar1 dogrudan indeks yap; ¢cakismalar zincirle, gelis
sirasini koru.

3. Radix sort — biiyiik anahtarlar1 base-n basamaklara ayir, kararli (stable) siralamayla basamak basamak
sirala.

“n log nis optimal.” — Ku, 10:19

@ Builder Notu — Counting Sort = Hash’in Sira-Koruyan Ikizi

Bu dersin cekirdegi, Ders 5°teki (Hashing) “anahtar = indeks” fikrinin arama yerine sira icin yeniden
kullanilmasidir:

* Geriye — Ders 5 (Hashing): Counting sort’un “her indekste bir zincir” yapisi, hash tablosunun
cakigma ¢oziimiiyle (chaining) birebir ayn1 veri yapisidir — fark, amacin arama degil sira korumak
olmasidir. Hash’te zincir siras1 nemsizdi; burada zincire geldikleri sirada ekleme, kararliligin
(stability) ta kendisidir.
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https://www.youtube.com/watch?v=yndgIDO0zQQ
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14 Dogrusal Zamanli Siralama

Ders 7: Dogrusal Zamanli

Siralama
Karsilastirma alt sinin Modeli degistir
Q(n log n) - n! yaprak karsilastirma — indeks

Direct access array sort
benzersiz anahtar - O(n +
u)

|

Anahtar1 base-n bél
k=an+b

l

Tuple / Excel sort
en az — en onemli
basamak

l

Kararli (stable) sort
esit anahtar girdi sirasini
korur

l

Counting sort

Karar agaci
log(n!) = ©(n log n)

zincir + gelis siras1 - O(n +
u)

Radix sort
log_n u basamak - kararli
counting

l

u<n“c— 0(n)
DOGRUSAL

Sekil 14.1: Ders 7’nin kavram haritas1: karsilastirma modelinin Q(n log n) alt stnirindan (n! yaprak — karar
agaci) modeli degistirmeye — direct access array sort (benzersiz anahtar) — counting sort (zincir
+ gelis sirasi, kararli) — radix sort (base-n basamak + kararli counting sort) — u < n”c kosulunda
O(n) dogrusal siralama.
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14.2 Onceki Ders: Hash Tablosunun Sinirt

* Geriye — PS1 (Stirling): log(n!) = ©(nlog n) alt simir1, problem setindeki Stirling yaklagiminin
dogrudan uygulamasidir; log(10°!) ~ milyarlarca karsilastirma mertebesi.

o ileriye — biiyiik veri: radix sort, tam say1 / sabit-uzunluk anahtarlarda (IP adresleri, timestamp,
sabit ID) karsilagtirmali siralamay1 geger; veritabani ve GPU siralamasinda standart.

* fleriye — cok-kolonlu siralama: “Excel spreadsheet sort” — kararli siralamayi1 en az énemliden
en onemliye uygulamak, SQL ORDER BY a, b ve pandas sort_values mantiginin ta kendisidir.

Tek ciimle: Karsilastirma seni nlogn’de tutar; ama anahtarlar kiiciik tam saytysa, onlart dogrudan
indeks yapwp basamak basamak kararli siralayarak O(n)’e inebilirsin.

14.2 Onceki Ders: Hash Tablosunun Siniri

Hash tablosu find/insert/delete’i beklenen O(1) yapar — ama en kétii durumda O(n)’dir (k6tii hash — tiim
anahtarlar tek zincirde). Bu yiizden en-kotii-durum garantisi gerektiginde (6rnegin worst-case isteyen problem
setlerinde) hash tablosu uygun degildir; siral dizi (O(log n) garantili) tercih edilir. (Java, zincirleri agacla
tutarak worst-case O(logn) elde eder.) Bu ders aramay1 degil, siralamay ele alir.

14.3 Siralama Alt Siniri: nlog n

Ders 5’teki karar agaci argiimanini siralamaya uygulariz. Bir siralama algoritmasinin ¢iktisi, girdinin bir
permiitasyonudur: ilk 6ge nereye, ikinci nereye, ... Her 6ge i¢in bagimsiz se¢im — toplam n/! olasi ¢ikti.

“I need at least n factorial leaves.” — Ku, 13:55

Calisilan Ornek — n log n alt simrs. Dogru bir siralama, n! permiitasyonun her birini iiretebilmeli — karar
agacinda en az n! yaprak. ikili agacin minimum yiiksekligi log(n!). Bunu alttan smirla: n! carprmindaki n
terimden yarist (n,/2 terim) en az n/2’dir, dolayistyla n! > (n/2)™2. Logaritmast:

n n

log(n!) > 5 -log 5= O(nlogn)
“any sorting algorithm here takes at least n log n comparisons, and so a merge sort’s the best we
can do.” — Ku, 16:17

Demek ki kargilagtirma modelinde 2(nlogn) alt sinir1 vardir; merge sort optimaldir. (PS1°deki Stirling
yaklagimi da ayni sonucu verir.) Daha hizlist icin karsilastirmadan ¢ikip rastgele erisim kullanmak gerekir.
Sekil 14.2 bu argiimani kiigiik bir karar agaci ve log(n!) biiyiime egrisiyle birlikte gosterir.

@ Builder Notu — n log n Duvart ve Model Degistirme

Q(nlogn) bir algoritma siniri degil, bir model siniridir — ve bu ayrim bir builder igin kritiktir:

* Simir neye bagh: Alt sinir “yalmz karsilagtirma yapan” algoritmalar icin gecerlidir. Tki 6geyi
kargilagtirmak en ¢ok 1 bit bilgi verir; n! olasi ¢iktiy1 ayirt etmek igin en azlog, (n!) = ©(nlogn)
bit, yani o kadar karsilastirma gerekir. Merge sort bu sinira ulastig1 icin karsilagtirma diinyasinda
optimaldir.
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14 Dogrusal Zamanli Siralama

her yaprak bir permlitasyon - ylikseklik = en koti karsilastirma

Karar agaci: n! = 3! = 6 yaprak (permutasyon)

O

Siralama alt siniri: n! yaprak = yutkseklik = logz(n!) = ©(n log n)

log(n!) = ©(n log n) = Q(n log n) duvar

=a== |0g2(n!) (tam alt sinir)
(n/2)logz(n/2) (kaba alt sinir)

801 =+++ n-ogz n (O referansi)

©)
@ @ yiikseklik
® 6 o6 |

(=2}
o
L

karsilastirma sayisi (logz)
B
o

N
o
L

T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
n (girdi boyutu)

Sekil 14.2: Karsilastirma modelinde siralamanin alt siniri: dogru bir siralama, girdideki n 6genin herhangi
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bir siralanigini diizeltebilmeli — yani n! olasi permiitasyonun her birini iiretebilmelidir. Algo-
ritmay1 bir karar agaci olarak diisiiniin: her i¢ diigiim bir karsilastirma (<), her yaprak nihai
bir permiitasyon. Sol: n = 3 i¢in aga¢ — 3! = 6 yaprak (amber) gerekir; ikili bir a8acin h
yiikseklikte en fazla 2" yapragi oldugundan 2" > n!, yani yiikseklik > [log,(3!)] = 3. Bu
yiikseklik en kotii durumdaki kargilastirma sayisidir. Sag: log,, (n!) (tam alt sinur, Z:L: | log, ©)
ile kaba alt siir (n/2) log, (n/2) ve nlog, n referansi ayni biiylime bandinda ilerler — Stirling
ile log, (n!) = nlog,n —nlog, e + %log2(27m) = O(nlogn). Sonug: yalniz karsilagtirmaya
dayanan hicbir siralama Q(n log n)’den hizli olamaz — bu, dogrusal zamanin oniindeki n log n
duvaridir. Duvari yitkmanin tek yolu kargilagtirmay1 birakip anahtart dogrudan adres olarak kul-
lanmaktir (counting / radix sort).



14.4 Karsilastirmamin Otesi: Direct Access Array Sort

* Tek cikis = modeli degistirmek: Daha hizli olmak istiyorsan karsilagtirmay1 birakip anahtari
dogrudan adres olarak kullanmalisin (rastgele erisim). Counting/radix sort tam da bunu yapar
— bu ylizden alt sinir1 ihlal etmezler, disina ¢ikarlar.

* Genel ders: Bir alt sinira carptiginda soru “daha akill bir algoritma var m1?” degil, “varsayimlar-
dan hangisini gevsetebilirim?” olur. Burada gevsetilen varsayim “anahtarlar yalniz karsilastirilabi-
lir’; yerine “anahtarlar kiiciik tam say1” konur.

14.4 Karsilastirmanin Otesi: Direct Access Array Sort
Anahtarlar benzersiz (unique) ve kiiciik aralikta ise: biiyiik bir direct access array kur, her 6geyi x. key
indeksine koy (O(1)), sonra diziyi bastan sona gez ve dolu hiicreleri sirayla topla.

“if u is on the order of n, then we now have linear time sorting algorithm.” — Ku, 21:56

def daa_sort(A, u):
D = [None] * u
for x in A:

D[x.key] = x # benzersiz anahtar -> cakisma yok
out = []
for slot in D: # 0..u-1 sirayla gez

if slot is not None:
out.append(slot)
return out

Karmagikhk: diziyi kurmak + gezmek O(u), n 6ge eklemek O(n) — toplam O(n + u). u = O(n) ise
lineer. Ama iki kisit var: anahtarlar benzersiz ve aralik kiiciik olmali.

14.5 Daha Blyuk Aralik: Anahtari Basamaklara Ayir

u < n? olsun. n?-boyutlu bir dizi quadratik olur — ise yaramaz. Coziim: her anahtar1 base-n iki basamaga
ayir. k icin:

a=k//n, b=kmodn, k=a-n+b

Burada a n’ler basamag, b birler basamagidir. Her basamak 0..n — 1 araligindadir. Ornegin n = 5 igin
17 = (3,2) ¢iinkii 3 - 5 + 2 = 17. Artik tam sayilar1 degil, bu ikililer (tuple) iizerinden siralayacagiz.

@ Builder Notu — Bdl ve Esle (radix/bucket/hash ortak kok)

Anahtar1 base-n basamaklara ayirmak, yalitik bir hile degil — bilgisayar biliminin tekrar tekrar gordiigii
bir kaliptir: biiyiik bir problemi sabit sayida kiiciik parcaya bol, her parcay: bir kovaya esle.

* Radix: anahtar1 basamaklara bol, her basamagi 0..n — 1 kovasina esle (bu ders).
* Bucket sort: anahtar aralifini esit kovalara bol, her 68eyi kovasina at, kova i¢ini sirala — ayni1

99



14 Dogrusal Zamanli Siralama

“bol ve esle” sezgisi, farkli bolme kurali.
* Hash bolmeleri (partitioning): dagitik sistemlerde (Spark, veritabani sharding) anahtart hash (k)
mod p ile p parcaya bol — her parga bagimsiz islenir.

Ucii de K = a - n + b tiiriinden bir ayristirmayla “tek biiyiik indeks” yerine “sabit sayida kiiciik
indeks” kullanir. Bir builder bu kalib1 tanirsa, “anahtar evreni ¢ok biiyiik” probleminde refleks olarak
basamaklara/kovalar1 bolmeyi dener.

14.6 Tuple Sort (Excel Tablo Siralamasi)

Ikilileri siralamak, bir Excel tablosunu kolonlara gore siralamaya benzer: her kolonun bir éncelik sirast var.
En 6nemli basamak (a), en az 6nemliden (b) daha belirleyicidir — a’y1 1 artirmak, b ne olursa olsun say1y1
biiylitiir.

“tuple sort, but you can also think of it as Excel spreadsheets sort.” — Ku, 29:14

Strateji: basamaklari en az 6nemliden en 6nemliye dogru, art arda sirala. Ama bu yalnizca her gegiste kararh
(stable) bir siralama kullanilirsa ise yarar — sonraki boliimiin konusu. Sekil 14.3, 17, 3, 24, 22, 12 6rneginde
iki kararl gecisi yan yana gosterir.

14.7 Kararl Siralama (Stable Sort)

Bir siralama kararhdir eger esit anahtarh 6geler, ¢iktida girdideki goreli siralarimi korur.

“if they are the same thing, then the output maintains their order from the input... that’s what we
call a stable sorting algorithm.” — Ku, 36:18

Neden kritik? Tuple sort’ta dnce en az onemli basamagi siralariz; sonra en 6nemliyi. En 6nemli basamak esit
olan 0geler icin, onceki (az onemli) siralamanin korunmasi gerekir — bu yalnizca kararli siralamayla olur.
Sekil 14.4, aym girdiyi kararli ve kararsiz siralayarak farki gorsellestirir.

@ Builder Notu — Kararlilik ve Cok-Kolonlu Siralama (SQL ORDER BY)
Kararlilik akademik bir incelik degil, her giin kullandigin ¢cok-kolonlu siralamanin temelidir:

* SQL ORDER BY a, b: Bunu dogru gergeklestirmenin bir yolu, 6nce ikincil anahtar b’ye gore
kararl sirala, sonra birincil anahtar a’ya gore kararli sirala. a esit olan satirlar b sirasini korur —
tuple sort’un birebir aynisi. Anahtar her zaman az énemliden ¢ok onemliye uygulanir.

* pandas df.sort_values([...]) ve Excel’in ¢ok-seviyeli siralamas1 ayn1 mantig1 kullanir;
altta yatan siralama kararli olmasaydi ikincil sira rastgele bozulurdu.

* Programlama dili garantisi: Python’un sorted/1ist. sort ve Java’nin nesne siralamasi kararh
olmay1 garanti eder (Timsort); C++ std: :sort etmez (kararl isterse std: : stable_sort). Bir
builder bu garantiyi bilmeden ¢ok-kolonlu siralama yazarsa, dilden dile sessizce farkli sonuglar
alir.

Tek ciimle: Kararlilik, “once ikincil sonra birincil anahtar” hilesiyle ¢cok-kolonlu siralamayi tek-kolonlu
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14.7 Kararl Siralama (Stable Sort)

Tuple sort = Excel kolon siralamasi: en az - en 6nemli basamak (kararli gecisler)

1) Orijinal tablo 2) EN AZ onemli (birler) - 3) EN onemli (n'ler) -

kararh sirala kararh sirala = SONUC
[er | i oer [ s e
3 2 =17 3 2 =17 o 3 =3
0 3 =3 4 2 =22 2 2 =12
4 4 =24 2 2 =12 3 2 =17
4 2 | =22 —» o 3 |=3 —» 4 2 | =22
2 2 | =12 4 4 | =24 4 a | =24

kararlilik sart: 3. geciste n'ler esit olan (24,22) ikilileri birler sirasini korur

Sekil 14.3: Tuple sort = Excel kolon siralamasi (Ku §5): bir say1y1 base-n basamaklarindan olusan bir ikili
(a,b) gibi diisiin (a = n’ler, b = birler). 17, 3,24,22,12 (n = 5, base-5) drnegi iki kararh
gecisle siralanir: once EN AZ 6nemli basamaga (birler, amber kolon) gore kararl sirala, sonra
EN onemli basamaga (n’ler, amber kolon) gore kararli sirala. Sonug 3,12, 17,22, 24. Kararlilik
sart: 3. gegiste n’ler basamagi esit olan 24 = (4,4) ve 22 = (4, 2) ikilileri, 1. gegiste kurulan
birler sirasini1 korur (22 6nce, 24 sonra). Bu, radix sort’un counting sort’u neden kararh yardimci
olarak kullandiginin cekirdegidir.
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14 Dogrusal Zamanli Siralama

Kararli siralama esit anahtarlarin girdi sirasini korur (kararsiz bozar)

Esit anahtarlar (etiketler girdi sirasini isaretler)

Girdi 3 1 3 I 2 1
a b c d e f
Kararh v . - 2 I 3 I 3 I 3
b e d a c f

kararli: anahtar=3 grubu a - c -» f (girdi sirasi KORUNUR)

Kararsiz X 1 1 2 I 3 I 3 I 3
e b d f c a

kararsiz: anahtar=3 grubu f—- c —» a (girdi sirasi BOZULUR)

Sekil 14.4: Kararh (stable) siralama: esit anahtarli ama farkl yiiklii (payload) 68eler i¢in, kararli bir siralama
bunlarin girdideki goreli sirasim korur; kararsiz bir siralama onlar1 yeniden dizebilir. Ustte
girdi: anahtarlar 3, 1, 3, 2, 1, 3 (altlarindaki a.. f etiketleri girdi sirasini isaretler — esit anahtarh
ogeleri birbirinden ayiran yiik). Ortada kararh ¢ikti (amber v'): anahtar = 3 grubua — ¢ — f
sirasint AYNEN korur, anahtar = 1 grubu b — e kalir. Altta kararsiz ¢ikti (X): anahtarlar yine
artan (1, 1,2, 3, 3, 3) ama esit anahtar iginde sira bozulur (3 grubu f — ¢ — a). Anahtarlar sirali
olsa bile kararsiz sonug farklidir — bu yiizden ¢ok-kolonlu siralama (6nce ikincil, sonra birincil
anahtar) ve radix sort yalmiz kararh bir alt-siralama ile dogru calisir.
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14.8 Counting Sort

stralamalardan kurmant saglar.

14.8 Counting Sort

Direct access array sort benzersiz anahtar isterdi; ama tuple sort’ta basamaklar tekrar eder. Coziim: her
indekste tek 6ge yerine bir zincir (sequence veri yapis1t — dinamik dizi/bagli liste) tut ve 6geleri geldikleri
sirada sona ekle. Bu counting sort’tur — hashing’e benzer ama amag sira korumak.

“This is called counting sort.” — Ku, 39:41

Okurken, dolu zincirleri 0’dan w — 1’e gez ve i¢lerini sirayla oku. Gelis siras1 korundugu i¢in counting sort
kararhdir. Zincirlerin toplam uzunlugu n, dizi boyutu u = O(n +w). Sekil 14.5 bu zincir/histogram yapisini
ve kararlilig1 adim adim gosterir.

14.9 Radix Sort

Counting sort’u tuple sort’'un yardime1 (kararl) siralamasi olarak kullanirsak, biiyilik anahtarlari siralayabiliriz.
Radix sort: en biiyiik anahtar u olan tam sayilar1 base-n basamaklara ayir (log u basamak), sonra counting
sort ile en az 6nemliden en 6nemliye tuple sort yap.

“this is what we call radix sort.” — Ku, 47:39
Her basamagi siralamak O(n) (counting sort, u = n). Basamak sayisi log u. Ayrica her say1yr ayirmak da
O(n -log u). Toplam:
T(n)=0(n+n-log u)
Kritik sonug: u < n° (sabit c) ise, log u = log n° = c (sabit) = $T(n) = $ O(n).
“if u is less than n to the c for some constant c... we get a linear time algorithm.” — Ku, 50:35

Yani anahtarlar n’in bir polinomuyla sinirliysa, radix sort lineer zamanda siralar. Sekil 14.6, 17, 3,24, 22,12
tizerinde iki kararl1 counting sort gecisini (LSD — MSD) gosterir.

@ Builder Notu — Radix Sort, GPU ve Biiyiik Veri

Radix sort akademik bir oyuncak degil; sabit-uzunluk tam say1 anahtarlar s6z konusu oldugunda
gercek diinyada karsilagtirmali siralamayi geger:

* Sabit-uzunluk anahtarlar her yerde: 32-bit IP adresleri, 64-bit timestamp’ler, sabit ID’ler —
hepsi u < n¢ kosulunu pratikte saglar (6rn. u = 232, n = 10° igin log u~log, 232 ~ 1.6,
yani 2 basamak yeter). Bu yiizden ag/log isleme boru hatlarinda radix sort dogal tercihtir.

* GPU siralama: Radix sort, karsilastirma yerine basamak sayimina (histogram) dayandigindan
paralellestirmesi kolaydir — her thread bir 6genin basamagini sayar, prefix-sum ile yerini bulur.
CUDA Thrust ve cuDF gibi kiitiiphanelerin varsayilan tam say1 siralamasi radix tabanlidir; merge
sort’un dallanmas1 GPU’da pahalidir, radix’in diiz histogrami degildir.
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14 Dogrusal Zamanli Siralama

Counting sort: her indekste gelis-sirali ZINCIR (sayma histogrami) - kararli O(n+u)

her indekste ZINCIR — dgeler gelis sirasiyla yigihir (sayma histogrami)

3c
'S
1b 3b
'S 'S
la 3a 5a
0 1 2 3 4 5
#0 #2 #0 #3 #0 #1
la 1b 3a 3b 3c 5a

0..u-1 zincirlerini sirayla oku -» KARARLI sirah ¢cikti - O(n + u)

Sekil 14.5: Counting sort (Ku §7, IMZA figiir): dogrudan erisim dizisinin sira-koruyan ikizi. u kova (burada
u = 6, indeks 0..5); her 6genin anahtari k, onu k. kovaya yollar. Dogrudan erigim sortundan farki:
her kovada tek 6ge degil bir ZINCIR (chain) tutulur ve 6geler gelis sirasiyla sona eklenir (amber
yukari-oklar gelis yoniinii gosterir). Girdi (3a, la, 3b, 5a, 1b, 3¢) — harfler esit anahtarlarin girdi
sirasini isaretler. Dagitimdan sonra zincirler sayma histogramidir: kova 1 = [1a, 1] (#2), kova
3 = [3a, 3b, 3c] (#3), kova 5 = [5a| (#1), gerisi bos. Ciktiy1 iiretmek i¢in zincirleri 0’dan v — 1’e
sirayla oku: [la, 1b, 3a, 3b, 3¢, 5a] — esit anahtarli 6geler girdi sirasini korur, yani siralama
kararhdir (stable). Toplam is = zincirlere n 6ge ekle + u kovay1 gez = O(n + u); u = ©(n) ise
lineer. Bu kararlilik, radix sort’un (Sekil 14.6) basamak-basamak dogru ¢alismasinin temelidir.
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14.9 Radix Sort

Radix sort: 17, 3, 24, 22, 12 — LSD - MSD kararli counting sort

Radix sort: base=5, 2 basamak : LSD - MSD kararl counting sort

girdi 17 3 24 22 12
[2] [31] [4] [2] [2]
counting sort
birler basamagi
(kararh)
17 22 12 3 24
[3] [4] [2] [0] [4]
counting sort
n'ler basamagi
(kararh)
sirah v 3 12 17 22 24

u =n~c - 2 basamak (sabit) » O(n) (lineer)

Sekil 14.6: Radix sort = counting sort + base-n basamaklar (Ku §8, IMZA 6rnegi 17, 3,24, 22,12; n = 5,
taban 5 — her say1 iki basamak). u = max +1 = 25 < n? oldugu icin Dog5 25| = 2 basamak
yeter. 1. gecis (LSD, birler basamagy): girdideki her sayinin en az 6nemli basamag1 (amber rozet
[dy]: 17=[2], 3=[3], 24=[4], 22=]2], 12=[2]) ile kararh counting sort — [17,22,12, 3, 24]. 2.
gecis (MSD, n’ler basamagi): bu kez en 6nemli basamak ([d, ]: 17=[3], 22=[4], 12=[2], 3=[0],
24=[4]) ile yine kararli counting sort — [3, 12,17, 22, 24] (amber, siral v'). Kararhlik sarttir: 2.
geciste n’ler basamagi esit olan (22 ve 24, ikisi de 4) 6geler 1. gecisten gelen birler sirasini korur
— tuple sort dogru ¢aligir. Her gecis O(n + base); sabit sayida gegis (u < n® — ¢ basamak),
base = n alimirsa toplam O(n) — do@rusal zaman, kargilagtirma sinir1 ©(n logn) agilir.
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* Veritaban / biiyiik veri: Spark, ClickHouse gibi sistemler tam say1/sabit anahtar kolonlarinda
radix veya hibrit (radix + merge) siralama kullanir; “anahtar kiigiik tam say1 m1?” sorusu siralama
planlayicisinin ilk kontroliidiir.

Tek ciimle: Anahtarlarin kiiciik tam sayt oldugunu bildigin an, radix sort hem asimptotik (O(n)) hem
donamm (GPU paralelligi) acisindan merge sort’u gecer.

14.10 Bu Dersin Ozeti

1. Karsilastirma modelinde siralama €2(nlogn)’dir: n! permiitasyon — n! yaprak — log(n!) =
O(nlogn).

Direct access array sort: benzersiz anahtar + kiigiik aralik — O(n + u); u = O(n) ile lineer.
Anahtar1 base-n basamaklara ayir (a = k//n, b = k mod n) — u < n? icin ikililer.

Tuple sort: basamaklar1 en az 6nemliden en 6nemliye, kararl1 siralamayla sirala.

Kararh (stable) siralama: esit anahtarlar girdi sirasini korur — tuple sort i¢in sart.

Counting sort: direct access + zincir (sira korur); kararli; O(n + u).

Radix sort: log u basamak, counting sort ile; u < n® ise O(n).

Nk wn

! Tek Bir Ciimle

Kargilagtirma n log n’de tikanir; ama anahtarlar kiigiik tam say1ysa, onlar1 indeks yapip (counting sort)
basamak basamak kararli siralayarak (radix sort) O(n)’e inilir.

Sekil 14.7 bu sigramay tek grafikte dzetler: Ders 4’iin 1 log n merge sort'undan, bu dersin O(n) radix
sort’una.

14.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Siralama alt stniriin neden Q(n log n) oldugunu, karar agaci + n! ile dzetle.

Cevap: Bir siralama, girdinin n! olas1 permiitasyonundan herhangi birini iiretebilmeli — karar agacinda
en az n! yaprak. Ikili agacin minimum yiiksekligi log(n!), ve en kotii durum karsilagtirma sayis1 =
yiikseklik. log(n!) > log((n/2)"/?) = (n/2) log(n/2) = ©(nlogn). Dolayisiyla her karsilagtirmali
siralama §2(n log n)’dir; merge sort bu sinira ulagtifi i¢in optimaldir.

1 Soru 2: Counting sort neden direct access array sort’tan daha geneldir?

Cevap: Direct access array sort, her indekste tek 6ge sakladigi icin benzersiz anahtar ister. Counting
sort, her indekste bir zincir (sira koruyan sequence yapisi) tutar; boylece tekrar eden anahtarlari geldikleri
sirada saklar. Bu hem tekrarli anahtarlari destekler hem de kararhlik saglar — ki radix sort’un ¢aligmast
icin bu garttir.
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14.11 Kontrol Sorulart

Siralamanin evrimi: Q(n log n) duvari - O(n) (anahtar = kulcuk int)

1600
== merge sort: n-logzn (karsilastirma, L3)

radix sort: 3-n = O(n) (klglk int anahtar, usn3)
1400 - model degisimi: karsilastirma — rastgele erisim (indeks)

1200 -

1000 -

800

islem sayisi

600

400- i n=9:radix < merge
¢ (lineer kazanir)

200 ~

25 50 75 100 125 150 175 200
n (6ge sayisi)

Sekil 14.7: Siralamann evrimi — maliyet duvarimn yikilisi. Slate egri: merge sort, n - log,, n (b6l-yonet +
two-finger merge, Ders 4/L.3) — kargilagtirma modelindeki §2(n log n) duvari, selection sort'un
©(n?)’sinden ¢ok daha iyi olsa da bu duvar1 asamaz. Amber cizgi: radix sort, 3 - n = O(n) —
anahtarlar kiiciik tamsay1 oldugunda (u < n3, yani ¢ = 3 sabit basamak) siralama dogrusal. Tki
egri n ~ 9’da kesisir (noktali amber dikey ¢izgi); otesinde radix sort merge sort’un altinda kalir,
yani dogrusal kazanir. Sigcramanin sebebi modeli degistirmektir: kargilagtirma yerine anahtar1
dogrudan indeks olarak kullanmak (counting/radix sort), karsilastirma alt stnirinin digina ¢ikmanin
tek yoludur. Bu figiir Ders 4’iin n log n merge sort'unu (bkz. Sekil 11.5) Ders 7'nin O(n) radix
sort’una (bkz. Sekil 14.6) baglar.
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1 Soru 3: Tuple sort’ta basamaklari neden en az 6nemliden en 6nemliye siralariz, tersi degil?

Cevap: En 6nemli basamak, son geciste siralanmali ki nihai sirada baskin olsun. Eger énce en 6nemliyi
siralarsak, sonra en az 6nemliyi siralamak onceki isi bozar (esitlikler yeniden dagilir). En az 6nemliden
baslayip en 6nemliyle bitirince, kararli siralama sayesinde en onemli basamakta esit olanlar 6nceki (az
onemli) siralamay1 korur. Bu yiizden hem sira (en az — en 6nemli) hem de kararhlik zorunludur.

1 Soru 4: Radix sort hangi kosulda O(n) olur? n*’e kadar anahtarlar icin ka¢ basamak gerekir?

Cevap: Radix sort O(n + n - log u)’dur. u < n (sabit ¢) ise log u = c sabittir — O(n) lineer.
n®’e kadar anahtarlar i¢in (u = n>): her anahtar1 base-n ii¢ basamaga ayiririz (log | n3 = 3, sabit). Ug
kararli counting sort gegisi, her biri O(n) — toplam O(3n) = O(n). Anahtarlar n’in bir polinomuyla
sinirh kaldik¢a radix sort lineerdir.

14.12 Egzersizler

Egzersiz 1. Stirling yaklagimini (n! ~ v/27n(n/e)™) kullanarak log(n!) = ©(nlogn)’i goster ve Bolim
2’deki (rn/2)™? alt simiriyla karsilastir.

Egzersiz 2. u = n? icin, radix sort'un iki basamakli (base-n) calismasini 17, 3, 24, 22, 12 iizerinde elle
yiiriit; her counting sort ge¢isinin ¢iktisini yaz.

Egzersiz 3. Bir siralamanin kararli olup olmadigini test eden bir 6rnek tasarla: ayn1 anahtarli ama farkli “yiik”
tasiyan Ogelerle. Selection sort kararli midir?

Egzersiz 4. Python’da counting sort’u tek basamak icin yaz ve sorted(..., key=...)’in kararliligtyla
kargilastir:

def counting sort(A, key, base):
chains = [[] for _ in range(base)]
for x in A:
chains[key(x)].append(x) # geldigi sirada ekle -> kararli
out = []
for chain in chains:
out.extend(chain)
return out

Egzersiz 5. Radix sort’un ¢alisma siiresi O(n - log ) i¢in, u = 232 (32-bit tam sayilar) ve n = 1000
oldugunda ka¢ basamak gerekir? Bu n log n’den iyi mi?

14.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 6 (L6): ikili Agaclar — Boliim 1
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14.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Erik Demaine ile, sirali diziyi (O(n) ekleme) ve hash tablosunu (worst-case O(n)) asan dengeli bir yapiya —
ikili agaclara — geciyoruz: tiim iglemler worst-case O(log ). (Not: ders akiginda araya Problem Oturumu

3 girer.)

Ders 6 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (counting sort) ¢oz.
+ Ug siralama yontemi (direct access — counting — radix) arasindaki iliskiyi ezberden anlat.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Anahtarlar kiiciik tam sayiysa, basamak basamak kararl siralayarak

O(n)’e inilir.”

14.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Siralama alt sinir1 Karsilagtirma modelinde Bol. 2
Q(nlogn); n! yaprak

Direct access array sort Benzersiz anahtar, kiigiik aralik; Bol. 3
O(n+u)

Base-n ayirma k=a-n+ba=k//n, Bol. 4
b=k modn

Tuple sort Basamaklar1 en az — en 6nemli,  BOl. 5
kararl sirala

Kararh (stable) siralama Esit anahtarlar girdi sirasin1 korur  Bol. 6

Counting sort Direct access + zincir; kararls; Bol. 7
O(n + u)

Radix sort log u basamak + counting sort; ~ Bol. 8

u<n®— 0(n)

14.15 Builder ve OMSCS Baglantilari

@6 koprii

Bu ders, “ne zaman karsilastirmadan vazgecilir” sezgisini kurar — kopriilerin 6zeti:

1. nlogn altsimir1 — teorik temel: hi¢bir karsilagtirmali siralama bunu gegemez; modeli degistirmek
(rastgele erisim) tek c¢ikis.

2. Counting/radix sort — biiyiik veri: sabit-uzunluk tam sayi/string anahtarlarda (IP, timestamp,
sabit ID) karsilagtirmali siralamay1 gecer; GPU ve veritabani siralamasi.

3. Kararh siralama — c¢ok-kolonlu siralama: SQL ORDER BY a, b, pandas sort_values — hep
kararli, en az 6nemliden uygulama mantigi.

4. Base-n ayirma — genel teknik: biiylik problemi sabit sayida kii¢iik parcaya bolmek (radix,
bucket, hash bolmeleri).

5. Direct access fikri — counting sort ve hashing ortak kokii: “anahtar = indeks” — arama ve
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14 Dogrusal Zamanli Siralama

siralamanin ayni sezgisi.
6. Polinom-sinirh anahtar — pratik kural: anahtarlar n° ile sinirliysa lineer sirala; degilse merge
sort’a don.

! Tek bir sey alip gideceksen

Kargilagtirma modelinde n log n bir duvardir — n! permiitasyon onu zorunlu kilar. Ama anahtarlarin
kiiciik tam say1 oldugunu bilirsen, onlar1 dogrudan indekse ¢evirip (counting sort) basamak basamak
kararli siralayarak (radix sort) duvari asar, O(n)’e inersin.
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15 Problem Oturumu 3

Ders 4-5’in uygulamast: hashing ve dogrusal siralamanin dort uygulamasi1 — indirgeme, degismez, radix
doniistimleri, two-finger ve kayan pencere

1 Oturum bilgisi

¢ Demaine’in videosu: YouTube — Problem Session 3 (=60 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 3

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 8 (Problem Oturumu 3)
* Hoca: Erik Demaine

¢ Okuma siiresi: =26 dk

15.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

Ugiincii problem oturumu (Erik Demaine), son iki haftanin konularini uygular: hashing (Ders 5) ve dogrusal-
zamanh siralama (counting/radix sort, Ders 4-5). Demaine, her problem icin izledigi yontemi acikca gosterir:
kelime problemini bigimsel bir algoritma hedefine cevir, fikirler iiret, sonra detaylar1 kontrol et. Bu ii¢ adimli
disiplin, dort problemin de ortak iskeletidir.

“convert the word problem into a concise formal algorithms thing... come up with ideas... check
the details.” — Demaine, 0:46

Iki anahtar ipucu tiim oturuma damga vurur (Sekil 39.1): bir problem ifadesinde “‘expected” (beklenen)
goriirsen rastgelelik s6z konusudur ve elindeki tek rastgelelik aract hashing’dir; “nice polynomial” (sabit
{islii polinom, u < n°¢) goriirsen radix sort dene. Dort problem birer “ifade — Yaklasim — Coziim —
Karmagiklik™ akigtyla islenir.

“‘expected’ is always a good keyword, because it means randomization is involved... the only
Sform of randomization you will use is essentially hashing.” — Demaine, 6:10

15.2 Problem 1: Hash Tablosundan Dizi

ifade. Bir hash tablosu (set: build O(n) beklenen, find O(1) beklenen, insert/delete O(1) beklenen amortize)
black box olarak verilir. Bununla bir dizi (sequence) kur: get/set_at O(1) beklenen, insert/delete_at O(n)
beklenen, insert/delete first/last O(1) beklenen amortize.
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15 Problem Oturumu 3

ipucu: 'expected'
(beklenen)

ipucu: 'nice polynomial’
(sabit Usld, u < n"c)

v

Problem Oturumu 3

hashing kull
— hashing tan (Ders 4-5 uygulamasi)

— radix sort dene

v i v

Problem 1 Problem 3
Hash Tablosundan Dizi Kiip Toplami

Problem 2
Critter Sort (4 anahtar)

Problem 4
Poker (Sliding Window)

Sekil 15.1: Problem Oturumu 3’iin kavram haritasi: kok (PS3) dort probleme dallanir ve iki anahtar ipucu
diiglimii tiim ara¢ secimini yonlendirir. Problem 1 hash tablosundan dizi kurar (indirgeme +
degismez); Problem 2 dort farkli anahtar1 dogrusal siralar (radix doniistimleri); Problem 3 kiip
toplamini ¢cozer (hash vs two-finger); Problem 4 poker ellerini sayar (kayan pencere + frekans
tablosu). Soldaki iki ipucu — ‘expected’ bekleneni goriince hashing, ‘nice polynomial’ sabit iislii
polinom goriince radix sort — Demaine’in problem ifadesinden araca giden terciime kuralidur.

@ Yaklagim — Indirgeme (reduction): diziyi set’e cevir

Bu bir indirgemedir (reduction): sequence problemini, ¢6ziimiinii zaten bildigimiz set problemine
ceviriyoruz. Ik hamle, zorluklar1 ayirmakur. insert_at/delete_at icin O(n) biitgesi var — her
seferinde tiim yapiy1 yeniden kurmak serbest. Asil ustalik gerektiren kisim, uglardaki (O(1) amortize)
islemlerdir; orada bir indeks hilesi gerekir.

“this is what we call a reduction... we’re reducing the sequence problem to the set problem.” —
Demaine, 3:17

Coziim. Anahtar fikir: her 6geye anahtar = siradaki indeksi ver, boylece set’te saklanabilir.

» get_at(i): find(first + i).value.set_at(i, x): find(first + 1) ile nesneyi bul, value’sunu x yap.
O(1) beklenen.

* insert/delete_at(i): iter ile 63eleri bir diziye ¢ikar, kaydir, build ile yeniden kur. O(n) — biitge i¢inde.

* insert/delete_last: anahtar = first + length (veya first + length - 1). O(1).

* insert/delete_first: sorun — indeks 0’a eklemek tiim anahtarlar1 kaydirir (O(n)). Coziim: bir first
degiskeni tut (en kiiciik anahtar); basa eklerken first’ii azalt (negatif anahtarlara izin ver). Indeks i
artik first + 1 anahtarina eslenir.

Asagidaki 6zet, motorun (HashSequence) cekirdek mantigim gosterir: first degiskeni ve insert_first’iin
first’ii azaltisi, insert_at’in iter + build ile yeniden kurmasi.

class HashSequence:
def _ init_ (self, iterable=()):
self. d = {}
self. first = 0
self.build(iterable)

# diziyi black-box set'e indirger

# set: anahtar -> deger
# en kiiclik anahtar (negatif olabilir)
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15.3 Problem 2: Critter Sort

def get at(self, i):
return self. d[self. first + i] # find(first+i) — 0(1) beklenen

def insert_first(self, x):

self. first -=1 # basa ekle: first AZALIR (negatif anahtar)

self. d[self. first] = x # 0(1) — hi¢bir sey kaymaz

def insert last(self, x):
self. d[self. first + len(self. d)] = x # anahtar = first + length — 0(1)

def insert_at(self, i, x):

items = self.to_list() # iter ile ¢ikar — 0(n)
items.insert(i, x)
self.build(items) # yeniden kur — O(n), bilit¢e iginde

Bu, bir degismez (invariant) dogurur: anahtarlar her zaman firstile first + length - 1 arasindadir.
Demaine, degismez yazmanin veri yapisinin neden dogru oldugunu gosterdigini vurgular; dogruluk her iglemin
degismezi korudugunu gostererek tiimevarimla ispatlanir. Sekil 15.2 bu degismezin build » insert_first
-» insert_last - delete_first boyunca nasil korundugunu adim adim izler.

“This is what we call an invariant. Useful to write these things down so you can understand...
why is your data structure correct?” — Demaine, 26:23

Karmagiklik. get/set_at O(1) beklenen, insert/delete_at O(n) beklenen, ug islemleri O(1) beklenen amortize.
(Negatif anahtarlar, ¢ift-katlama “folding” hilesiyle non-negatife eslenebilir.)

15.3 Problem 2: Critter Sort

Ifade. n nesneyi dort farkli anahtar tiiriine gére sirala; her biri icin en hizli dogru algoritmay bul. (a) tam
sayilar —n..n; (b) 26-harfli, uzunlugu < 10 - log n olan string’ler; (c) tam sayilar 0..n?; (d) rasyoneller w/ f,
0<w< f<n?

@ Yaklasim — Her Anahtari radix sort’un Kabul Ettigi Tamsay1ya Déniistiir

Hepsinde radix sort denenir, ama her biri bir doniisiim ister: radix sort yalnizca 0..« — 1 araliginda
tamsay1 anahtar alir ve dogrusal kalmasi igin u < n° (sabit iislii) olmalidir. Is, her anahtar tiiriinii bu
kaliba sokan dogru doniisiimii bulmaktir — negatifi kaydir, string’i tek sayiya cevir, rasyoneli capraz
carp veya Olcekle.

Coziim. Dort sik:

* (a) —n..n: Negatifleri “folding” ile araya serpmek siray1 bozar (Demaine’in 6zellikle uyardigi tuzak).
Dogru hamle: her anahtara n ekle — 0..2n. Radix sort, v = 2n + 1 — dogrusal.
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15 Problem Oturumu 3

Hash tablosundan Sequence: indeks i - anahtar (first + i)

set'teki anahtar = siradaki konum; insert_first negatif anahtara izin verir (first——)

build X

anahtarlar = {0 .. 2}

insert_first w X Yy z

-2 -1 V] 1 2 3
anahtarlar = {-1 .. 2}
insert_last w X y z \"
-2 -1 0 1 2 3
anahtarlar = {-1.. 3}

delete_first X V' z \'
-2 -1 0 1 2 3

anahtarlar = {0 .. 3}

first=0 - n=3
[x, y, z] kur - anahtarlar 0..2

first=-1 - n=4
w basa - first=—1, anahtar —1 eklendi

first=-1 - n=5
v sona — anahtar 3 = first+n eklendi

first=0 - n=4
ilk (anahtar —1) at - first=0, anahtarlar 0..3

degismez: anahtarlar TAM OLARAK first .. first+n—1 (her islemden sonra korunur - Demaine 26:23)

Sekil 15.2: Hash tablosundan Sequence INDIRGEMESI + degismez (invariant) izi — Problem 1. Anahtar
ekseni —2..4 (7 hiicre); indeks i — anahtar (first + i) eglemesi. Satir 1 build [x,y,z]: anahtarlar
0..2, first=0. Satir 2 insert_first(w): w basa eklenir, first —1’e iner ve —1 anahtar1 dogar (amber)
— hicbir sey kaymadan O(1). Satir 3 insert_last(v): v sona eklenir, anahtar 3 = first+length
dogar (amber). Satir 4 delete_first: en kiiciik anahtar (1) atilir, first 0’a doner. Her satirin
altindaki amber kogeli parantez degismezi gosterir: anahtarlar her iglemden sonra TAM OLARAK
first..first+n—1 araligin1 doldurur — bosluk yok, tasma yok. Bu, veri yapisinin dogrulugunu

tiimevarimla garanti eder (Demaine 26:23).
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15.4 Problem 3: Kiip Toplami

* (b) String’ler: Her harfi bir basamaga esle, sonra tiim string’i base-n tek sayiya cevir (en onemli harf
en yliksek basamak; kisa string’leri sonda doldur). String uzunlugu 10 - log n olsa da, base-n radix
sort her counting-sort gecisinde log n harfi birden isler — yalnizca 10 gegis (v = n'?) — dogrusal.
(Harf-harf base-26 tuple sort olsayd1 log n gecis gerekir = n log n, yavas.)

“Tuple sort is the thing... sort by the last thing, then sort by the previous thing... You can also
think of this as radix sorting on a number written in base 26.” — Demaine, 33:53

* () 0..n?%: Dogrudan radix sort (iki counting-sort gegisi, © = n?) — dogrusal.

* (d) Rasyoneller w/ f: Iki yol. (1) Merge sort + capraz carpim: w; / f; ile w;/ f,’yi kiyaslamak igin
bolme yerine w; - fj ile w, - f;’yi kargilagtir (paydalar pozitif oldugundan isaret korunur) — O(nlogn).
(2) Dogrusal: iki farkli oran en az 1/n* uzaktadir (|w, f; — w; f;| > 1, payda < n*); her oram n* ile
olgekleyip tabana yuvarla (w; - nt // f;) — farkli oranlar farkli tamsayilara gider; w; < f; oldugundan
anahtarlar |w;, - n*/f;] < n?*, yani u < n* (bslmeden 6nceki ara carpim w; - n* bile < n% — her iki
sinir da sabit-iislii), radix sort — dogrusal.

“Merge sort is always a good answer. It’s not the best answer.” — Demaine, 40:43

@ Builder Notu — pad degeri harf kodlarindan KUCUK olmali

Sik (b)’de Notion harfleri 0..25’e eslemeyi Onerir, ama kisa string’leri sonda pad ile doldururken dikkat
gerekir: pad =0 ve 'a' = 0 olsaydi ab ile aba ayn1 sayiya giderdi (ab + pad = ab + a), leksikografik sira
bozulurdu. Motor bu yiizden harfleri 1..26 kodlar ve pad = 0 kullanir (taban 27) — pad tiim harflerden
kiigiik kaldigindan ab < aba korunur. ifade diizeyinde baglayici olan, leksikografik dogru siralamadir;
kodlama detay1 ona hizmet eder.

Karmagiklik. (a), (b), (c) dogrusal; (d) merge sort ile O(n logn) veya dlgekleme + radix sort ile dogrusal.

15.4 Problem 3: Kip Toplami

ifade. n tam say1 (kiip kenar uzunluklar) verilir; toplami h olan iki say1 bul. (a) tam ¢6ziim, dogrusal beklenen
zaman. (b) tam ¢ift yoksa h’ye en yakin kiiciik(-esit) cifti, dogrusal en-kotii-durum zamaninda bul.

@ Yaklasim — ‘expected’ — hash, ‘en-kétii-durum’ — radix + two-finger

Iki g1k iki ipucuyla ayrisir. (a) “beklenen” gecer — randomizasyon — hashing. (b) “en-kétii-durum”
gecer — hash yasak (worst-case garantisi yok); ama h = 600 - n% sabit bir polinomdur — radix sort
ipucu, ardindan sirali dizide two-finger ile ¢ift arama.

Coziim.

(a) Hash ile: Tiim sayilar1 bir hash tablosuna koy (build O(n) beklenen). Sonra her s, igin find(h - s_i)
¢agir — n ¢agri, her biri O(1) beklenen.

“Subtract h from si and see whether that exists.” — Demaine, 1:00:38
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15 Problem Oturumu 3

(b) Two-finger ile: Once h’den biiyiik tiim sayilar1 at (asla ¢oziimde olamazlar, sayilar negatif degil). Kalanlar
< h oldugundan radix sort’la sirala (dogrusal). Sonra iki parmak: i = 0 (en kiiciik), j = son (en biiyiik).
s; +8; > hise j—— (toplam ¢ok biiyiik); < & ise aday listesine kaydet ve i++ (daha biiyiik toplam dene).
Her parmak diziyi yalnizca bir kez kateder.

“The two-finger algorithm... This is the big idea. You're doing it all the time in this class.” —
Demaine, 1:10:34

Sekil 15.3 bu izi [21, 5, 13, 8, 2, 34] girdisi ve h = 30 iizerinde gosterir: 34 > 30 olduundan elenir, kalanlar
siralt [2, 5,8, 13, 21] olur. Iki parmak 4 adimda ilerler; en iyi aday (29, 8,21), yani 8 + 21 = 29 < 30
— h’yi gecmeyen en biiyiik ¢ift. Dogruluk bir degismezle ispatlanir: her adimda, j nin sagindaki ve i’nin
solundaki tiim ciftler ya ¢ok biiyliktiir ya da goriilen en iyi adaydan kiiciik-esittir.

Karmagiklik. (a) dogrusal beklenen (hash); (b) dogrusal en-kétii-durum (radix sort + two-finger). ikili-arama
yaklagimi O(n logn) verirdi.

15.5 Problem 4: Poker — Kayan Pencere ve Frekans Tablosu

ifade. n kartlik bir deste (her kartta 26 harften biri). Bir “el” = i. konumdan baslayip dongiisel k kart al, sonra
sirala. (a) Iki indeks i, j icin ellerin esit olup olmadigim sabit zamanda soyleyen bir yap1 kur. (b) En sik
goriilen eli bul.

@ Yaklasim — Sirali el = frekans tablosu; pencereyi O(1)’de kaydir

El siralandigindan, hangi harfin nerede oldugu degil, her harften kag¢ tane oldugu 6nemlidir. 26 harf
oldugundan her el bir frekans tablosuyla (26 say1) temsil edilir. Bu tablo, base-(n + 1) yazilmig 26
basamakl1 bir sayidir; u = (n + 1)25 sabit iislii bir polinomdur — radix sort uygulanabilir. Ardigik eller
bir kart farkiyla aktigindan, tablo her seferinde sifirdan degil kayan pencere ile O(1)’de giincellenir.

Coziim.

(a) Kayan pencere (sliding window): 1k k kartin frekans tablosunu hesapla (26 sayim). Pencereyi bir kaydur:
¢ikan kartin sayacini azalt, giren kartin sayacini artir = O(1)’de bir sonraki elin tablosu. Her i i¢in tabloyu
kopyala (26 say1, sabit). Iki eli kargilagtirmak = 26 say1y1 karsilastirmak — O(1).

“It’s called a sliding window technique, where you compute it for the first k guys. And then you
remove this item and add this item.” — Demaine, 1:24:21

Asagidaki 6zet, motorun (hand_tables) kayan pencere ¢ekirde8ini gosterir: ilk el O(k), her sonraki el
cikan/giren tek kartla O(1).

def hand_tables(deck, k): # her i ig¢in donglisel k-kartlik el
n = len(deck)
freq = [0] * 26 # 26 harf » frekans tablosu
for t in range(k):
freq[deck[t]] += 1 # ilk el — O(k)

tables = [tuple(freq)]
for i in range(1, n):
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15.5 Problem 4: Poker — Kayan Pencere ve Frekans Tablosu

iki parmak (two-finger): her parmak diziyi BiR kez kateder -» O(n)

i sola-saga kayarken j yalniz sola kayar - kip toplami = h (toplami h'yi gecmeyen en bliylik ¢ift)

> h=30
ham girdi 21 5 13 8 2 |—34— h=30 izerielenir
radix sort » O(n)
sirali 2 5 8 13 21
0 1 2 3 BT
v
Adim 1 2 5 8 13 21 2 +21 =23 = 30- aday, i++
0 1 2 3 J34
v
Adim 2 2 5 8 13 || 21 5+ 21 =26 = 30> aday, i++
o T ra 3 124
¥ AENiYi
Adim 3 2 5 8 13 21 8 + 21 =29 = 30 - aday, i++
0 1 2 3 )24
v
Adim 4 2 5 8 13 21 13 + 21 =34 > 30 - i fazla, j--
0 1 2 3 4

best = (toplam=29, kicuk=8, buyuk=21)

h'ye en yakin-kiclk(-esit) cift

Sekil 15.3: Iki parmak (two-finger) kiip toplami izi — Problem 3b IMZA figiirii. Ham girdi
[21,5,13,8,2,34], hedef h = 30. 34 > h oldugundan elenir (iizeri ¢izili); kalanlar radix sort
ile sirali [2, 5,8, 13, 21] olur. Sol parmak i (amber) en kiigiikten, sag parmak j (koyu amber) en
biiyiikten baglar. Adim 1 (2 + 21 = 23 < 30): aday, i++. Adim 2 (5 + 21 = 26 < 30): aday,
i++. Adim 3 (8 + 21 = 29 < 30): EN 1YI aday, i++. Adim 4 (13 + 21 = 34 > 30): toplam
fazla, j—. Sonug best = (29, 8, 21) — h’yi gecmeyen en biiyiik ¢ift. Her parmak diziyi yalmiz bir
kez katettigi i¢in toplam O(n) (ikili-arama O(n log n) yerine).
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15 Problem Oturumu 3

freq[deck[i - 1]] -= 1 # ¢ikan kart: -1 (kayan pencere)
freq[deck[(i + k - 1) % n]] += 1 # giren kart: +1 (donglisel)
tables.append(tuple(freq)) # bir sonraki el — 0(1)

return tables

(b) En sik el: Tiim frekans tablolarini (her biri (n + 1)26 aralifinda bir say1) radix sort ile sirala (dogrusal,
sabit iislii polinom). Tek bir taramayla esit ardisik gruplar1 say — en sik (ve istenirse leksikografik en iyi) eli
bul.

Sekil 15.4 buizideste abacba (n = 6, k = 3, dongiisel) lizerinde gosterir: el0 — ell gecisinde ¢ikan a
(-1), giren c (+1). Eller arasinda el0, el4 ve el5 ayni tabloya (a:2, b:1) sahiptir; bu ti¢ tekrar onu en sik el (3
kez) yapar.

Karmagiklik. (a) yap1 kurma O(n) (kayan pencere), karsilagtirma O(1); (b) radix sort + tarama — O(n).

15.6 Ne Ogrendik?

I Alt Taginabilir Arag

Bu oturum, Ders 4-5’in teorisini dort somut problemde uygulad: ve alt1 taginabilir ara¢ kazandirdi:

1. Reduction (indirgeme): bir problemi (sequence), ¢coziimiinii zaten bildigimiz bagka bir probleme
(set/hash) cevirmek.

2. Invariant (degismez): veri yapisinin dogrulugunu tiimevarimla garanti eden, her islemde korunan
kosul (first..first+length-1).

3. “Expected — hashing, polynomial — radix sort”: problem ifadesindeki kelime ipuclarini araca
cevirmek.

4. Radix sort doniisiimleri: negatife n ekle, string’i base-n sayiya ¢evir, rasyoneli ¢capraz ¢arp veya
Olcekle-yuvarla.

5. Two-finger: sirali dizide, monoton ilerleyen iki parmakla O(n) ¢ift arama (ikili-aramanin
nlogn’ini geger).

6. Sliding window + frequency table: sabit alfabe (26) — her pencereyi O(1)’de giincelle; sirali
eli 26 sayiyla temsil et.

15.7 Sonraki

Ders 6 (L6) — Ikili Agaglar, Boliim 1

Sirada Ders 6 (L6): ikili Agaclar — Béliim 1 var — Erik Demaine ile, sirali diziyi (O(n) ekleme) ve
hash tablosunu (worst-case O(n)) agan dengeli bir yapiya — ikili agaclara — geciyoruz: tiim iglemler
worst-case O(log n). Bu oturumdaki degismez (invariant) ve two-finger sezgileri, aga¢ islemlerinin
dogrulugunu kurarken dogrudan isine yarayacak.
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15.7 Sonraki

Kayan pencere (sliding window): her el bir 6ncekinden O(1) — cikan -1, giren +1

desteabacba(n=6, k=3, DONGUSEL) - el0 = el4 = el5 - en sik el (3 kez)

deste falblalc]b|a
« Kd
1 2 o] 4 5
alb|c
a b a 210 = en sik el
ctkan a: -1 giren c: +1
el0 - ell:
0O(1) guncelleme
b
i |bflafe] Fin
alb|c
o2 ajlc]lb] 1
alb|c
o3 clvfal 311
alb|c
b a a 210 = en sik el
alb|c
a a b 2(10 = en sik el

iki eli karsilastirmak = 26 sayiyi karsilastirmak = O(1) (sabit alfabe)

Sekil 15.4: Kayan pencere (sliding window) + frekans tablosu izi — Problem 4. Deste abacba (n = 6,
k = 3, DONGUSEL); soluk serit sagda dongiisel sarma kopyasidir. Her el igin yalmz a/b/c
slitunlart gosterilen mini frekans tablosu (26 sayidan ilgili iicii) sagda yer alir. el0 — ell gegisinde
cikan kart a (-1, soluk daire) ve giren kart c (+1, amber daire) tabloyu O(1)’de giinceller —
sifirdan saymaya gerek yok. el0, el4 ve el5 ayn1 tabloya (a:2, b:1) sahiptir (amber cergeveli) — en
sik el (3 kez). iki eli karsilastirmak = 26 say1y1 karsilastirmak = O(1) (sabit alfabe).
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15 Problem Oturumu 3

@ Builder Notu — reduction = adapter pattern; sliding window = stream processing

Iki arac, yazilim miihendisliginde dogrudan karsilik bulur. Reduction, bir API'yi bagka bir API iizerine
kurmaktir: tipki bir adapter pattern’in mevcut bir arayiizii (set) beklenen bir araylize (sequence)
sarmasi gibi — yeni mantik degil, mevcut yetenegin yeniden paketlenmesi. Sliding window ise stream
processing’in kalbidir: sonsuz/uzun bir akista sabit boyutlu pencerenin 6zetini her adimda sifirdan degil
artimli (¢ikan —, giren +) giincellemek. CNN konvoliisyon kernel’i de sabit bir pencereyi goriintii izerinde
gezdirir — ama paylasilan yalnizca pencere geometrisidir: konvoliisyon her konumda dot-product’
sifirdan hesaplar; bu dersin yiik tagiyan 6zelligi olan O(1) artimh giincelleme ise stream/windowed-
aggregation tarafina 6zgiidiir.
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16 ikili Agaclar — Béliim 1

Diigiim + parent/left/right isaret¢ileri, kok/yaprak, derinlik vs yiikseklik, ortiik traversal sirasi, O(h) islemler
(subtree_first/successor/insert_after/delete) ve BST 6zelligi (sequence vs set)

1 Boliim bilgisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 6: Binary Trees, Part 1 (=51 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 6: Binary Trees, Part 1

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 9 (L6)
¢ Hoca: Erik Demaine

¢ Okuma siiresi: =25 dk

16.1 Bu Derste Ne Var?

Bugiine dek gordiigiimiiz yapilarin higbiri her geyi iyi yapmiyor: bagh liste ortaya ekler ama ortaya O(n)’de
ulagir; dizi ortaya ulagir ama eklerken kaydirir; hash tablosu find yapar ama find_prev/find_next’te kotiidiir.
Erik Demaine’in deyisiyle, ikili agaclar neredeyse her igslemi O(log n)’de yapan “gérdiigiimiiz en giiglii veri
yapisidir”.

Bu ders (Boliim 1) tiim iglemleri O(h) (h = agacin yiiksekligi) yapar; bir sonraki ders A = O(log n) garantisini
ekler.

Ug temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. ikili agac yapis1 — diigiim (item + parent/left/right), kok, yaprak, traversal (gezis) sirast.
2. O(h) islemler — subtree_first, successor, insert_after, delete; hepsi yiikseklikle sinirli.
3. BST ozelligi — sirali anahtarlarla, agac ikili aramay1 dinamik olarak destekler (find, find_prev/find_next).

“today we are doing some of the coolest data structures we will see in this class, maybe some of
the coolest data structures ever — binary trees.” — Demaine, 0:18

@ Builder Notu — iki Diinyanin Kopriisii

Ikili agac, simdiye dek gordiigiimiiz iki diinyanin giiclii yanlarim dinamik olarak birlestirir: bagl listenin
esnek degistirmesi + sirali dizinin hizli aramasi.

* Geriye — Ders 2-5: agac, bagli listenin (esnek ama yavas erisim) ve sirali dizinin (hizli arama
ama statik) giiclii yanlarim birlestirir — birinin zaafi 6tekinin giiciidiir.
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https://www.youtube.com/watch?v=76dhtgZt38A
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-6-binary-trees-part-1/

16 Ikili Agaclar — Béliim 1

Ders 9 (L6): ikili Agaclar —
— Boliim 1 —

B Agtk soru: h nasil kigik
Ikt agag yapist ¢ ¢
AR Traversal siras1 GRTUK Kalir?
diigiim = item + o(h) dort istem " _, Sequence vs Set
sol - diigiim — sag + Ders 10: AVL (dengeli
parent/left/right / — o
_— agac
— — 7
~ /
\ \ Y
set: tra n

Derinlik / yikseklik

. X insert_after
koke kenar / en derin sequence: traversa l=sra | anal htar

i successor.sol ol

BST dzelligi

yapraga kenar

Sekil 16.1: Ders 9’un (L6) kavram haritasi: ikili aga¢ yapisindan (diigiim = item + parent/left/right) O(h) dort
temel igleme (subtree_first — successor — insert_after — delete), in-order traversal sirasinin
ORTUK temsiline (asla diziye yazilmaz) ve ayn1 agacin iki arayiiziine — sequence (traversal =
sira) ve set (traversal = artan anahtar, BST 6zelligi). Geriye kalan tek soru, yiiksekligi h’yi nasil
kiiciik (log n) tutariz — bu agik diigiim Ders 10°da AVL ile kapanir.

* Geriye — Ders 4 (ikili arama): BST de find, sirali dizideki ikili aramanin agag iizerindeki halidir
— ama ekleme/silme artik kaydirma degil, O(h) isaretgi isi.

« Tleriye — veritabam: B-tree / B+-tree indeksleri tam bu fikrin disk-dostu genellemesidir; ¢ogu
SQL motorunun varsayilan indeksi bir dengeli agactir (B-tree).

» Tleriye — Ders 10 (denge): bugiin h herhangi bir sey olabilir (kotii agagta O(n)); sonraki ders
AVL ile h = O(logn) garanti eder.

Tek ciimle: Ikili agag, sirali bir diizeni “kafadaki” traversal sirastyla temsil edip, tiim islemleri agag
viiksekligi h ile suurlar — yeter ki h kiiciik (logn) kalsin.

16.2 Hedef: Tiim islemler O(log n)

Iki arayiizii hatirla: dizi (sequence) — ortaya ekle/sil, i. dgeye eris; kiime (set) — anahtarla ara,
find_prev/find_next. Simdiye dek higbir yap: bunlarin hepsini verimli yapmadi. Ikili agaglarin hedefi:
build/iterate digindaki tiim iglemleri O(logn) (uglarda sabit-zamanli bagl liste/dinamik diziden bir log faktor
geride, ama her yerde hizl).

Bugiin bu iglemleri O(h) (h = yiikseklik) yapacagiz; h’yi log n’e baglamak sonraki dersin isi. Sekil 16.2 bu
“O(h) iyi mi kétii mii?” sorusunu somutlastirir: aym 7 63e, zincir aagta h = 6, dengeli agagta h = 2.

16.3 ikili Aga¢ Nedir?

Bir ikili agac, dairelerle ¢izdigimiz diigiimlerden (node) olusur. Her diigiim bir item ve li¢ isaretci tutar:
node.parent, node.left, node.right. Cizimde cift yonlii (parent <+ child) baglar oldugundan oklar yerine
diiz ¢izgiler kullanilir.

* Kok (root): parent’1 olmayan tek diigiim.

* Yaprak (leaf): cocugu olmayan diigiim.
* Degismez: node.left.parent == node (ve right i¢in de) — parent, left/right isleminin tersidir.
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16.3 Ikili Agac Nedir?

O(h) iyi mi kétii mi? - h'ye bagh

Zincir agag Dengeli agacg
(yalniz sag ¢ocuklar) (3 seviye)
3
ayni ogeler / \
yenlde&dengele 1 5 h=2= “092 7]
0 2 4 6
h=6=n-1

bagh liste gibi — ayni 7 6ge, ayni traversal —

TUM-Oth)-islemler-Ofn)e-diiser yalniz SEKiL-farkh

Acik soru: h'yi kim KUCUK tutar? - Ders 10: AVL (kendini dengeleyen agac)

Sekil 16.2: O(h) iyi mi koétii mii? — tamamen h’ye bagli. iki panel AYNI 7 &geyle (0..6) ¢izilir. Sol
— zincir agac (yalniz sag cocuklar, build_chain_tree(7)): bagh liste gibi diiz iner, h =
6 = n — 1 (motor hesapli, EXACT); tim O(h) islemler O(n)’e diiser. Sag — dengeli agac
(build_balanced_tree([@..6]), sirali listeyi ortadan bdl): yalmzca 3 seviye, h = 2 =
[log, 7] (motor hesapli, EXACT). Iki agacin in-order traversal’t AYNI [0, 1,2,3,4,5,6] —
yalmz SEKIL farkli. Agik soru: /’yi kim kiiciik tutar? — Ders 10: AVL (kendini dengeleyen agac)
bu diiglimii kapatir.
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16 Ikili Agaclar — Béliim 1

“with binary trees, because we use two types of next pointers — left and right — we can build a
tree, and trees in general can have logarithmic height.” — Demaine, 8:37

Sekil 16.3 bu anatomiyi tek bir 6rnek agagcta toplar: diigim yapisi, kok/yaprak ve derinlik ile yiiksekligin
gorsel ayrima.

ikili agac anatomisi: digiim (item + parent/left/right) - kék/yaprak - derinlik vs yiikseklik

diigiim = item + 3 isaretci
node.item
APparent

koék (parent yok)
v

D

B / h(kék) = 2

Y N\ d

left right o kék = D
wo@ B ©

yapraklar A - C - E - G (¢ocuk yok)

derinlik (koke)

yukseklik (asagi)

derinlik = digimden koke kenar sayisi - ylkseklik = en uzun asagi yol - agacin yuksekligi = kok yiksekligi = h

Sekil 16.3: Ikili aga¢ anatomisi (L6 §2/§4): deterministik ornek aga¢ (D kok; in-order traversal
A,B,C,D,FE,F,G; h = 2).Orta: 7 daire diigiim + diiz ¢izgi kenarlar (ok yok — ¢ift yonlii
parent<>child bag1); kok D amber gerceveli (parent yok), yapraklar A, C', E', G (¢ocuk yok). Sol
yakin ¢ekim: B diigiimii = item + 3 isaret¢i (parent yukart, left/right agag1). Sag: iki yol kiyaslanir
— A igin derinlik (slate kesikli, A — B — D, kike 2 kenar, d(A) = 2) ve kok D igin yiikseklik
(amber, D — F' — @, en derin yapraga 2 kenar, h = 2). Agacin yiiksekligi = kok yiiksekligi =
h; bugiinkii tiim islemler O(h).

16.4 Neden iki isaretci?

Bagl liste diigiimiiniin tek “sonraki” isaret¢isi vardir — yalnizca bir liste kurabilir, ortadaki diigiimiin derinligi
lineerdir (oraya ulasmak O(n)). Ikili agac iki tiir sonraki isaretgi (left, right) kullandigindan bir agag kurabilir;
agaclar logaritmik yiikseklikte olabilir, boylece kdkten herhangi bir diigiime yalnizca log n adimda ulagilir.
Iki diinyanin en iyisinin sirr1 budur.

16.5 Tanimlar: Alt Agac, Derinlik, Yiikseklik

* Alt agac (subtree of x): x ve tiim torunlar1 (descendants); x o alt agacin kokiidiir.
* Derinlik (depth): x’ten koke giden yoldaki kenar sayis1 (x’in atalarinin sayisi). Kokiin derinligi 0.
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16.6 Traversal (Gezis) Strast

* Yiikseklik (height): =’in alt agacindaki en uzun asagi yoldaki kenar sayisi (= alt agactaki maksimum
derinlik). Yapraklarin yiiksekligi O.

“height of a node is the number of edges in the longest downward path.” — Demaine, 13:03

Agacin yiiksekligi = kokiin yiiksekligi = /. Bugiinkii tiim iglemler O(h) olacak; kétii bir agag (sadece sag
isaretciler kullanilan, baglh liste gibi) O(n) yiikseklige sahip olabilir — bundan ka¢inmak sonraki dersin
konusu (bkz. Sekil 16.2).

16.6 Traversal (Gezig) Sirasi

Agacta dogal bir diizen vardir: traversal siras (in-order). Ozyinelemeli tanim: her diigiim icin, node.left
alt agacindaki diigiimler x’ten dnce, node.right alt agacindakiler sonra gelir.

“the nodes in x.left are before x, and the nodes in x.right come after x.” — Demaine, 18:24

Gezig algoritmasi: sol alt agaci gez — z’i ¢ikar — sag alt agaci gez (tiim agag icin O(n)). Kritik: bu
sira asla agik¢a hesaplanmaz — diziye yazilamaz (ortaya ekleme O(n) olurdu). Sira her zaman oriiktiir,
“kafamizdadir”; agag¢ yapisi onu ortiik olarak kodlar.

“the traversal order is never explicitly computed... it’s always implicit, in our heads.” — Demaine,

30:37

Sekil 16.4, 6rnek agacin bu ortiik sirasini (altta hayalet bir dizi olarak) ve diigtimlerden o diziye inen kesikli
oklar1 gosterir.

@ Builder Notu — Ortiik Diizen, Range Scan ve Lazy Temsil

Traversal sirasinin asla diziye yazilmamasi, bir veri yapisi tasarim ilkesinin saf halidir: pahali bir
gosterimi agikca tutmak yerine, ucuz giincellenebilir bir yapiyla ortiik temsil et.

* DB indeks BETWEEN / range scan: Bir B-tree indeksinde WHERE x BETWEEN a AND b sorgusu,
tam olarak in-order traversal’in bir pargasini yiiriir — a’y1 bul, successor zinciriyle b’ye kadar git.
Siral1 sonug “kafadaki” diizenden okunur, ayrica tutulan bir sirali dizi yoktur.

e Sirah yineleme (ordered iteration): Bir set’i artan sirada gezmek (SELECT ... ORDER BY
indeks iizerinden) agacta dogal O(n) traversal’dir; ekstra siralama maliyeti yoktur ¢iinkii diizen
yapida zaten kodludur.

* Lazy temsil genel ilkesi: “Materialize etme, gerektiginde iiret” — sirali dizi (eager) yerine
agag (lazy) se¢mek, ortaya ekleme/silmeyi O(n)’den O(h)’ye diigiiriir. Ayn1 sezgi: streaming
iterator’lar, generator’lar, sanal DOM dift’leri.

Tek ciimle: Ortiik traversal, “sirali goriinmek” ile “sirali dizi tutmak” arasindaki farktir — birincisi
O(h) de giincellenir, ikincisi O(n) de.
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16 Ikili Agaclar — Béliim 1

In-order traversal: agacin ORTUK sirasi (sol - diigiim - sag)

kék

traversal

sirasi A B C D E F G
(in-order)

Bu dizi ASLA acikca kurulmaz — sira ORTUKTUR, isaretcilerde yasar.

"the traversal order... is always implicit, in our heads." — Demaine 30:37

Sekil 16.4: In-order traversal: agacin ORTUK siras1 (L6 §5; sol — diigiim — sag). Ustte rnek agac (7 diigiim,
kok D); her diigiimiin tist-saginda amber sira rozeti (A—1, ..., G—7). Altta hayalet bir dizi
seridi [A][B][C][D][E][F][G] — kesikli ¢erceveli, ¢iinkii bu dizi ASLA gercekten kurulmaz;
her diigiimden kendi hiicresine ince kesikli slate ok iner. Vurgu (amber kutu): sira ORTUKTUR,

isaretcilerde yasar — diziye yazmak ortaya eklemeyi O(n) yapardi, agacin tiim amaci tam da
bundan kaginmaktir (Demaine 30:37).
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16.7 subtree_first ve successor

16.7 subtree_first ve successor

Iki temel sorgu (ikisi de O(h)):

* subtree_first(node): Bir alt agacin traversal sirasindaki ilk diigimii. Tanim geregi sol her zaman
once gelir — miimkiin oldugunca sola git (node = node.left), diismeden bir onceki diigiimde dur.
* successor(node): Tiim agacin traversal sirasinda node’dan sonraki diigiim. Iki durum:

“all of these operations are going to be order h.” — Demaine, 32:02

Calisilan Ornek — successor. Durum I: node’un sag cocugu varsa, successor = subtree_first(node.right)
(sag alt agacin en solundaki diigiim — node’dan sonraki her seyin ilki). Durum 2: sag cocuk yoksa, sola-dal
yukari ¢ik: node = node.parent, ta ki bir “sol dal1” yukar1 ¢ikana dek (yani onceki diiglim parent’in sol
cocuguysa). O parent, successor’dur. Sezgi: sag alt agac yoksa, node’dan sonra gelen ilk sey, onu sol-tarafinda
birakan en yakin atadir.

Ornek agacta (kok D): successor(B) = C Durum 1’dir (B’nin sag cocugu C' var); successor(C) = D
Durum 2’dir (C”nin sag ¢ocugu yok, yol C' — B — D). Sekil 16.5 bu iki durumu yan yana gosterir.

Traversal successor — iki durum, her ikisi de O(h)

Durum 1 — successor(B) Durum 2 — successor(C)
SUCCESSOR

@ D

g ® ) ®

\ SUCCESSOR
® c ® © ® c ® ©
sag cocuk VAR - subtree_first(node.right) sag cocuk YOK - sola-dal yukar cik

bir adim saga (C), sonra sola sonuna dek (yok) - dur C, B'nin sag ¢ocugu - ¢ik; B, D'nin sol cocugu - DUR

Sekil 16.5: Traversal successor — iki durum, her ikisi de O(h) (L6 §6, IMZA figiir; 6rnek aga¢ A..G,
h = 2). Sol panel — Durum 1, successor(B): B’nin sag ¢ocugu VAR — successor sag alt
agacin ilkidir: subtree_first(node.right); bir adim saga (C), sonra sola sonuna dek (yok)
— dur. Yol B — C' (amber), sonu¢ C'. Sag panel — Durum 2, successor(C): C"’nin sag cocugu
YOK — sola-dal yukari ¢ik: C', B’nin sag ¢ocugu (devam et), B, D’nin SOL ¢ocugu (DUR). Yol
C — B — D (amber, yukar1), sonug D. Sezgi: sag alt agac¢ yoksa, successor node’u sol tarafinda
birakan en yakin atadir.
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16 Ikili Agaclar — Béliim 1
16.8 insert_after

insert_after(node, new): yeni bir diigiimii, traversal sirasinda node’dan hemen sonraya ekle. iki durum
(her ikisi de successor’a indirgenir, O(h)):

Cahlisilan Ornek — insert_after. Durum I: node’un sag cocugu yoksa, new’i dogrudan node.right yap.
Durum 2: sag ¢cocuk varsa, node’un successor’ini bul (subtree_first(node.right)); bu successor’in sol
cocugu olmadid: garantilidir (¢iinkii saga bir kez, sonra sola sonuna dek giderek bulundu). O hélde new’i
successor’in sol cocugu yap. Yeni traversal sirasi: node — new — eski successor — ... Sabit-zaman ig +

O(h) successor = O(h).

Ornek agacta insert_after(C, X) Durum 1dir (C'.right bos — X, C'right olur, traversal ...C, X, D...);
insert_after(D, Y) Durum 2’dir (D.rightdolu (F), successor= FE,Y — F left, traversal ...D, Y, E...).
Sekil 16.6 iki durumu yan yana gosterir.

insert_after: sabit isaretgi isi + O(h) successor arama = O(h)

Durum 1 — insert_after(C, X)

. Durum 2 — insert_after(D, Y)
C.right BOS - X dogrudan C.right -

D.right DOLU - successor(D)=E - Y, E.left

® ®
® ® © ® @ 5 ©
N ]

successor'in sol cocugdu QLAMAZ - E.left yeri garantili
D E

c[x]o

traversal:...C X D ...

traversal: ... D Y E ...

Sekil 16.6: insert_after — sabit isaretci isi + O(h) successor arama = O(h) (L6 §7; 6rnek aga¢ A..G). Sol
panel — Durum 1, insert_after(C, X): C'.right BOS — X (amber yeni diigiim) dogrudan C'.right
olur; yeni traversal ... C', X, D ... Sag panel — Durum 2, insert_after(D, Y): D.right DOLU
(F) — successor$(D) = $ subtree_first(D.right) = E (yol D — F — F, kesikli amber).
Bu successor’in sol cocugu OLAMAZ (saga bir kez + sola sonuna dek inilerek bulundu) — Y,
E’nin SOL ¢ocugu olur; yeni traversal ... D, Y, E ... Iki durumda da yalniz birkag isaretci degisir,
maliyet successor aramastyla siirli: O(h).

16.9 delete

delete(node): bir diiglimii traversal sirasindan ¢ikar. Diigiim bir yaprak ise basitce parent’tan kopar (taban
durum). Degilse, diiglimii agagta asag tastyarak yapraga indirip silmek i¢in takas yapilir:
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16.9 delete

* Sol ¢cocuk varsa: predecessor (siralamada dnceki) sol alt agactadir (daha asagida). node’un item’1n1
predecessor’in item’1yla takas et, sonra predecessor’1 6zyinelemeli sil.
» Sag cocuk varsa (sol yoksa): simetrik — successor ile takas et, successor’1 sil.

Her takasta diigiim bir seviye asagi iner; toplam is aga¢ yiiksekligiyle orantili — O(h). (Burada ilk kez
diiglimlerin icerigini degistiriyoruz, diiglimiin kendisini degil.)

“trees will not preserve connections — that’s just the name of the game.” — Demaine, 47:02
Sekil 16.7 somut bir 6rnekte (build_bst([16,8,24,4,12,2,6,10,14,13]), kok 16’y1 sil) bu takas

zincirini ti¢ kare halinde gosterir: 16 <> 14, sonra 16 <> 13, sonra yaprakta kopar; son traversal
[2,4,6,8,10,12,13, 14, 24].

ic diigiim silme = item TAKASI zinciri: diigiim daireleri yerinde, yalniz iCERIK iner

Kare 1 — sil(16): ic digim SiL
predecessor yolu 16-8-12-14 (kesikli) - il.‘obir seviye iner

takas ® 16 « 14
®@ ® O (L)
(E)

Kare 2 — 16 bir seviye indi
14 kéke cikt - 16 (14'ln eski yeri) sol gocu)@ ile takas

@
@ e
g ® @ o=
(e

kas @ 16 & 13

Kare 3 — 16 yapraga indi - kopar
taban durum: yaprak parent'tan koparilir @

@
@ ©
g ® @ ©

ﬁ 16 (yaprak)
in-order I 2 I 4 I 6 I 8 I10I12I13I14I24I 16 yok v

her takas item'l BIR seviye indirir = toplam = h=4 takas = O(h) - diigiim kendileri dedil, icerikleri dedisir (Demaine 47:02)

Sekil 16.7: i¢  diigiim  silme = item TAKASI  zinciri (L6 §8, 1IMZA figiir;
build_bst([16,8,24,4,12,2,6,10,14,13]), h = 4, kok 16 silinir). Diigiim DAIRE-
LERI yapisal konumda sabit kalir; yalmz ICERIK asag1 iner (Demaine 47:02). Kare 1: 16 (kok)
amber dolgu “SIL”; predecessor yolu 16 — 8 — 12 — 14 (kesikli amber); ¢ift-bagli takas oku
16 < 14. Kare 2: 14 koke ¢ikt1, 16 bir seviye indi (14’iin eski yeri); 16’nin sol cocugu 13 ile
ikinci takas 16 <+ 13. Kare 3: 16 artik yaprakta — parent’tan koparilir (). Altta son in-order
seridi [2,4,6, 8,10, 12,13, 14, 24] (16 yok v'). Her takas item’1 bir seviye indirir — toplam
< h = 4 takas = O(h).
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16 Ikili Agaclar — Béliim 1

@ Builder Notu — Isaretci Cerrahisi ve Korunan Degismez

delete, agag¢ islemlerinin ortak iskeletini agiga ¢ikarir: her islem birkag isaret¢iyi keser/baglar, ve
dogrulugu korunan bir degismezle (invariant) kanitlanir.

* Parent-child invariant: Her diigiimde node.left.parent is node (ve right icin). insert_after
yeni bir bag kurarken bu degismezi hem yukari hem asag: tamamlamali (new.parent = ...
unutulursa successor yukari-yiirliylisli kirilir). delete’te item takasi bu degismezi hi¢ bozmaz —
clinkii daireler yerinde kalir, yalniz icerik degisir; bu yiizden takas “giivenli” bir tekniktir.

* Her islem bir ispat: subtree_first/successor/insert_after/delete dogrulugu, “traversal sirasi ko-
runur” + “parent-child tutarli” degismezlerinin her adimda saglandigini gostermekle ispatlanir.
Bir builder icin ders: isaret¢i koduna giiven, ispatla gelir — testte bu iki degismezi assert et
(tree_traversal == beklenen, check_parent_child).

* Genelilke: Bagh yapilarda (linked list, agag, graf) her mutasyon bir “cerrahi”dir; bug’lar neredeyse
her zaman yarim kalmig bir bag (dangling/half-updated pointer) yiiziindendir. Degismezi yaz, her
islemden sonra kontrol et.

Tek ciimle: Isaretci cerrahisinin giivenligi, her kesimden sonra ayni degismezi geri kurmaktan gelir —
agac kodunun dogrulugu, hiz degil, degismez disiplinidir.

16.10 Sequence ve Set Olarak Agac

Ayn1 agag iki araylizii de gerceklestirir, yalnizca traversal sirasinin anlami degisir:

* Dizi (sequence): traversal siras1 = sequence s1rast (L, Ly, .. , Tpp_1)-
¢ Kiime (set): traversal siras1 = artan anahtar sirasi.

Set durumunda BST 6zelligi (binary search tree property) dogar: her diigtimde, sol alt agacin tiim anahtarlar1
< diiglim < sag alt agacin tiim anahtarlari.

“this is something called the binary search tree property, BST property.” — Demaine, 49:11

find(k): kokten basla, k’y1 digiimle karsilastir; kiiciikse sola, biiyiikse saga in — ikili aramanin agag hali,
O(h). find_prev/find_next: agactan diisersen (k yoksa), son denenen yon sana dnceki ya da sonrakini verir;
digerini predecessor/successor ile bulursun. (Diziyi tam gerceklestirmek biraz daha is ister — sonraki ders.)

@ Builder Notu — BST = Dinamik ikili Arama (B-tree/SQL Indeksin Atasi)

BST o6zelligi, Ders 4’teki sirali dizi ikili aramasini dinamik hale getirir: arama hala O(h), ama artik
ekleme/silme de O(h) — kaydirma yok.

* Dinamik ikili arama: Sirali dizi find’i O(log n) yapar ama insert/delete O(n) (kaydirma). BST,
find + find_prev/next + insert + delete’in hepsini O(h) yapar; h = O(log n) saglanirsa (Ders
10), sirali dizinin tiim avantaji + dinamiklik elde edilir.

* B-tree/B+-tree = disk-dostu genelleme: Her diigiimde 2 degil B ¢ocuk tutarak agac siglasir (h ~
log ;, n); bu, bir disk blogu = bir diigiim eslemesiyle disk erisimini minimize eder. PostgreSQL,
MySQL InnoDB, SQLite — hepsinin varsayilan indeksi bir B+-tree’dir; “varsayilan SQL indeksi
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16.11 Bu Dersin Ozeti

bir dengeli agactir” soziiniin kokii budur (hash/GIN gibi 6zel indeks tiirleri ayr1 uzmanliklardir).

* find_prev/find_next = en yakin komsu: Hash tablosunun yapamadig1 “en yakin daha biiyiik/kii-
¢iik anahtar” sorgusu (range query, BETWEEN, autocomplete) agacin dogal yaptig1 seydir — bu
yiizden veritabani sirali taramalar1 hash degil agac¢ indeksi ister.

Tek ciimle: BST, ikili aramayt statik diziden kurtarip dinamik yapar, B-tree onu diske tagir — modern
her veritabani indeksinin atast bu derstir.

16.11 Bu Dersin Ozeti

Ikili agac: diigiim (item + parent/left/right); kok parent’siz, yaprak cocuksuz.

iki isaretci (Ieft/right) logaritmik yiikseklik saglar; bagli listenin lineer derinligini asar.
Derinlik (koke kenar) ve yiikseklik (en derin yapraga kenar); agacin yiiksekligi h.
Traversal sirasi (in-order): sol — diigiim — sag; ortiik, asla diziye yazilmaz.
subtree_first / successor / insert_after / delete: hepsi O(h).

Sequence: traversal = sira; Set: traversal = artan anahtar (BST o6zelligi).

find / find_prev / find_next: BST de ikili arama, O(h).

Nk WD =

! Tek Bir Ciimle

Ikili agac, siral1 bir diizeni ortiik traversal sirasiyla temsil eder ve tiim islemleri agac yiiksekligi A ile
sinirlar; geriye tek soru kalir — A’yi nasil kiigiik (log n) tutariz?

16.12 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Traversal (gezis) siras1 neden acikca bir dizide tutulmaz?

Cevap: Traversal sirasini bir dizide tutmak, ortaya ekleme/silmede tiim &geleri kaydirmay1 gerektirir
— O(n). Ikili agacin tiim amac1 bu diizeni drtiik (isaretgilerle) tutmaktir; bdylece insert_after, delete
gibi iglemler yalnizca birkag isaret¢i degistirerek O(h) zamanda diizeni giinceller. Sira “kafadadir’;
bilgisayarda yalnizca diigiimler ve isaretciler saklanir.

1 Soru 2: successor’da neden iki durum var? Her birinde nereye bakilir?

Cevap: Durum 1 — sag cocuk var: node’dan sonra gelen her sey sag alt agactadir; bunlarin ilki (en solu)
successor’dir — subtree_first(node.right). Durum 2 — sag ¢cocuk yok: node’dan sonra gelecek
hicbir sey altinda degil; sola-dal yukar1 ¢ikip, node’u sol tarafinda birakan en yakin atay:1 buluruz (o
atanin sol alt agac1 node’u igerir, kendisi sonra gelir). Ikisi de O(h).
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16 Ikili Agaclar — Béliim 1

1 Soru 3: delete’te neden item takas1 yapilir, diigiim dogrudan silinmez?

Cevap: Yaprak olmayan bir diigiimii dogrudan silmek agaci koparir (cocuklarina giden isaretgiler bosa
diiger). Bunun yerine, diigiimiin item’1n1 predecessor/successor’in item’1yla takas ederiz; bu, “silinecek”
item’1 agacta bir seviye asagi tagir. Tekrarlayarak item bir yapraga iner ve yaprak giivenle silinir. Diigiim
daireleri yerinde kalir, yalnizca igerikleri degisir; toplam is O(h).

1 Soru 4: Bir kiimeyi sirali dizi yerine ikili agagla tutmanin kazanci nedir?

Cevap: Sirali dizi find’i O(log n) (ikili arama) yapar ama insert/delete O(n)’dir (kaydirma). Ikili agag
(BST), find’i ve find_prev/next’i O(h) yapar ve insert/delete’i de O(h)’de tutar — diizeni kaydirma
olmadan, isaretgilerle giinceller. h = O(log n) saglanirsa (sonraki ders), tiim iglemler O(log n) olur;
siral1 dizinin statik kisit1 kalkar.

16.13 Egzersizler

Egzersiz 1. Verilen bir ikili agac icin traversal (in-order) sirasini elle ¢ikar; sonra subtree_first(kdk) ve
successor ile bastan sona dolasarak ayni siray1 yeniden iiret.

Egzersiz 2. subtree_last ve predecessor iglemlerini, subtree_first/successor’in simetrigi olarak
tanimla (sag <+ sol).

Egzersiz 3. insert_after Durum 2’de, successor’in neden sol cocugu olamayacagini tek ciimlede ispatla
(subtree_first’in tanimina dayan).

Egzersiz 4. Python’da bir BST diigiim sinif1 yaz ve find(k) ile find_next (k)’yi gerceklestir:

class Node:
def init_ (self, key):
self.key = key
self.left = self.right = self.parent = None

def find(node, k):
while node and node.key != k:
node = node.left if k < node.key else node.right
return node

Egzersiz 5. delete’te, hem sol hem sag ¢ocugu olan bir diiglim i¢in neden “tek bir durum” (sadece sol VEYA
sadece sag) yeterli olur? Demaine’in “iki durumdan biri beni mutlu eder” gozlemini acikla.

16.14 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 10 (L7): Ikili Agaclar — Boliim 2
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16.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Erik Demaine ile, bugiin agik biraktigimiz soruyu kapatiyoruz: agacin yiiksekligi 2’yi O(log n) olmaya nasil
zorlariz? AVL agaclari (dengeli ikili agaglar) ve rotasyon iglemiyle, tim O(h) islemleri O(log n) garantisine
ceviriyoruz. (Not: ders akisinda araya Problem Oturumu 4 girer.)

Ders 10 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (BST find) ¢6z.
 Dort O(h) islemini (subtree_first, successor, insert_after, delete) ezberden anlat.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Geriye tek soru kalir — h’yi nasul kiigiik tutariz?”

16.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Ikili agac (diigiim) item + parent/left/right; kok Bol. 2
parent’siz, yaprak ¢cocuksuz

Derinlik / yiikseklik Koke kenar / en derin yapraga Bol. 4
kenar; agac yiiksekligi h

Traversal sirasi In-order: sol — diiglim — sag; Bol. 5
ortiik

subtree_first Alt agacin ilki; sola git; O(h) Bél. 6

successor Siradaki diigiim; sag varsa Bol. 6
subtree_first, yoksa sola-dal
yukart; O(h)

insert_after Sag yoksa node.right; varsa Bol. 7
successor’1n sol cocugu; O(h)

delete Yaprak—kopar; degilse pred/succ  Bol. 8
item takas1 + ozyinele; O(h)

BST ozelligi sol anahtarlar < diigiim < sag Bol. 9

anahtarlar; find O(h)

16.16 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii
Bu ders, “sirali diizeni nasil ucuza dinamik tutariz” sezgisini kurar — kopriilerin 6zeti:

1. BST / dengeli aga¢c — veritabani indeksleri (B-tree, B+-tree): varsayilan SQL indeksi ve dosya
sistemi dizinleri bu fikrin disk-dostu hali.

2. Traversal siras1 — sirali yineleme: bir set’i sirali gezmek (range query, BETWEEN) agacgta dogal
O(n) traversal.

3. find_prev / find_next — “en yakin komgu” sorgulari: hash tablosunun yapamadig1, agacin dogal
yaptigi sey.

4. O(h) — O(logn) — denge disiplini: bir veri yapisinin garantisi, en kotii durum yiiksekligini
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16 Ikili Agaclar — Béliim 1

sinirlamaya baglidir (sonraki ders).

5. Isaretci manipiilasyonu + invariant — her agac isleminin dogrulugu, korunan bir degismezle
(BST o6zelligi, parent-child tutarlilig1) ispatlanir.

6. Ortiik diizen — genel ilke: pahal bir gosterimi (siral dizi) acik¢a tutmak yerine, ucuz giincelle-
nebilir bir yapiyla (agac) ortiik temsil etmek.

! Tek bir sey alip gideceksen

Ikili agag, “siral1 dizi gibi hizli ara ama bagli liste gibi esnek degistir” hayalini gerceklestirir — diizeni
isaretcilerle ortiik tutarak. Tiim islemler O(h)’dir; tek gorev, h’yi O(log n)’de tutmak (bir sonraki ders:
AVL).
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17 ikili Agaclar — Béliim 2: AVL

Dizi agaclari (subtree_at, size), alt aga¢ zenginlestirme (O(1) giincelleme kurali), rotasyon (traversal sirasi
korunur), AVL skew € {-1, 0, +1} ve N, Fibonacci-benzeri iistel biiylime — h < 2 log n garantisi

1 Boliim bilgisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 7: Binary Trees, Part 2: AVL (=54 dk)
* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 7: Binary Trees, Part 2: AVL

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 10 (L.7)

* Hoca: Erik Demaine

* Okuma siiresi: =26 dk

17.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 9 (L6) ikili agaglar1 kurdu: tiim iglemler O(h) (h = yiikseklik). A¢ik kalan tek soru vardi — h’yi nasil
kiigiik tutariz? Bu ders onu kapatir: AVL agaclari ve rotasyon ile h = O(log n) garanti edilir, boylece tiim
O(h) islemler O(logn) olur.

Uc temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Dizi agaclari + alt agac zenginlestirme — size alaniyla i. 6geye O(h)’de erisim (subtree_at).
2. Rotasyon — traversal sirasini bozmadan agaci yeniden dengeleyen arac.
3. AVL/ yiikseklik dengesi — her diigiimde skew € {—1,0,+1}; bu, h < 2logn’i garanti eder.

“the goal of today is to take all of these operations that run in order h time and get them to run in
order log n time.” — Demaine, 3:05

@ Builder Notu — Denge = Garanti Miihendisligi

Ikili agag tek bagina O(h)’dir; bugiin yapilan tek sey, o /’ye bir iist stmr garantisi eklemek — yapiy1
yeniden kurmadan, sadece dengeleyerek.

* Geriye — Ders 3 (ikili arama): BST’deki find, sirali dizideki ikili aramanin aga¢ hélidir — ama
artik dinamik (insert/delete O(logn)).

* Geriye — Ders 9 (L6): bugiin, diinkii O(h) islemlerin iistiine yalnizca denge ekliyoruz; alt yapi
(diiglim, traversal, successor) ayni.

* fleriye — veritabam: B-tree / B+-tree, dengeli agacin disk-dostu halidir; cogu SQL indeksi ve
dosya sistemi dizini bu fikre dayanir (varsayilan indeks tipik olarak bir dengeli agactir).
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17 Ikili Agaglar — Boliim 2: AVL

Ders 10 (L7): Ikili Agaclar
— Bolim 2: AVL

Hedef: O(h) islemleri
O(log n)'e indir

™

subtree_at
i. 6geye boyut-temelli
arama

l

size alam
her diigiimde alt agac
boyutu

l

Rotasyon Augmentation kurali
sira korunur (A, X, B, Y, C) size = sol + sag + 1 (O(1))

1 l

derinlikler degisir AVL kurali
yeniden dengeleme araci skew -1, 0 veya +1

En az dengeli AVL: N,
Fibonacci-benzeri
istel diiglim sayist

h en cok 2 log n
tum islemler O(log n)

Sekil 17.1: Ders 10’un (L7) kavram haritasi: hedef, diinkii O(h) islemleri O(log n)’e indirmek. Iki kopri
ekleniyor — (1) dizi agacinda subtree_at, her diigiimdeki size alaniyla boyut-temelli ikili arama
yapar; size ise alt aga¢ zenginlestirme kuralindan (node.size = sol + sag + 1, O(1) giincelleme)
gelir. (2) rotasyon, traversal sirasini (A, X, B, Y, C) ASLA bozmadan derinlikleri degistirir —
yeniden dengeleme araci. AVL kurali bunu skew € {-1, 0, +1} ile sabitler; en az dengeli AVL nin
diigiim sayis1 N, Fibonacci-benzeri (iistel) oldugundan yiikseklik h < 2 log n ¢ikar. Sonug: her
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17.2 Gecen Dersten: O(h) Islemler ve Bugiinkii Hedef
« fleriye — order-statistics tree: size zenginlestirmesi, “rank” ve “k. en kiiciik” sorgularini
O(log n)’de yapar — siralama istatistikleri.

Tek ciimle: Ikili agaca size/height gibi alt agac ozellikleri ekleyip rotasyonla yiikseklik dengesi (AVL)
tutarsak, her islem O(logn) olur — dengeli agacin tiim giicii budur.

17.2 Gecen Dersten: O(h) islemler ve Bugiinkii Hedef

Ders 9’da (L6) ikili aga¢ diigiimii item + node.left/node.right/node.parent tutuyordu; yiikseklik (en
uzun asag1 yoldaki kenar sayis1) tanimlandi; traversal sirasi (sol — kok — sag) ortiik diizeni kodluyordu.
subtree_first/last, predecessor/successor, insert/delete — hepsi O(h).

Sorun: en kotii durumda A lineerdir (yalniz sag isaretgiler kullanilan zincir agag). Bugiin h = O(logn)
garanti edip tiim iglemleri O(log n)’e indirecegiz — veri yapisini yeniden kurmadan, sadece dengeleyerek.

17.3 Kiime Agaclan = ikili Arama Agaclari (BST)

Kiime i¢in traversal sirasini artan anahtar yaparsak, subtree_find bir ikili arama olur: kokten basla,
aranan anahtar diiglimiinkinden kiigiikse node . left’e, biiylikse node.right’e in, esitse bulundu.

“set binary trees are called binary search trees, because they re the tree version of binary search.”
— Demaine, 6:30

Bunu dogru kilan BST o6zelligi: bir diiglimiin sol alt agacindaki tiim anahtarlar < diigiim < sag alt agacindaki
tim anahtarlar (6zyinelemeli). Bu, traversal sirasi taniminin (sol once, sag sonra) dogrudan sonucudur.
find_prev/find_next: agactan diisersen, son denenen yon sana komguyu verir. O(h).

17.4 Dizi Agaclari: subtree_at

Dizi icin traversal sirasini sequence sirasi yapariz; ama ““i. 0geyi getir” (subtree_at) icin artik anahtar yok
— stra numarastyla aramamiz gerekir. Anahtar fikir: her diiglimde alt aga¢ boyutu size’1 bil.

Cahlisilan Ornek — subtree_at. n, = node.left.size (sol alt agactaki diiglim sayis1) olsun. 7. 6geyi
ararken:

* ¢ < mny, — Oge sol alt agacta — subtree_at(node.left, 1i).

* ¢ = n, — kokiin indeksi tam n,’dir — node’u dondiir.

* ¢ > n, — 08e sag alt agacta — subtree_at(node.right, i - n; - 1) (sol i¢in n,, kok igin 1
cikar).

Bu, BST find’in anahtar yerine boyut kullanan ikizidir; O(h). Bununla get_at/set_at (diigtimii bul, item’1
oku/degistir) ve — ilk kez! — insert_at/delete_at (2’yi bul, subtree_insert_before ile araya ekle) yapilir; tiim
indeksler kendiliginden giincellenir, ¢iinkii indeks saklanmiyor.
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Sekil 17.2 bunu somut bir 6rnekte gosterir: build_avl(range(15)) miikemmel dengeli agacinda (kok 7,
h = 3)+ = 10 aranir; yol 7 — 11 — 9 — 10 ile 6ge bulunur.

subtree_at(kok, i=10) — size ile boyut-temelli ikili arama - O(h)

BST find anahtar yerine BOYUT kullanir: ni = node.left.size

i=10, ni=7
i ni- SAG (i<2)

7

s=7 s=7
i=2, n=1
i ni- SAG (i«

® ®) Dl ®

s=3 s=3 s=3 s=3

O, @, &, O &

i <ni-sol *  i=m-BULUNDU - i>ni-»sag,i«i-m-1

i=0, n=0
i = ni»> BULUNDU

10 ) BULUNDU @

s=1 s=1 s=1

her diigiim BIR seviye iner - yol uzunlugu < yiikseklik h = 3 - O(h)

Sekil 17.2: subtree_at — size ile boyut-temelli ikili arama, O(h) (L7 §3). Deterministik ornek
build_avl(range(15)): kok 7, h = 3, size = 15. Aranan i = 10. Her yol diigiimiiniin {istiinde
karar kutusu (motordan): 7 (n; =7,i=10) > i>n; = SAG,i ¢ 10-7-1=2;11 (n,; =3,i=2)
—i<n —>SOL;9(n=1,i=2)—=i>n - SAG,ie<2-1-1=0;10(n,=0,i=0) > i=n,
— BULUNDU (amber dolgu). Her diigiimiin yaninda kiiciik slate size rozeti (s = N). BST find
anahtar yerine BOYUT kullanir: n; = node.left.size. Her adim bir seviye iner — yol uzunlugu < h
=3 — O(h).

17.5 Alt Agac¢ Zenginlestirme (Subtree Augmentation)

Peki size’1 nasil O(1)’de biliriz? Alt agag zenginlestirmesiyle: her diigiim sabit sayida ekstra alan tutar. Bir
alt agac ozelligi (subtree property), diigiimiin cocuklarimin zelliklerinden O(1)’de hesaplanabilen, “agagi
bakan” bir niceliktir.

“I’'m going to define a subtree property to be something that can be computed from the properties
of the node’s children.” — Demaine, 16:10

size tam da boyledir:

node.size = node.left.size + node.right.size + 1

138



17.5 Alt Agac Zenginlestirme (Subtree Augmentation)

“node.size equals node.left.size plus node.right.size plus 1.” — Demaine, 17:43

Bu bir giincelleme kuralidir (O(1)). size saklanir, 6zyinelemeli yeniden hesaplanmaz (return node.size
— O(1)). Insert/delete sonunda bir yaprak ekler/siler; yalnizca o yapragin atalari (ancestors) degisir — ata
yolunu yukari ¢ikip her birinde giincelleme kuralin1 uygula, O(h). Bu, timevarimla dogrudur: alt ¢ocuklar
zaten giincelse, kural ile diigiim O(1)’de giincellenir.

Sekil 17.3 iki panelde bunu gosterir: build_avl(range(7)) (kok 3, h = 2) agacina 7 eklendiginde yalniz
ata yolu 7 — 6 — 5 — 3 giincellenir; yolun digindaki alt agaclar dokunulmaz kalir.

Alt agac zenginlestirme — yaprak degisimi yalniz ATALARI giinceller (O(h))

Once — 7 diigiim (kok 3, h=2) Sonra — insert(7): yeni yaprak

@S:7 = 3 =8 h=3
@5:3 h=1 @5:3 h=1 5 )s=4 h=2
@5:1 h=0 @5:1 h=0 ®5:1 h=0 @5:1 h=0 6 )s=2 h=1

[ Gilincelleme kurali (her diigiimde O(1)): J

node.size = sol.size + sag.size + 1

node.height = 1 + max(sol.height, sag.height) ata yolu 7 - 6 » 5 - 3 (yalmiz bunlar giincellendi)

yol DISI alt agagclar DOKUNULMAZ — ézellik asagi bakar
yalniz O(h) ata glincellenir - alt aga¢ 6zelligi ASAGI bakar (size/height cocuklardan tiirer) - Demaine 16:10

7 )s=1 h=0

Sekil 17.3: Alt aga¢ zenginlestirme — yaprak degisimi yalmiz ATALARI giinceller, O(h) (L7 §4). Sol panel:
insert oncesi build_avl(range(7)) (kok 3, h = 2); her diigiimiin yaninda size + height rozeti;
altta O(1) giincelleme kurali kutusu (node.size = sol.size + sag.size + 1; node.height = 1 +
max(sol.height, sag.height)). Sag panel: avl_insert(r, 7) sonrasi; yeni yaprak 7 amber DOLGU;
atayolu 7 - 6 — 5 — 3 (yapraktan koke) amber KALIN kenar — yalniz bu diigiimlerin rozetleri
giincellendi. Yolun DISINDAKi alt agaclar soluk + DOKUNULMAZ etiketi. Alt agac ozelligi
ASAGI bakar (size/height ¢cocuklardan tiirer) — yalniz O(h) ata giincellenir (Demaine 16:10).

@ Builder Notu — Order-Statistics: rank ve k. En Kiigiik

size zenginlestirmesi, dengeli agaci bir order-statistics tree’ye cevirir: yalniz “2. 6ge” degil, ters yonii
de — bir 6genin rank’1 (kaginci sirada) ve “k. en kiiciik” sorgulari O(log n)’de yamitlanir.

* rank(x): Kokten z’e inerken, her sola doniiste o diiglimiin 2, + 1’ini (sol alt aga¢ + diigliim
kendisi) atlamis olursun; toplam atlanan, x’in sira numarasidir. Tam subtree_at’in tersi.

* k. en kiiciik: dogrudan subtree_at(kok, k) — Sekil 17.2’teki yiiriiyiisiin ta kendisi.

* Pratik kullammm: “medyanin altinda ka¢ 6ge var”, “yiizdelik dilim”, “su fiyattan ucuz kag iiriin”
gibi sorgular; bir siral dizide O(n ) olurdu, order-statistics tree’de O(log n). (Araya giren Problem

Oturumu 4 tam bu tiir zenginlestirme problemlerini isler.)
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17 Ikili Agaglar — Boliim 2: AVL

Tek ciimle: tek bir size alam, agact hem “i. 6ge”’yi hem “bu 6ge kacinci”yt O(logn) de bilen bir
stralama-istatistigi yapisina doniigtiiriir.

17.6 Hangi Ozellikler Tutulabilir?

Alt agac 6zelligi olan her sey: toplam, ¢carpim, min, max, kare toplami — alt agactaki diigiimlerin herhangi
bir alan1 lizerinden. (size aslinda “her diigiim i¢in 1’in toplami”dir.)

Ama tutulamayanlar vardir:
« Indeks (index): global’dir — basa bir diigiim eklersen ziim diigiimlerin indeksi degisir. Bir diigiimiin
indeksi, solundaki tiim diiglimlere (alt aga¢ dis1) baghdir.
* Derinlik (depth): benzer sekilde yukari-bakan, alt agac 6zelligi degil.

“Index is not a subtree property, and that’s why we can’t maintain it — because it depends on all
of the nodes in the tree.” — Demaine, 25:35

Kural: yalnizca asagi-bakan (alt agaca 6zgii) 6zellikler tutulabilir; global dzellikler degil.

@ Builder Notu — Yerel (Kompozisyonel) Olan Tutulur

Bu, veri yapis1 tasariminin 6tesine gecen bir ilke: bir niceligi verimli giincel tutabilmen, onun yerel
(kompozisyonel) olmasina baglhdr. Yerel = “yalnizca alt parcalardan hesaplanir”; global = “tiim biitiine
bagl”.

* Asagi-bakan vs global: size/sum/max ¢ocuklardan O(1)’de tiirer — yaprak degisiminde yalniz
O(h) ata giincellenir. index/depth tiim agaca bagli — tek ekleme her seyi kaydirir, O(n).

* Dagitik sistem analojisi: Bir aga¢-toplama (tree aggregation) veya MapReduce’da yalniz birles-
tirilebilir (associative/composable) agregalar — sum, count, min, max — kismi sonuclardan
ucuza giincellenir; “global sira numarast” gibi nicelikler her diiglime tiim veriyi gerektirir.

* Genel ders: “Bunu O(log n)’de tutabilir miyim?” sorusunun cevabi, “bu nicelik ¢ocuklarimdan
hesaplanabilir mi?” sorusuyla aynidir.

Tek climle: verimli bakim, yerelligin (kompozisyonelligin) bir sonucudur — global bir nicelik hicbir
akilly igaretci numarastyla ucuza tutulamaz.

17.7 Agac¢ Rotasyonu

Dengeyi saglamak i¢in yeni bir arac gerekir: rotasyon. Tek isi agac1 yeniden dengelemek; traversal sirasim
asla degistirmemelidir (traversal sirasi temsil edilen veridir — dokunulmaz).

“a rotation... a tool for rebalancing the tree. So it should not change the data that’s represented
by the tree. ... Traversal order is sacrosanct.” — Demaine, 30:07
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17.7 Agac Rotasyonu

Cahsilan Ornek — rotasyon. Bir y diigiimii ve sol ¢ocugu z diisiin; alt agaclar A (2’in solu), B (z’in
sag1), C (y’nin sag1). right_rotate(y): = yukari, y asag1 gecer; B, x’ten kopup ’nin soluna baglanir. Her
iki ¢izimde de traversal siras1 A, X, B, Y, C kalir (iiggenler 6zyinelemeli). Yani rotasyon siray1 korur ama
derinlikleri degistirir: x yukar1 (s1glasir), y asag1 (derinlesir), bu da yeniden dengeleme imkani verir. (Simetrigi
left_rotate(x).) Ayni aga¢ diizeni iistel sayida farkli agacla temsil edilebilir; rotasyon bu fazlalig1 kullanir.

Sekil 17.4 iki paneli yan yana koyar (6ncesi/sonrasi); alttaki in-order serit A, X, B, Y, C her iki panelde
aynen ayni kalir.

right_rotate — yapi degisir, traversal sirasi KORUNUR (A, X, B, Y, C)

Rotasyon ONCESi — kék Y Rotasyon SONRASI — kék X

X

yight_rotate(Y) @
B
SIRA

KORUNUR

in-order A X B Y C in-order A X B Y C

rotasyon = O(1) isaret¢i takasi + augmentation guincelle - in-order dizilim kutsaldir (Demaine 30:07)

Sekil 17.4: right_rotate — yap1 degisir, traversal siras1 KORUNUR (A, X, B, Y, C) (L7 §6, IMZA figiir).
Sol panel (6ncesi): kok Y, sol cocugu X; alt agaglar A = X.left, B = X.right (amber dolgu = yer
degistirecek), C = Y.right. Kavisli amber ok right_rotate(Y)’yi gosterir. Sag panel (sonrasi):
kok X (amber cerceve); B artik X’in sagindan Y nin SOLUNA tagindi (amber tagima oku). HER
iki panelin altinda AYNI in-order geridi A | X | B| Y | C; ortada SIRA KORUNUR rozeti +
esittir isareti. Rotasyon = O(1) isaretci takasi + augmentation giincelle; in-order dizilim kutsaldir
(Demaine 30:07). Motor dogrulamasi: right_rotate oncesi avl_to_list = sonrasi avl_to_list = [A, X,
B, Y, C].

@ Builder Notu — Rotasyon: Tiim Dengeli Agaclarin Ortak Tlkeli

Rotasyon, AVLye 6zgii degil — tiim kendini-dengeleyen agaclarin ortak ilkel (primitive) islemi-
dir. “Siray1 bozmadan derinlik degistir’” mekanizmas1 her yerde aymidir; agaclar yalnizca ne zaman
dondiireceklerine dair kuralda ayrisir.

* red-black tree: Renk kurallar1 + rotasyon; ¢ogu standart kiitiiphane map/set’i (6rnegin C++ STL,
Java TreeMap) red-black agacidir.

 splay tree: Her erisimde erigilen diigiimii rotasyonlarla koke tasir — “son kullanilan hizli”
(self-adjusting).

* treap: Rastgele oncelik + BST anahtari; rotasyonla heap-6zelligi korunur.
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17 Ikili Agaglar — Boliim 2: AVL

Hepsinde degismez ayni: rotasyon O(1)’dir ve traversal sirasini korur; yalmiz hangi diigiimde tetiklendi-
ginin politikas1 farklidur.

Tek ciimle: rotasyonu 6grenmek tek bir agact degil, kendini-dengeleyen agac ailesinin tamamini ogren-
mektir — fark, kuralda; ilkel hep ayni.

17.8 AVL / Yukseklik Dengesi

Hangi denge kural1? Her diigiim i¢in skew tanimla:

skew(node) = height(node.right) — height(node.left)

AVL Kkurali: her diigiimde skew € {—1,0, 41} — yani sol ve sag alt aZa¢ yiikseklikleri en fazla 1 fark
eder.

“skew of the node — I want this to always be minus 1, 0, or plus 1.” — Demaine, 35:11
Sekil 17.5 skew tanimini dort mini agag iizerinde gosterir: {igii kural icinde (—1, 0, +1), biri ihlal (4-2).

AVL kurali — her diigiimde skew € {-1, 0, +1} (Demaine 35:11)

(a) sol 1 yuksek (b) esit (c) sag 1 yuksek (d) sag 2 yuksek

@ @ @ @
@ O/ 0|66 © @
® © ® O O,

skew = h(sag) — h(sol) =0 -1 = -1 skew = h(sag) — h(sol) =0 -0 =0 skew = h(sag) — h(sol) =1 -0 = +1 slBew = h(sag) — h(sol) =1 - (-1) =

N

AVL-OK skew € {-1, 0, +1} AVL-OK skew € {-1,0, +1} AVL-OK skew € {-1,0, +1} ifILAL |skew| =2 - rotasyon gereg

~

ylkseklikler height alanindan okunur (augmentation) - skew O(1) - |skew| = 2 olunca ata yolunda rotasyon onarir

Sekil 17.5: AVL kurali — her diigiimde skew € {-1, 0, +1} (L7 §7; Demaine 35:11). Dort mini agac (skew
= h(sag) — h(sol), motordan okunur): (a) sol 1 yiiksek — skew =0 — 1 = -1, AVL-OK; (b) iki
taraf esit — skew =0 — 0 = 0, AVL-OK; (¢) sag 1 yiiksek — skew =1 - 0 =+1, AVL-OK; (d)
sag 2 yiiksek — skew = 1 — (1) = +2, IHLAL (kalin slate cerceve) — rotasyon gerek. IIk iic
panel amber ONAY cercevesi, dordiincii kalin slate ¢erceve. Yiikseklikler height alanindan okunur
(augmentation) — skew O(1); |[skew| = 2 olunca ata yolunda rotasyon onarir.
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17.9 Yiikseklik Dengesi — Denge

17.9 Yikseklik Dengesi —» Denge

Calistlan Ornek — neden /. < 21log n? En az dengeli yiikseklik-dengeli agac1 diisiin: her diigiimde sag,
soldan 1 yiiksek. Yiikseklik /2 olan boyle bir agagtaki minimum diigiim sayist N,

Np = Npy +Np_g+1

Bu Fibonacci benzeri bir yinelemedir (41 olmadan tam Fibonacci); Fibonacci sayilar1 altin oran kuvvetiyle,
yani iistel biiyiir. Ustel alt sinir1 basitge gérmek igin: N;,_; > N,,_, oldugundan N, > 2 - N, ,; buda
N, > 2"/2 verir.

“It’s like Fibonacci numbers... Fibonacci numbers grow as a golden ratio to the n... this is
exponential.” — Demaine, 39:48

N,, diigiim say1s1 h’de iistel oldugundan, h diigiim sayisinda logaritmiktir: 2 < 2logn. Yani AVL agaclar
her zaman dengelidir (gereken seviye sayisinin en ¢ok iki katt).

“h is at most 2 log n. So AVL trees are always quite balanced.” — Demaine, 42:09

Sekil 17.6 bunu iki panelde gosterir: solda build_fibonacci_tree(4) (h =4,n = N, = 12), sagda IV},
dizisinin 2"/ alt sinirina kars iistel biiytimesi.

@ Builder Notu — Ustel Diigiim = Logaritmik Yiikseklik

Bu, analiz disiplininin saf bir 6rnegidir: bir yapinin yiikseklik garantisi, “en kétii durumda en az kag
diigiim gerekir” sorusunu cevaplamaktan gelir.

* Mantik zinciri: “yiikseklik & i¢in minimum diigiim IV, iistel” = “n diigiim en ¢ok logaritmik
yiikseklik iiretir”. Ustel alt smir (diigiim tarafinda) dogrudan logaritmik {ist stnira (yiikseklik
tarafinda) gevrilir.

 Aymi kalip her yerde: ikili arama agacinin 2(log n) karsilagtirma alt sinir1 (karar agaci yaprak
sayisit > n + 1), heap’in log n yiiksekligi, B-tree’nin log T derinlii — hepsi “az diigiimle ¢ok
yiikseklik yapilamaz” argiimaninin ¢esitlemeleridir.

* Builder dersi: Bir veri yapisinin hiz garantisini ispatlamak istiyorsan, cogu zaman dogrudan
zamani degil, boyut/yiikseklik arasindaki iistel iliskiyi sinirlarsin.

Tek ciimle: “h < 2logn” bir hesaplama degil, bir sayma argtimanmdir — en az dengeli agacin bile
tistel diigiim istemesi, yiiksekligi logaritmaya hapseder.

17.10 Yiikseklik de Bir Alt Agac Ozelligi

Dengeyi kontrol etmek icin her diigiimiin yiiksekligini bilmeliyiz. Iyi haber: yiikseklik bir alt agac 6zelligi-
dir:

node.height = 1 + max(node.left.height, node.right.height)
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17 Ikili Agaglar — Boliim 2: AVL

En az dengeli AVL = Fibonacci agaci - yiikseklik h = 2 log n

En az dengeli AVL Ustel blylir - h =2logn

54
alt sinir 22
| =O= Np=Np_1+Np_2+1
En az dengeli AVL — her diigiimde SAG alt agac soldan 1 yiiksek

kok: a -
h=4, n=Na=12 e
=
©
@ 7 :

= 10% 4
© & G ° :
>
©
w
® ® 10 :
=]
D
S
°
11 N
c
en derin yol o

(in-order 0..11 - sag-agir kademeli yapi = Fibonacci agadytl = 5 dugim
10°
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

ylikseklik—h

Nh = Nn-1 + Nn-2 + 1 (Fibonacci-benzeri) - diigiim sayisi h'de USTEL - h =2logn

h adimda diglim sayisi en az ikiye katlanir (her 2 seviyede) — tersi: ylikseklik logaritmik (Demaine 42:09)

Sekil 17.6: En az dengeli AVL = Fibonacci agac1 — yiikseklik h < 2 log n (L7 §8; Demaine 42:09). Sol
panel: build_fibonacci_tree(4) — h =4, n = N, = 12; her diiglimde sag alt aSa¢ soldan TAM 1
yiiksek (en az dengeli yiikseklik-dengeli agac, sag-agir kademeli); in-order 0..11; en derin yol (sag
omurga, h + 1 =5 diigiim) amber vurgulu. Sag panel (semilog): N, noktalari (motor dizisi [1,
2,4,7,12, 20, 33, 54], h = 0..7) + alt sinur 2*(h/2) (amber kesikli); aradaki tarali bolge USTEL
biiyiimeyi gosterir; her h i¢in Ny > 2°(h/2). N; = N, | + N, , + 1 (Fibonacci-benzeri) — diigiim
say1s1 h’de USTEL — tersi: yiikseklik logaritmik, h < 2 log n.

144



17.11 Rotasyonlarla Dengeyi Koruma

“node.height equals I plus max of node.left.height and node.right.height.” — Demaine, 43:33

Bu da O(1) giincelleme kuralidir — her diigiimiin yiiksekligini (ve dolayisiyla skew’ini) zenginlestirmeyle
tutabiliriz. (Rotasyon sirasinda da etkilenen diigiimlerin yiikseklik/size alanlar1 giincellenmelidir.)

17.11 Rotasyonlarla Dengeyi Koruma

Insert/delete bir yaprak ekler/siler — baz1 atalarin skew’i 42 olabilir (denge bozulur). Ata yolunu alttan
yukari kontrol et, en alttaki dengesiz diigiimii x bul (skew = 4-2). Yaprak degisimi yiiksekligi yalnizca 1
degistirdiginden, bozulma da tam 42’dir. y = z’in (yliksek taraftaki) cocugu olsun; ii¢ durum:

* Durum 1-2 (skew(y) = +1 veya 0): Tek rotasyon (z lizerinde) dengeyi geri getirir.
* Durum 3 (skew(y) = —1): Tek rotasyon isi kotiilestirir; ¢ift rotasyon gerekir (6nce z = 9 nin cocugu
iizerinde, sonra x lizerinde). Ezberlenmesi gereken tek 6zel durum budur.

Her diizeltme O(1) (sabit sayida isaretgi); ama bir diizeltme kokiin yiiksekligini degistirebileceginden, yukari
¢ikip parent’1 da kontrol ederiz (ve zenginlestirmeleri giincelleriz). Toplam O(h) = O(log n) sonra yiikseklik
dengesi geri gelir; boylece tiim islemler O(logn) olur.

Sekil 17.7 Durum 3’ii deterministik bir senaryoda (z = 10, y = 30, 2 = 20; skew(x) = +2, skew(y) = —1)
tic karede gosterir: tek rotasyonun neden yetmedigi, sonra cift rotasyonun (z sonra x) dengeyi nasil geri
getirdigi — traversal [5, 10, 15, 20, 25, 30, 40] ii¢ karede de degismez.

17.12 Bu Dersin Ozeti

1. Dizi agact: subtree_at ile i. 63e; n, = node. left.size ile boyut-temelli ikili arama; O(h).

Alt aga¢ zenginlestirme: cocuklardan O(1) hesaplanan 6zellik (size, height); insert/delete sonrasi
ata yolunu giincelle.

Tutulabilir: sum/min/max/size (asagi-bakan); tutulamaz: index/depth (global).

Rotasyon: traversal sirasini koruyarak (A, X, B, Y, C) yeniden dengeleme araci.

AVL /skew € {—1,0,+1}: yiikseklik dengesi.

Yiikseklik dengesi — / < 2log n: IV}, Fibonacci-benzeri, iistel; h logaritmik.

Dengeyi koru: en alttaki dengesiz diigiimde 1 veya 2 rotasyon; O(log n).

N

Nk w

! Tek Bir Ciimle

Ikili agaca size/height zenginlestirmesi ekleyip, AVL skew kuralim rotasyonla korursak, h =
O(logn) garanti olur ve tiim sequence/set islemleri O(logn)’e iner.
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17 Ikili Agaglar — Boliim 2: AVL

Durum 3 — tek rotasyon yetmeaz: cift rotasyon (right_rotate(30) - left_rotate(10))

Kare 1 — baslangi¢ Kare 2 — adim 1: right_rotate(y=30) Kare 3 — adim 2: left_rotate(x=10)
x=10 SAGA adir (skew=+2) - ama y=30 SOLA agir (skew=-1) 2z=20 yukari geldi - 30 onun SAGINA indi 2z=20 KOK - 10 ve 30 cocuklari - aga¢ dengeli
Durum 3: x saga agir AMA y sola agir artik 10 ve sag cocuk 20 ayni yéne (saga) agir : :
- tek rotasyon yetmez - tek left_rotate hazir DENGEICER e D

skew=+2 (iHLAL)

20
® O @ ®
g Vo & 0 &

© & G @

[ Gells][=o ][z ][se[ae] :  [E][e][ss][zo][2s][s0][e0] : [ ][ae][ss][=0][=s ][s0][ao]

in-order (sira korunur) in-order (sira korunur) in-order (sira korunur)

tek left_rotate(10) isi KOTULESTIRIRDI — ezberlenecek tek ézel durum (Demaine Durum 3) - traversal [5,10,15,20,25,30,40] iic karede de DEGISMEZ

Sekil 17.7: Durum 3 — tek rotasyon yetmez: ¢ift rotasyon, right_rotate(30) — left_rotate(10) (L7 §10, IMZA
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figiir). Deterministik build_case3_tree (motordan): skew(x = 10) = +2, skew(y = 30) = —-1. Kare 1
(baslangic): x = 10 kok, skew = +2 (kalin slate cerceve = IHLAL); sag cocuk y = 30, skew = —1;
x SAGA agir ama y SOLA agir — tek rotasyon yetmez. Kare 2 (adim 1): right_rotate(y = 30)
sonrast — z = 20 yukari geldi, 30 onun SAGINA indi; artik 10 ve sag cocuk 20 ayn1 yone agir.
Kare 3 (adim 2): left_rotate(x = 10) sonras1 — z = 20 KOK (amber dolgu), 10 ve 30 ¢ocuklari,
agac dengeli (DENGE GERI GELDI). HER karenin altinda AYNI in-order seridi [5, 10, 15, 20,
25, 30, 40]. Tek left_rotate(10) isi K()TULESTiRIRDi — ezberlenecek tek 6zel durum (Demaine
Durum 3); motor dogrulamasi: rebalance_node sonrasi kok 20, check_avl_invariants True.



17.13 Kontrol Sorulari

17.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: indeks (index) neden bir alt agac 6zelligi degildir, ama size dyledir?

Cevap: size agagi bakar: bir diiglimiin boyutu yalnizca ¢ocuklarinin boyutlarindan (node.left.size
+ node.right.size + 1) hesaplanir; bagka bir yere diigiim eklemek bu alt agac1 degistirmez. Indeks
ise globaldir: bir diigiimiin indeksi, solundaki tiim diiglimlere (alt aga¢ disindakiler dahil) baglidir; basa
tek bir ekleme tiim indeksleri kaydirir. Sadece asagi-bakan ozellikler, ata yolunu O(h)’de giincelleyerek
korunabilir.

1 Soru 2: Rotasyon traversal sirasin1 nasil korur? right_rotate 6rnegiyle acikla.

Cevap: y’nin sol cocugu z, alt agaglar A (z’in solu), B (x’in sag1), C' (y’nin sag1) olsun. Rotasyon
oncesi traversal: A, X, B, Y, C. right_rotate(y) sonrasi z yukari, y asag1 gecer; B, y’nin soluna
baglanir — ama traversal yine A, X, B, Y, C"dir. Sira korundugu i¢in BST/sequence anlami bozulmaz;
yalnizca diigiimlerin derinlikleri degisir, bu da dengeleme imkan verir.

1 Soru 3: AVL agacinda h < 2 log n oldugunu kabaca nasil gosteririz?

Cevap: En az dengeli AVL agacinda (her diigiim skew 41) yiikseklik 7 i¢in minimum diigiim N, =
N, _, + N,,_o + 1 (Fibonacci benzeri). N;,_; > N,,_, oldugundan N, > 2- N, , = N, > 22,
Diigiim sayis1 h’de iistel oldugundan, h diigiim sayisinda logaritmiktir: A < 2logn. Yani en kotii AVL
agaci bile, optimumun en ¢ok iki kat1 yiiksekliktedir.

1 Soru 4: Bir insert sonrasi dengesizlik (skew = +2) neden yalnizca ata yolunda aranir ve neden en fazla
1-2 rotasyon yeter?

Cevap: Yiikseklik bir alt agac 6zelligi oldugundan, bir yaprak eklendiginde yalnizca o yapragin ata-
larinin yiiksekligi (ve skew’i) degisebilir — diger alt agaclar dokunulmaz. Bu ata yolu O(logn)
uzunlugundadir. Yaprak ekleme yiiksekligi yalnizca 1 degistirir, dolayisiyla bozulma tam 4-2’dir; en
alttaki dengesiz diigtimde tek (Durum 1-2) ya da cift (Durum 3) rotasyon dengeyi geri getirir. Yukari
cikarken her atay1 kontrol ederiz, ama her biri sabit sayida rotasyon ister — O(logn).

17.14 Egzersizler
Egzersiz 1. Bir dizi agacinda subtree_at(node, i) algoritmasini, n, = node.left.size kullanarak elle
bir 6rnek iizerinde yiiriit (¢ < n,, i = ny, 1 > n, ¢ durumunu da goster).

Egzersiz 2. node.size giincelleme kuralimin insert (yaprak ekleme) sonrasi neden yalnmizca O(h) atay1
etkiledigini tiimevarimla goster.

Egzersiz 3. “Alt agactaki maksimum anahtar” bir alt aga¢ 6zelligi midir? Giincelleme kuralin1 yaz. “Alt
agactaki ikinci en kii¢iik anahtar” i¢in ne olur?

Egzersiz 4. Python’da bir AVL diigiimii icin height ve skew giincellemesini yaz:
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17 Ikili Agaglar — Boliim 2: AVL

def update(node):
lh = node.left.height if node.left else -1
rh = node.right.height if node.right else -1
node.height = 1 + max(lh, rh)
node.skew = rh - 1h

Egzersiz 5. AVL'de Durum 3 (skew(y) = —1) neden tek rotasyonla ¢cziilmez? Cift rotasyonun (6nce z iizerinde,
sonra x lizerinde) traversal sirasin1 korudugunu, iki tekil rotasyona indirgenerek oldugunu agikla.

17.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 12 (L8): ikili Yignlar (Binary Heaps)

Erik Demaine ile, oncelik kuyrugu (priority queue) arayiiziine ve onu ¢ozen ikili yigina geciyoruz: en
biiyiik (veya en kiigiik) 6geyi O(log n)’de ¢ek/ekle. AVL nin tam giiciine gerek olmayan, diziye gomiilii zarif
bir dengeli-aga¢. (Not: ders akisinda araya Problem Oturumu 4 girer — kitap diizeninde bu, araya giren
Ders 11 (PS4) tiir; Ikili Yiginlar onu izleyen Ders 12’dir.)

Ders 12 (L8) Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (AVL update) ¢oz.
» Ug fikri (subtree_at, augmentation, rotation) ve nasil O(logn) verdiklerini ezberden anlat.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “AVL skew kuralini rotasyonla korursak, h = O(logn) garanti olur.”

17.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

subtree_at(node, i) 1. 08e; n, ile boyut-temelli ikili Bo6l. 3
arama; O(h)

Alt agac ozelligi Cocuklardan O(1) hesaplanan, Bol. 4
asagi-bakan nicelik

size giincelleme node.size = node.left.size B0l 4
+ node.right.size + 1

Tutulamaz index, depth (global; tiim agaca Bol. 5
bagl)

Rotasyon Traversal’1 (A, X, B, Y, C) B6l. 6
koruyan dengeleme

skew height(sag) — height(sol); AVL: Bol. 7
skew € {—1,0,+1}

Yiikseklik dengesi N,, Fibonacci-benzeri iistel — Bol. 8
h <2logn

Dengeyi koru En alttaki dengesizde 1-2 Bol. 10

rotasyon; O(log n)
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17.17 Builder ve OMSCS Baglantilar:

17.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

Bu ders, “dengeyi nasil garanti ederiz ve zenginlestirme ile ne kazaniriz” sezgisini kurar — kopriilerin
Ozeti:

1. Dengeli agac (AVL/red-black) — veritabani indeksleri ve dosya sistemleri (B-tree, B+-tree):
disk-dostu denge; cogu SQL motorunun varsayilan indeksi bir dengeli agactir (hash/GIN gibi
oOzel tiirler ayr1 uzmanlik).

2. Subtree augmentation (size) — order-statistics tree: “rank(x)” ve “k. en kii¢iik” sorgulari

O(logn).

Rotasyon — tiim kendini-dengeleyen agaclarin (red-black, splay, treap) ortak ilkel iglemi.

4. Asagi-bakan vs global 6zellik — genel tasarim: bir niceligi verimli tutmak, onun yerel (kompo-
zisyonel) olmasina baglidir.

5. Fibonacci — log yiikseklik — analiz disiplini: bir yapinin garantisi, en kotii durum boyutunu
(iistel diiglim) sinirlamaktan gelir.

6. Traversal siras1 = degismez — her aga¢ isleminin dogrulugu, korunan bir degismezle (sira, BST
ozelligi) ispatlanir.

W

! Tek bir sey alip gideceksen

Ikili agac tek bagina O(h)’dir; onu giiclii kilan iki ekleme — size/height zenginlestirmesi (i. 6ge,
denge bilgisi) ve rotasyon (siray1 bozmadan dengeleme). AVL skew kurali bunlart birlestirip h =
O(logn) garanti eder; gerisi her yerde O(log n)’dir.
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18 Problem Oturumu 4

Ders 9-10’un uygulamasi: AVL agaclarinin dort uygulamas1 — ¢ift rotasyonlu silme, oncelik kuyrugu ve
kayan pencere, ¢oklu yap1 ve cross-linking, i¢ ice agaclar ve rank sorgusu

1 Oturum bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Problem Session 4 (=60 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 4

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 11 (Problem Oturumu 4)
* Hoca: Jason Ku

¢ Okuma siiresi: =26 dk

18.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

Dérdiincii problem oturumu (Jason Ku) ikili agaclarin (AVL) uygulamalarina odaklanir; yaninda bir de ikili
y12in (binary heap) 6nizlemesi yapar. Y1gin heniiz islenmedi — Problem 2°de bir kara kutu olarak kullanilir
ve onu acan ders, kitap diizeninde bu oturumu izleyen Ders 12 (L.8)’dir. Bu hafta Demaine’in set/sequence
veri yapisi tablosu tamamlandi; AVL agact hemen her islemde O(log n) ile dengeli bir performans verir.

“Welcome to our fourth problem session. We’re going to be talking about binary trees mostly,
today.” — Ku, 0:21

Tiim oturuma damga vuran genel ders sudur (Sekil 39.1): her veri yapis1 probleminde 6nce ne sakladigim ve
hangi degismezleri (invariant) korudugunu sdyle; sonra dinamik islemler bu degismezleri korur, sorgular
onlara dayanir. Dért problem birer “ifade — Yaklagim — Coziim — Karmagiklik” akistyla islenir.

18.2 Problem 1: Sequence AVL — delete_at ve Cift Rotasyon

ifade. Bir sequence AVL agacinda delete_at(8) (siradaki 8. 6geyi sil) islemini yiiriit; sonucu yiikseklik-
dengeli tut.

@ Yaklagim — iki augmentation: height denge icin, size sira-indeksi icin

Sequence AVL agaci iki alanla zenginlestirilir: height (rotasyonlarda dengeyi kontrol icin) ve size
(sira-indeksiyle arama icin). 8. 6geyi subtree_at ile bul (her diigiimde sol alt aga¢ boyutuna bakarak
in), sil, sonra ata yolunu yukari ¢cikip dengeyi rotasyonlarla onar. iki augmentation aym diigiimde yasar
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18 Problem Oturumu 4

Ortak ilke:
Problem Oturumu 4 once NE sakliyorsun
(Ders 9-10 uygulamas1) sonra hangi DEGISMEZ
TS korunuyor

v

Problem 2
Problem 1 ”ro ”er'r41 . Problem 3 Problem 4
En giiclii goriisler

. (6ncelik kuyrugu + kayan . L o
(cift rotasyon) ) (coklu yap1 + cross-linking) (ic ice aga¢ + rank)
pencere

Sequence AVL silme Miizayede Receiver roster

Sekil 18.1: Problem Oturumu 4’{in kavram haritasi: kok (PS4) dort probleme dallanir ve ortadaki ortak ilke
diigiimii her dordiinii birden yonlendirir. Problem 1 sequence AVL'de cift rotasyonlu silme yapar
(height ve size birlikte); Problem 2 mutlak degerce en giiclii k goriisii oncelik kuyruguyla, sonra
log n bellekle kayan pencerede bulur; Problem 3 miizayedede ¢coklu yapiy1 cross-linking ile baglar
ve toplami zenginlestirme olarak tutar; Problem 4 oyuncu performanslarini i¢ ice agaglarda tutup k.
en yiiksegi rank sorgusuyla ¢ceker. Ortadaki ilke — Once ne sakladigini, sonra hangi degismezleri
korudugunu soyle — Ku’nun her probleme ayn1 kapidan girmesini saglar.

ama farkli ise yarar: size nereye inecegini, height nasil dengeleyecegini soyler.

“Sequence AVL trees... are augmented by two things... I need to store heights... and the sequence
requires me to store their subtree numbers.” — Ku, 10:29

Coziim. Silme sonras1 bir diigiim dengesizlesir (skew +2). Bu, AVL'nin zor durumudur (Ders 10 Durum 3):
diiglim saga agir ama sag ¢ocugu sola agir. Tek rotasyon isi tersine bozar; ¢ift rotasyon gerekir — Once sag
cocukta sag-rotasyon, sonra diiglimde sol-rotasyon.

“I am badly skewed to the right but my right subtree is skewed to the left — I have to do a right
rotation here, and then do a rotation.” — Ku, 15:53

Her rotasyonda yalnizca etkilenen 2-3 diigiimiin zenginlestirmesi (height, size) cocuklardan yeniden he-
saplanir. Verilen agag bir Fibonacci agacidir — belli diiglim sayis1 icin en yiiksek (en az dengeli) AVL; bu
yiizden silme logaritmik sayida rotasyon gerektirebilir. Ilging fark: insert her zaman tek bir denge islemiyle
(£ 2 rotasyon igeren bir olay) diizelir; delete ata yolu boyunca log n ayr1 olay isteyebilir.

“in a delete operation, it’s possible that you have to do a logarithmic number of these rotations...
An insertion operation will always re-balance after one re-balance operation.” — Ku, 24:34

Sekil 18.2 bu farki motordan gercek verilerle gosterir: 400 rastgele ekleme boyunca her ekleme en ¢ok 1
olayla kapanir (sol panel); buna karsilik bir Fibonacci agacinda (h = 7, n = 54) en soldaki yaprag: silmek ata
yolu boyunca tam 3 ardisik olay dogurur (sag panel) — silmenin kademeli (cascade) onarim yapabildiginin
somut tanig1. Ikisi de toplam O(log n) zamandir, giinkii her olay O(1)’dir; fark, olay sayisindadir.

Karmagiklik. delete_at O(logn) (subtree_atile bul + ata yolunda O(log n) rotasyon, her rotasyon O(1)).
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18.2 Problem 1: Sequence AVL — delete_at ve Cift Rotasyon

AVL onarimi — insert TEK olay vs delete LOG N olay (Ku 24:34)

INSERT — TEK denge olayi DELETE — LOG N denge olayi
ekleme her zaman tek olayla dlizelir (= 2 rotasyon) - O(1) olay Fibonacci agaci (h=7, n=54) tanigi - ata yolunda 3 olay
ekleme sonrasi dengeli v kok

skew=+2

. 1 olay h-1
® -

-
ata yolu boyunca h-2
right_rotate 3 ardisik olay
h-3
10

4 —\
yaprak sil 1 %

yol lugu = agac yuksekligi
= logn - =log nolay

insert: O(1) olay | delete: O(log n) olay — ama HER olay 0(1) - ikisi de toplam O(log n) zaman

Fibonacci agaci = mimkdin en az dengeli AVL (her dligiimde sa§ alt-agag¢ soldan tam 1 yiiksek, skew +1) - delete cascade'inin worst-case tanigi

Sekil 18.2: AVL onarimi — insert TEK olay vs delete LOG N olay (Ku 24:34) — Problem 1 IMZA. SOL
panel INSERT: kiiciik bir AVLye ekleme kokte skew=+2 (slate ¢ergeve, IHLAL) dogurur; TEK
right_rotate olayiyla (amber yildiz) dengelenir — ekleme her zaman O(1) olayla kapanir. SAG
panel DELETE: Fibonacci agaci (h=7, n=54; miimkiin en az dengeli AVL, her diigiimde sag
alt-agac soldan tam 1 yiiksek) sembolik kademe semasi; en soldaki yaprak silinince (kesik amber
daire) ata yolu boyunca motordan GERCEK 3 ardisik seviyede skew=+2 dogar — 3 amber yildiz
(3 olay). Alt serit: insert O(1) olay, delete O(log n) olay — ama her olay O(1) oldugundan ikisi de
toplam O(log n) zaman; fark olay SAYISINDADIR. Sol paneldeki 400 rastgele eklemenin higbiri
1 olay1 agsmaz (motor tanigi).
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18 Problem Oturumu 4

18.3 Problem 2: En Giiclii Gorusler

Ifade. “Fick Nury” (Nick Fury), n kahramanin gériislerini (giiclii-pozitif veya giiclii-negatif) iceren salt-okunur
bir diziden, mutlak degerce en giiclii log n kahraman1 bulmak ister. (a) dogrusal zamanda. (b) en fazla log n
ek bellek kisitiyla.

@ Yaklagim — (a) build O(n) y1g1n; (b) sabit-boyutlu kiime + kayan pencere

(a) Oncelik kuyrugu (priority queue) — ikili y1gmin ¢ozdiigii arayiiz; build ve delete_max sunar.
Y18in bu oturumda kara kutudur (Ders 12°de acilir). (b) bellek kisiti ¢ikt1 boyutuna (log n) bagh
bir yapiy1 zorlar: en fazla log n 6gelik bir set AVL agaci + kayan pencere ile akisi bir kez gez,
her an top-k’y1 tut.

“It’s implementing what we call a priority queue interface... delete_max.” — Ku, 29:14

Coziim.

(a) ikili yaginla: Tiim goriislerin mutlak degerini bir diziye kopyala, ikili yigin olarak build et — O(n). Sonra
delete_max’i log n kez ¢cagir — en giiclii log n goriisii ceker.

“a binary heap does build in linear time and delete_max in log n time.” — Ku, 35:13

Ikili y1ginin zarafeti: build O(n) (set AVL nin O(n log n)’inden iyi), delete_max O(log n). Toplam O(n +
logn -logn) = O(n + log® n) = O(n) (log” n < n).

def strongest opinions_heap(opinions, k): # (a) yiginla — 0O(n)
h = MaxHeap([abs(x) for x in opinions]) # build: O(n) (heapify)
return [h.delete _max() for _ in range(k)] # k = log n cekis — 0(log®n)

(b) log n bellek + kayan pencere: En fazla log n dgelik bir set AVL agac tut (yiiksekligi log log n). ilk log
n 0geyle doldur; sonra kalan her 6ge icin: ekle, sonra en Kiiciigii sil. Degismez: agac her an o ana kadar
goriilen k = log n en giiclii goriisii tutar.

“the invariant I'm maintaining here is that my thing always has the k largest opinions of the ones
that I've processed so far.” — Ku, 48:14

class TopKTree: # (b) kayan pencere — 0(log n) bellek
def process(self, value): # akistan tek 0Oge
self.root = avl_insert(self.root, value)
self.n += 1
if self.n > self.k: # tastiysa

smallest = subtree_first(self.root).item
self.root = avl delete(self.root, smallest) # en kiiclgl disir
self.n -=1

Sekil 18.3 bu izi akig [5, 1, 8, 3,9, 2, 7] ve k = 3 iizerinde motordan gercek calistirarak gosterir: agag igerigi
adim adim [5] — [1,5] — [1,5,8] — [3,5,8] — [5,8,9] — [5,8,9] — [7,8,9] olur. Her adimda
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18.4 Problem 3: Miizayede — Coklu Yapt ve Cross-Linking

degismez tutar — agac, o ana kadar goriilenlerin tam olarak top-3’tdiir (akisin 6. 68esi olan 2, mevcut
minimum 5’ten kiiciik oldugundan girip hemen ¢ikar; icerik degismez).

Karmagiklik. (a) O(n) (ikili y1gin). (b) O(nloglogn) zaman (her 68e i¢in log log n yiikseklikli agaca
insert/delete), yalnizca O(log n) bellek.

18.4 Problem 3: Miizayede — Coklu Yapi ve Cross-Linking

Ifade. Bir miizayedede teklif verenler (benzersiz bidder ID + tamsayi teklif). new_bid ve update_bid O(log n);
ihale kapaninca en yiiksek k teklifin toplam (get_revenue) O(1). (k 6nceden sabittir.)

@ Yaklagim — iki anahtar — ¢oklu yapi; dnce ne saklanir ve hangi degismez korunur

Iki “anahtar” var: bidder ID (arama igin) ve teklif (siralama icin) — tek bir agac yetmez, birden ¢ok veri
yapisi gerekir. Her zamanki gibi 6nce ne saklandigim ve hangi degismezin korundugunu netlestir: en
yiiksek k teklif bir kiimede, geri kalanlar bagka bir kiimede, toplam ayr1 bir sayida. Yapilar1 baglayan
sey cross-linking’tir.

Coziim. Dort bilegen:

1. Sozliik (set AVL), bidder ID anahtarh: bir teklifciyi bul; her diigiim, teklif¢cinin diger yapilardaki
yerine bir isaretci tutar (cross-linking).

2. k-en-yiiksek set AVL (teklif anahtarl): su anki en yiiksek k teklif.

3. (n-k)-kalan set AVL (teklif anahtarli): geri kalanlar.

4. total (t): k-en-yiiksek kiimesinin toplam1 — bir say1 zenginlestirmesi.

new_bid: yeni teklif, k-en-yiiksek’in minimumundan biiyiikse, o minimumu (n—k)’ye tas1 ve yeniyi k-en-
yiiksek’e koy; degilse dogrudan (n-k)’ye. Her hareket total’i1 O(1) giinceller. get_revenue sadece total’i
dondiiriir — O(1).

“This is called cross-linking.” — Ku, 1:07:08

def new_bid(self, bidder, amount): # 0(log n)
if bidder in self.bids: # cross-link: sozlik 0(1) bulur
old = (self.bids[bidder], bidder) # eski anahtari sil (O(log n))

self.bids[bidder] = amount
self. topk_insert((amount, bidder)) # yeni anahtar (0(log n))
self._rebalance_sets() # topk <+ rest sinirini koru

def get revenue(self):
return self.total # zenginlestirme » 0(1)

Sekil 18.4 dort bileseni ve cross-link’leri motordan gergek bir senaryoyla gosterir: k =2 ile A:100, B:300, C:200
teklifleri girilince topk = {300, 200}, rest = {100}, revenue = 500. Sonra A’nin teklifi 400’e giincellenince
A’nin eski kaydi (100) rest’ten silinir, (400, A) topk’ye girer, tasan minimum (200, C) rest’e iner ve revenue
700 olur — her adim total’1 O(1) giinceller.
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18 Problem Oturumu 4

k-en-iyi kayan set-AVL: ekle, tasarsa en kucugu dusur - her an top-k

akis [5,1,8,3,9,2,7] - k=3 - TopKTree.process(v): avl_insert sonra n>k ise en kui¢ligt sil

akis 5 1 8 3 9 2 7

Q . L. 2 .3 A 5 .. 6
agag icerigi (sirali)) diusen giren degismez

5 gelir 5 - @ v top-3
1 gelir 1 5 - @ v top-3
8 gelir 1 5 8 — v top-3
3 gelir 3 5 8 @ @ v top-3
9 gelir 5 8 9 @ @ v/ top-3

2 gelir 5 8 9 — — v top-3

7 gelir 7 8 9 @ @ v top-3

DEGISMEZ — agac Her an o ana kadar ISLENENLERIN en biyiik k taneslni tutar (Ku 48:14)

bellek O(k) = O(log n) - 6ge basina maliyet O(log k) = O(log lo§ n)

Sekil 18.3: k-en-iyi kayan set-AVL + DEGISMEZ (Ku 48:14) — Problem 2b IMZA. Akis [5,1,8,3,9,2, 7],
k=3 motordan GERCEK calistirilir. Ustte akis seridi; altinda 7 adim satir1: her satir o adimdan sonra
agac icerigini (sirali mini-set), diisen 6geyi (gri daire + lizeri ¢izgi) ve kalic1 giren 6geyi (amber
daire) gosterir. Sagdaki amber rozet DEGISMEZI dogrular: agac her an o ana kadar goriilenlerin
top-3’udiir (hepsi v'). Akisin 6. 6gesi olan 2, mevcut minimum 5’ten kii¢iik oldugundan girip
hemen cikar — icerik [5,8,9] degismez. Alt amber kutu: bellek O(k)=0O(log n), 68e basina maliyet
O(log k)=O(log log n).
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18.4 Problem 3: Miizayede — Coklu Yapt ve Cross-Linking

Karmagikhik. new_bid/update_bid O(logn) (sabit sayida AVL islemi); get_revenue O(1) (degismez

Miizayede: ¢coklu yapi + cross-linking + total zenginlestirmesi » get_revenue() O(1)

new_bid / update_bid: sézliik O(1) fu_lutrdgq(a g‘:l_Oﬂ\w_siHek/e ;. total

total).
1 - bids sézligi
A - 400
B - 300
c - 200

bidder - glincel teklif

@ 3 teklif

A:100 B:300 C:200

topk={300,200} rest={100}

total: 0 +=300 +=200 - 500

(&K Gtk (ﬁ%)yce/lenir (update = sil + ekle)

) 400,A
Uoss—i'ﬂk(oﬁ yonld) 4 - total (zenginlestirme)
300,B
- get_reWwenue()
-

"\ 700

= topk toplami

3 ' rest set-AVL (kalan)

@ revenue

® update_bid(A, 100-400)

get_revenue() = 500
(topk toplami, O(1))

(100,A) rest'te - SILINiR - (400,A)-topk
topk tasar - (200,C) rest'e iner

total = 500 total: 500 —-200(C disar1) +400(A) -» 700

tapk={400,300} rest={200} total=700

Sekil 18.4: Miizayede: ¢oklu yap1 + cross-linking + total zenginlestirmesi — get_revenue() O(1) — Prob-
lem 3 IMZA. Dort bilesen giincelleme SONRASI durumda (motordan GERCEK): (1) bids
sozliigli bidder—giincel teklif (A—400, B—300, C—200); (2) topk set-AVL en yiiksek k=2
{(400,A),(300,B)}; (3) rest set-AVL kalan {(200,C)}; (4) total = 700 amber kutu. Ince kesikli cift
yonlii oklar CROSS-LINK tir: sozliikteki her bidder ilgili aga¢ anahtarina bagli — giincellemede
sozliik O(1) bulur, aga¢ O(log n) sil+ekle, total O(1) giincellenir. Alttaki zaman ¢izgisi MOTOR
GERCEGi: 3 teklif — revenue 500; update_bid(A, 100—400) — (100,A) rest’ten silinir, (400,A)
topk’ye girer, (200,C) rest’e iner — revenue 700.

@ Builder Notu — cross-linking = veritabani ikincil indeksi / foreign key

Cross-linking, veritabani diinyasindaki ikincil indeks (secondary index) ve foreign key ile birebir
ortiiglir. Bir tablo birincil anahtariyla (bidder ID) saklanirken, sik sorgulanan bagka bir alan (teklif)
tizerine ayr bir indeks kurulur; ikincil indeks aym kaydi farkh bir anahtarla bulmani saglar — tipki
buradaki teklif-anahtarli topk/rest aga¢larinin sozliikteki ayni teklifciye bir isaret¢iyle baglanmasi gibi.
Veri tek yerde tutulur, ona iki ayr1 yoldan erisilir; giincellemede her iki yap1 da senkron tutulmalidir
(foreign key biitiinltigii). Bu, “ayn1 veriyi iki anahtarla aranabilir kilmanin” maliyeti ve giicilidiir.
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18 Problem Oturumu 4
18.5 Problem 4: Receiver Roster — i¢ ice Agaclar ve Rank Sorgusu

Ifade. Bir futbol kocu, oyuncularin k. en yiiksek performansim (= ortalama puan = puan/oyun, bir rasyonel)
O(log n)’de sorgulamak ister. Veriler dinamik giincellenir (oyun ekle/sil).

@ Yaklagim — Rasyonel icin ¢apraz ¢arpim; rank iin size augmentation

Performans rasyoneldir — bolme (kayan nokta hatasi) yerine ¢apraz ¢arpim ile kargilastir: w, / f; ile
wsy / f5yi kiyaslarken bolmek yerine wy - f, ile wy - f;’i karsilagtir (paydalar pozitif oldugundan igaret
korunur; motorda Fraction bunun exact egsdegeridir). k. en biiyiigii (rank sorgusu) bulmak i¢in ise
size zenginlestirmesi gerekir — sequence agacinin subtree_at’iyle ayn1 mekanizma.

Coziim. i¢ ice bir yap1 kurulur:

1. Set AVL (receiver ID anahtarl): oyunculari bul.

2. Her oyuncuyla i¢ ice bir set AVL (game ID anahtarli): o oyuncunun oyunlari (bir oyunu O(log n)’de
silmek icin liste degil agac).

3. Her oyuncuda iki say1 zenginlestirmesi: toplam puan ve oyun sayis1 — performans (puan/oyun)
capraz-carpimla karsilastirilir.

4. Performansa gore set AVL (capraz-carpim komparatorii) + size zenginlestirmesi: bu, sequence
agacinin subtree_at’iyle ayni rank-find iglemini verir — k. en biiyiik performansi O(log n)’de bulur.
(Ders 10’daki subtree_at ile ayn1 mekanizma: sondan k. 6ge = in-order’da indeks n—k.)

5. Cross-linking isaret¢ileri (bir oyuncunun performans agacindaki yeri).

“you can think of the size augmentation finding-rank as a one-sided range query.” — Ku, 1:29:19
def kth_best(self, k): # k. en ylksek performans — 0(log n)
# size-rank: in-order'da sondan k. = indeks n-k (Ders 10'daki subtree_at)

return subtree at(self.perf, self.perf n - k).item
def perf_key(self, pid): # rasyonel anahtar: ¢apraz ¢arpim = Fraction

p = self.players[pid]
return (Fraction(p["points"], len(p["games"])), pid) # exact, bélme YOK

Karmagikhik. Tiim giincellemeler ve k. en yiiksek sorgusu O(logn) (i¢ ice aramalar log n x log n degil,
¢linkii oyun sayis1 toplami n).

18.6 Ne Ogrendik?

I Alti Taginabilir Arag

Bu oturum, Ders 9-10"un AVL teorisini dort somut problemde uygulad1 ve alt1 taginabilir ara¢ kazandirdi:

1. Sequence AVL = height + size: indeksle arama (subtree_at) ve denge birlikte; cift rotasyon
(Durum 3) ezberlenir.
2. Priority queue / binary heap: build O(n) + delete_max O(logn) — set AVL’nin O(n logn)
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18.7 Sonraki

build’inden iistiin (Onizleme).

3. Kayan pencere + degismez: sabit boyutlu (log n) yapiyla “o ana kadarki en iyi k” tutmak; az
bellek.

4. Coklu yap1 + cross-linking: ayni veriyi farkli anahtarlarla iki/ii¢ agacta tutup isaretcilerle bagla-
mak.

5. Augmentation ile O(1) sorgu: bir toplami (total) zenginlestirmeyle tutup sorguyu sabit zamana
indirmek.

6. size augmentation = rank sorgusu: k. en biiyiik / “kac tanesi biiyiik” (one-sided range query)
— sequence subtree_at’in seti.

@ Builder Notu — kayan pencere = streaming leaderboard

Problem 2’nin (b) sikki, modern sistemlerin streaming leaderboard (akis siralamasi) deseninin tam
kalbidir: sonsuz bir olay akisinda (oyun skorlari, satiglar, begeniler) “su ana kadarki en iyi k™ sabit
boyutlu bir yapida tutulur ve her yeni olayda sifirdan degil artiml1 giincellenir — yeni 68e girer, esik
altina diisen en kiigiik ¢ikar. Tiim gegmisi bellekte tutmak yerine yalnizca O(logn) 68e saklamak,
milyarlarca olaylik akiglart sabit bellekle islenebilir kilar; degismez (“yap1 her an o ana kadarki top-k™)
da sonucun dogrulugunu garanti eder.

18.7 Sonraki

Ders 12 (L8) — Ikili Yiginlar (Binary Heaps)

Sirada Ders 12 (L8): ikili Yiginlar (Binary Heaps) var — Erik Demaine ile, bu oturumda Problem 2’de
kara kutu olarak kullandigimiz oncelik kuyrugunu aciyoruz: ikili y181n, diziye gomiilii bir tam-agacla
build O(n) ve delete_max O(logn) verir. (Not: Notion kaynag: bu dersi “Ders 8 (L8)” diye anar,
ama kitap diizeninde L8 = Ders 12’dir.) Bu oturumdaki augmentation ve invariant sezgileri, y1ginin
“tahtadan-agag1” (heapify) mantigin1 anlamana yarayacak.
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19 ikili Yiginlar (Binary Heaps)

Oncelik kuyrugu (insert + delete_max) = set’in alt kiimesi; complete binary tree diziye ortiik gomiiliir (left
2i+1, right 2i+2, parent (j—1)//2); max-heap 6zelligi + heapify up/down O(log n); yerinde heapsort O(n log n)
ve dogrusal build = yiiksekliklerin toplam1 = O(n)

1 Boliim bilgisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 8: Binary Heaps (=51 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 8: Binary Heaps

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 12 (LS8)
* Hoca: Erik Demaine

* Okuma siiresi: =26 dk

19.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 10 (L7) AVL agaglariyla her sequence/set islemini O(log n)’e indirdi. Bugiin, AVL nin basitlegtirilmis
bir halini kuruyoruz: ikili y18in (binary heap). Ayn1 O(log n) sinirlarini verir ama iki tistiinliigii vardir —
dogrusal-zaman build ve, asil 6nemlisi, yerinde (in-place) siralama (heapsort).

“Today, we’re going to cover a different kind of tree-like data structure called a heap — a binary
heap. It’s going to let us solve sorting problem in a new way.” — Demaine, 0:19

Ug temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Oncelik kuyrugu (priority queue) — set arayiiziiniin alt kiimesi: insert + delete_max; bu kisitlama
yeni gug verir.

2. Complete binary tree <+ dizi — y1gin, diziye gomiilii tam-agactir (isaretgisiz, ortiik; index aritmetigi).

3. Max-heap ozelligi + heapify — her diigiim cocuklarindan biiylik-esit; ekle/sil heapify up/down ile
O(logn).

@ Builder Notu — Sadelestirme = Giig

Ikili y1g1n, AVL nin basitlestirilmig hali — tiim set yerine yalnizca “maksimumu bul/sil” istedigimiz igin,
complete binary tree’yi (rotasyonsuz!) koruyabiliriz. Az s6z veren bir arayiiz, daha giiclii optimizasyon
imkani acar.

* Geriye — Ders 10 (AVL): AVL keyfi BST sekliyle rotasyon gerektirir; y18in sekli n tarafindan
zaten sabittir — rotasyon yok, yalniz heapify (takas).
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19 Ikili Yiginlar (Binary Heaps)

Ders 12 (L8): Ikili Yiginlar o
Complete binary tree « Max-heap dzelligi + heapify

dizi her diigiim gocuklarindan Heapsort + dogrusal build
értilk, isaretcisiz bilyiik-esit

| I N [

insert + delete_max index aritmetigi maksimum kokte ) - dogrusal build
. - K o yiikseklik [log n] | . yerinde, prefix yigin o
az soz veren arayiiz = gok sol 2i+1, sag 2i+2, parent heapify up/down ile O(log . yiiksekliklerin toplami =
N rotasyon gerekmez 0O(n log n) tek in-place
glic [ n) O(n)

Oncelik kuyrugu
set arayliziiniin alt kiimesi

Sekil 19.1: Ders 12’nin (L8) kavram haritas1: kok = ikili y1§in. Dort dal — (1) oncelik kuyrugu, set arayiiziiniin
alt kiimesidir (insert + delete_max); daha az s6z veren arayiiz daha gii¢lii optimizasyon acar. (2)
complete binary tree, diziye ortiik (isaret¢isiz) gomiiliir; diigiim baglar1 yalniz index aritmetigiyle
bulunur (left 2i+1, right 2i+2, parent (j—1)//2) — ylikseklik log n , rotasyon gerekmez. (3) max-
heap 6zelligi (her diigiim ¢cocuklarindan biiyiik-esit, maksimum kokte) heapify up/down ile korunur,
insert/delete_max O(log n). (4) heapsort yerinde (prefix y1gin) ve O(n log n); dogrusal build ise
yiiksekliklerin toplamidir = O(n). Sonug: 6ncelik kuyrugu + bedava in-place siralama.

« lleriye — graph algoritmalar1: Dijkstra ve Prim, 6ncelik kuyrugunu (y1gimni) dogrudan kullanir
— “en yakin siradakini al” mantig1.

« Tleriye — sistem: router paket dnceligi, isletim sistemi process scheduling, olay-tabanli simiilas-
yon hep Oncelik kuyrugudur.

« Tleriye — heapsort: O(nlogn) ve in-place — ek bellek ayiramayan ortamlarda (gomiilii, cekir-
dek) merge sort’a tercih edilir.

Tek ciimle: Oncelik kuyrugunu, diziye gomiilii dengeli bir tam-agagla (yigin) ¢ozersek, ekle/sil O(logn)
olur ve yerinde O(nlogn) siralama (heapsort) bedava gelir.

19.2 1. Oncelik Kuyrugu Arayiizii

Oncelik kuyrugu, 6geleri anahtarlarina (6nceliklerine) gore tutar ve iki temel islem sunar: insert (6ge ekle)
ve delete_max (en yiiksek oncelikli 68eyi sil ve dondiir). Bu, set arayiiziiniin bir alt kiimesidir — ve alt
kiimeler ilgingtir, ¢linkli daha basit/hizl1 ¢oziilebilirler.

“priority queue... This is a subset of the set interface.” — Demaine, 0:40

Motivasyon her yerde: router’da paket onceligi, isletim sisteminde hangi process’i ¢alistiracagini segcmek,
olaylar1 zaman sirasina gore islemek — ve bu sinifta ileride cizge algoritmalari.

19.3 2. Set AVL ile Co6zim

Set AVL agaci bu iglemleri zaten yapar: insert/delete_max O(logn), build O(n log n) (6nce siralama gerekir).
find_max’i bir alt agac zenginlestirmesiyle (her diigiimde alt agacin maksimum anahtar1) O(1)’e bile
indirebiliriz.

“set AVL is our most powerful data structure.” — Demaine, 3:33
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19.4 3. Priority Queue Sort

Yani aslinda “isimiz bitti”. Ama bugiin ikili y18in 6grenecegiz: AVL kadar giiclii degil, sadece priority
queue’yu ¢oziliyor — ama daha basit, build’i bir log faktor hizli, ve in-place siralama veriyor.

19.4 3. Priority Queue Sort

Oncelik kuyrugu arayiiziinii gergeklestiren herhangi bir yapidan bir siralama algoritmasi dogar: tiim 6geleri
ekle, sonra hepsini delete_max ile ¢ikar. delete_max biiyiikten kiiciige verdigi icin, ters-sirali ¢ikar; lineer
zamanda ters ¢evir — sirali.

“given any data structure that implements a priority queue interface... I can make a sorting
algorithm. Insert all the items, delete all the items.” — Demaine, 8:29

Caligma siiresi: 71,4 (1) + 7 Tyerere max — V€Y@ 1+ (Tigert + Telere max)- Hangi yapiy: koyarsan, o siralamayi
alirsin.

19.5 4. Ug Siralama: Birlestirici Cerceve

Priority queue sort, daha once gordiigiimiiz li¢ siralamayi tek cercevede birlestirir:

* Set AVL (insert/delete O(logn)) — AVL sort, O(nlogn).
* Sirasiz dizi (insert O(1), delete_max O(n) — maksimumu tara, sona tagt) — selection sort, O(n?).
» Siral dizi (insert O(n) — kaydir, delete_max O(1) — son 6ge) — insertion sort, O(n?).

“arrays give us selection sort... insertion sort.” — Demaine, 11:53

Selection ve insertion sort in-place (sabit ek alan) ama O(n?); AVL sort ve merge sort O(nlogn) ama
in-place degil. Bugiinkii hedef: n log n ve in-place — ikili y18in ile (heapsort).

Sekil 19.2 bunu tek ¢ercevede toplar: ayn1 “hepsini insert, sonra hepsini delete_max” tarifi; hangi veri
yapisini koyarsan o siralama dogar. Hedef satir 4 — ikili y181n, iki iglemi de O(log n) dengeler ve sonug hem
O(nlogn) hem yerinde.

19.6 5. Hedef: n log n + Yerinde (Complete Binary Tree)

In-place olmak i¢in, n 6geyi tam n dizi goziinde tutmaliyiz. log n performans i¢in de bir aga¢ gerekir. Coziim:
agaci bir diziye gommek. Hangi agac? Complete binary tree (tam ikili agac): her i. derinlikte 2° diigiim,
son seviye harig; son seviye sola yash (left-justified).

“these two properties together is what I call a complete binary tree.” — Demaine, 17:10

Complete binary tree her zaman dengelidir — yiiksekligi tam [log n] (miimkiin olan en iyi). Rotasyona gerek
yoktur.
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19 Ikili Yiginlar (Binary Heaps)

Oncelik kuyrugu siralamasi — birlestirici cerceve: yapi secimi siralama algoritmasini belirler

Oncelik kuyrugu siralamasi (PQ sort) — TEK tarif

tim o6geleri insert et - sonra hepsini delete_max ile cek (cekis sirasi = AZALAN siral)

‘ PQ'yu hangi yapi uygularsa o siralama dogar

VERI YAPISI (PQ) insert / delete_max DOGAN SIRALAMA
insert delete_max
sirasiz dizi o(1) o(n) Selection Sort
O(n?)
insert delete_max
sirah dizi o(n) o(1) Insertion Sort
0(n?3)
insert delete_max
kiime AVL agaci O(log n) O(log n) AVL Sort
O(n log n)
insert delete_max
iKiLi YIGIN O(log n) O(log n) HEAPSORT m
O(n log n)

Ayni cerceve, farkli yapi = farkh siralama. Hedef: satir 4 — n log n VE yerinde (ek bellek yok).

dizi PQ'lar (satir 1-2) bir islemi ucuz yapar AMA digerini O(n)'e iter - O(n?); yigin iki islemi de O(log n) dengeler - O(n log n)

Sekil 19.2: Oncelik kuyrugu siralamas1 — birlestirici cerceve: PQ’yu hangi yap1 uygularsa o siralama dogar
(L8 §3-4). Ust kutu TEK tarifi anlatir: tiim 6geleri insert et — sonra hepsini delete_max ile ¢cek
(¢cekis siras1 = azalan sirali). Altta 4 satir yapt — siralama: (1) sirasiz dizi [insert O(1) / delete_max
O(n)] — Selection Sort O(n?); (2) siral1 dizi [insert O(n) / delete_max O(1)] — Insertion Sort
O(n?); (3) kiime AVL agaci [O(log n)/O(log n)] — AVL Sort O(n log n); (4) IKiLi YIGIN [Odog
n)/O(log n)] - HEAPSORT O(n log n) + IN-PLACE rozeti (amber vurgu, hedef satir). Dizi PQ’lar
bir islemi ucuz yapar ama digerini O(n)’e iter — O(n?); y181n iki islemi de O(log n) dengeler —
O(n log n). Motor kaniti: Q=[]; insert [4,1,7,3,9,2,6]; drain x7 = [9,7,6,4,3,2,1] = sorted(desc).
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19.7 6. Complete Binary Tree <+ Dizi

19.7 6. Complete Binary Tree < Dizi

Tam ikili agac ile dizi arasinda bir birebir esleme (bijection) vardir: diigiimleri derinlik sirasinda (level
order — A, sonra B, C, sonra D, E, F, G...) diziye yaz. n verilince tek bir aga¢ sekli vardir (yukaridan asagi,
soldan saga dolar).

“between complete binary trees and arrays is a bijection.” — Demaine, 18:33
Bu ylizden isaret¢i saklamaya gerek yok — sadece dizi: ortiik veri yapisi (implicit data structure).

“This is what we call an implicit data structure... no pointers, just an array of the n items.” —
Demaine, 20:28

Calisilan Ornek — index aritmetigi. Isaretcileri index hesabiyla bul. 4. diigiim icin:

* Sol cocuk: 27 + 1.
* Sag cocuk: 27 + 2 (sol ¢ocugun sag kardesi).
e Parent (j ¢cocuksa): (j — 1)//2 (tamsay1 bolme).

Ornek: index 4’teki diigiimiin sol cocugu 2 - 4 + 1 = 9; sag ¢ocugu 2 - 4 + 2 = 10 — dizi boyutunu asiyorsa
o cocuk yoktur. Ters yon de tutarli: parent(9) = (9 — 1)//2 = 4. Tiim bunlar sabit zaman; complete binary
tree’nin 0zel yapisi sayesinde miimkiin.

Sekil 19.3 bu bijeksiyonu somutlar: 11 diiglimlii bir max-heap, hem agac¢ hem dizi olarak; index 4 diigiimii
amber dolgu, ¢cocuklar1 9 ve 10 amber cergeve, formiil kutusunda left(4) = 9, right(4) = 10, parent(9) = 4
dogrulanir.

19.8 7. Max-Heap Ozelligi

Son bir kural: max-heap 6zelligi — her diigiim ¢ icin Q[i].key > Q[j].key (j sol veya sag ¢ocuk). Yani
her diigiim iki cocugundan da biiyiik-esittir; iki cocugun birbirine gore siras1t umursanmaz (BST den farka
budur).

“the max-heap property: Q[i] is greater than or equal to Q[j] for both children.” — Demaine,
26:02

Onemli lemma: bu 6zellik her yerde saglaniyorsa, her diigiim alt agacindaki tiim diigiimlerden biiyiik-esittir
(gegislilikle: asag1 yolda her kenar anahtar1 azaltmaz). Dolayisiyla maksimum kokte durur.

“every node i is greater than or equal to all nodes in its subtree.” — Demaine, 27:39
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19 Ikili Yiginlar (Binary Heaps)

QL]

(sfos dolzr —sag-o-bis)

Complete binary tree < dizi: isaretgisiz ortiik yapi (yigin saklama)

diigim baglarn YALNIZ index aritmetigiyle bulunur — isaretci (next/left/right) YOK
i=0

@ index aritmetigi (i = 4)

left(4) =24 +1 =9

3 i=4 5 i=6 right(4) = 2:4 + 2 = 10
@ 12 parent(9) = (9-1) // 2 =4

parent(10)= (10-1) // 2 =4

son diizey SOLA YASLI

25

16 21 5 12 18 19 1 3 9 7

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ylikseklik = [log n] - islemler O(log n) - aga¢ DOLU ve sola yasl - dengeleme ROTASYONU GEREKMEZ (BST/AVL aksine) - (Demaine 20:28)

Sekil 19.3: Complete binary tree dizi: isaretgisiz ortiik yap1 (L8 §5-6, IMZA figiir). Ust: 11 diigiimlii
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complete binary tree, 4 diizey, son diizey SOLA YASLI (etiketli); her diigiim dairesinde deger,
yaninda index rozeti (i=0..10). Alt: ayn1 11 degerin dizi seridi (her hiicre altinda index). Her
agac diiglimiinden dizi hiicresine ince bag ¢izgisi (level-order bijeksiyon). index 4 diiglimii amber
DOLGU; cocuklart index 9 ve 10 amber CERCEVE; sagda formiil kutusu: left(4) = 2-4+1 =
9, right(4) = 2-4+2 = 10, parent(9) = (9-1)//2 = 4, parent(10) = (10-1)//2 = 4. Diigiim baglar
YALNIZ index aritmetigiyle bulunur — isaretci (next/left/right) YOK. Yiikseklik = logn —
islemler O(log n); aga¢ dolu ve sola yasli — dengeleme rotasyonu gerekmez (BST/AVL aksine).
Motor: build_heap_linear([25,16,21,5,12,18,19,1,3,9,7]) zaten max-heap; is_max_heap True;
heap_left(4)=9, heap_right(4)=10, heap_parent(9)=4, heap_parent(10)=4 (Demaine 20:28).



19.9 8. insert ve max_heapify_up

19.9 8. insert ve max_heapify_up
insert(x): yeni 6geyi yalnizca dizinin sonuna ekleyebiliriz (son yaprak, index = size — 1). Ama bu max-heap
ozelligini bozabilir — diizelt.

Cahsilan Ornek — max_heapify_up. Eklenen diigiimden basla. Parent’inin anahtar1 cocuktan kiiciikse
(kural ihlali), ikisini takas et; sonra parent ile dzyinele (yukar1 ¢ik). Oge en fazla kok seviyesine kadar
“kabarir”. Yalnizca bu tek 6ge yanlig yerde oldugundan, hareket durdugunda max-heap 6zelligi saglanmigtur.

“max_heapify_up... it goes up one... the running time is the height of the tree, which is log n.” —
Demaine, 36:06

Siire: agag yiiksekligi = O(logn).

Sekil 19.4 bu kabarmay1 somut bir érnekte gosterir: [9, 5, 8, 3, 1] yiginina 10 eklenir; 10 sona (index 5) konur,
parent 8’den biiyiik oldugu icin takas edilir (index 2), sonra parent 9°dan da biiylik oldugu icin bir kez daha
takas edilir — toplam 2 kabarma — ve 10 koke ulasir.

insert + kabarma (heapify_up): yeni 6ge sona eklenir, parent'indan buyiikce yukari siaziliir

1) 10 SONA eklenir 2) 8 & 10 takas 3) 9 » 10 takas
index 5 (tek gecgerli yer) 10 yukari - index 2 10 KOKTE - index 0
parent 8 < 10 - iHLAL parent 9 < 10 - hala iHLAL

kabarma gerekir bir kez daha kabar max-heap ONARILDI v

O, O, -

G g ®» @ ©
DO® OO0 OO

9 5 8 3 1 10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

1 1 8

heap dizisi (10 - index 5) 8 ile yer degistirdi 9 ile yer degistirdi

her takas en fazla bir seviye ¢ikar — takas sayisi = adag derinligi = O(log n) (Demaine 36:06)

Sekil 19.4: insert + kabarma (heapify_up): yeni 6ge sona eklenir, parent’indan biiyiik¢e yukar siiziiliir (L8
§8). U¢ panel yan yana; her panel: y1ginin complete-tree ¢izimi (6 diigiim) + altinda o anki dizi
seridi. Motor izi heapify_up_trace([9,5,8,3,1], 10): (1) 10 SONA eklenir index 5 (tek gecerli yer)
— dizi [9,5,8,3,1,10]; parent index 2 =8 < 10 — [HLAL, kabarma gerekir. (2) 8 <> 10 takas —
10 yukar1 index 2; dizi [9,5,10,3,1,8]; parent index 0 = 9 < 10 — hala HLAL. (3) 9 < 10 takas
— 10 KOKTE index 0; dizi [10,5,9,3,1,8]; max-heap ONARILDI. Kabaran 6ge 10 amber dolgu;
IHLAL eden kenar amber + ‘IHLAL’ etiketi. Her takas en fazla bir seviye cikar — takas say1s1 (2)
< agac derinligi = O(log n). Motor: final kok = 10, is_max_heap(final) True (Demaine 36:06).
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19 Ikili Yiginlar (Binary Heaps)
19.10 9. delete_max ve max_heapify_down

delete_max: maksimum kokte (index 0), ama dizide yalnizca son 68eyi verimli silebiliriz. Coziim: kokii son
yaprakla takas et, son 6geyi sil (delete_last). Simdi koke kiigiik bir deger geldi — diizelt.

max_heapify_down: kdkten basla; iki cocuktan biiyiigiiyle takas et (boylece her iki kenar da kurali saglar),
sonra o ¢ocukta 6zyinele (asagi in). Yapraga ulasinca dur.

“Heapify down. We’re going to take that item and push it down... until max-heap property is
satisfied.” — Demaine, 39:16

Siire yine O(log ). (Y1ginda hig rotasyon yok — yalnizca takas.)

Sekil 19.5 bu siizmeyi gosterir: [10, 9, 8,3, 1, 5] yifiminda max 10 kokte; kok son yaprak 5 ile takas edilip
10 silinir; koke gelen 5, iki cocuk 9 ve 8’in biiyiigii olan 9 ile takas edilir (1 siizme) ve kok 9 olur — final
[9, 5,8, 3, 1], hala max-heap.

delete_max - asagi siizme (heapify_down): kokeson takas, sil, bliylk cocukla siiz

1) max kokte — kok « son yaprak takasi 2) son ége silindi - yi1gin iIHLAL 3) biyiik cocukla takas - asagi siiz
cikarildi
max = 10 (yalniz kdkte) - son yaprak 5 yukari tasinir kék 5 < sol ¢cocuk 9 - 6zellik bozuldu, iki cocugun BUYUGU secilir - yidin onparildi
10 ONARILDI v

10 @ 0
buyiik cocukla
takas
kas @ @f

O Q0 00

| I I | I e N R N N d Kl B
5 0 1 2 3 0 1 2 3

4 4

dizi-gémme (sol 2i+1 - sag 2i+2) kok yeni - henliz sizilmedi yigin ozelligi geri geldi

her seviyede iki ¢ocugun BUYUGU secilir — boylece her iki kenar da kurali saglar - en fazla ylikseklik kadar takas = O(log n) - rotasyon YOK, yalniz takas

Sekil 19.5: delete_max — asagi siizme (heapify_down): kok<>son takas, sil, biiyiik cocukla siiz (L8 §9, IMZA
figiir). Uc panel soldan saga; motor izi heapify_down_trace([10,9,8,3,1,5]). (1) max kokte —
kok 10 + son yaprak 5 amber dolgu, aralarinda cift yonlii takas oku; max = 10 (yalmz kokte), son
yaprak 5 yukari tasmnir; dizi-gomme sol 2i+1 - sag 2i+2. (2) son dge silindi —» THLAL — 10
¢ikarildi (soluk diiglim + disar1 ok), 5 kokte ama sol cocuk 9 > 5 — y1gin 6zelligi bozuldu (kalin
slate ¢cerceve); ara dizi [5,9,8,3,1]. (3) biiyiik cocukla takas — asagi siiz— 5 < 9 takasi (iki
cocuk 9 ve 8’in BUYUGU 9 secilir, boylece her iki kenar da kurali saglar); final [9,5,8,3,1], 9
kok, ONARILDI. En fazla yiikseklik kadar takas = O(log n); rotasyon YOK, yalniz takas. Motor:
removed_max = 10, final kok = 9, is_max_heap(final) True (Demaine 39:16).
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19.11 10. Yerinde Heapsort ve Dogrusal Build

19.11 10. Yerinde Heapsort ve Dogrusal Build

In-place heapsort: Diziyi biiyiitiip kiigiiltmek yerine, y1gin1 dizinin bir 6nekinde (prefix) tut. insert = size’1
artir (sonraki A 6gesini y1gina kat); delete_max = size’1 azalt (son 6geyi diisiir). Hi¢ yeniden boyutlandirma
yok — her islem en kotii durum O(1) ek. Tiim dgeleri y18ina al, sonra delete_max ile ¢ikar; en biiyiik 63e
sona gider — dizi yukari siral olur.

“that is what’s normally called heapsort.” — Demaine, 48:05

Bu, nlogn ve in-place (bu siniftaki tek boyle algoritma).

Sekil 19.6 tek dizi icinde prefix yigimnin kiigiiliip sirali sonekin biiytimesini gosterir: [2,7,1,9, 3, 6] 6nce
dogrusal build ile [9, 7, 6, 2, 3, 1] yiginina doniisiir; her adim kokii (max) prefix-sonu ile takas eder, y1gini 1
kiigiiltiir, kokii siizer — ¢ikt1 [1,2,3,6,7,9].

Dogrusal build: Ogeleri tek tek ekleyip yukari-heapify yaparsan toplam derinliklerin toplami = n log 7.
Bunun yerine, hepsini diziye koyup asagidan yukariya heapify-down yap. Bu, yiiksekliklerin toplamidir
ve sasirtict bicimde O(n)’dir (yapraklar cok ama yiikseklikleri kiiciik; kok yiiksek ama tek).

“heapify down from the bottom up... that’s better. Because this is the sum of the heights of the
nodes. And that turns out to be linear.” — Demaine, 49:24

Sekil 19.7 bu iistiinliigii 6lger: » = 15 complete tree’de 2 derinlik = 34 (tek tek insert, ~ nlogn) iken
> yiikseklik = 11 (bottom-up build, < 2n = 30); n = 1023’te ugurum biiyiir — 8194’¢ kars1 1013 (hala
< 2046).

19.12 Bu Dersin Ozeti

Oncelik kuyrugu: insert + delete_max; set arayiiziiniin alt kiimesi.

Priority queue sort: ekle-hepsini + delete_max-hepsini — AVL/selection/insertion sort birlesir.
Complete binary tree: her derinlik dolu, son seviye sola yasli; yiikseklik [log 72|, dengeli.

Dizi <> agac bijection: derinlik sirasi; ortiik (isaretgisiz); left 2 + 1, right 2¢ + 2, parent (7 — 1)//2.
Max-heap ozelligi: Q[i] > ¢ocuklari; maksimum kokte; diigiim > tiim alt agact.

insert/delete_max: max_heapify_up / max_heapify_down (takas + 6zyinele); O(logn).

Heapsort: prefix yigin, in-place, O(n log n); dogrusal build = yiiksekliklerin toplami = O(n).

Nk wn =

I Tek Bir Ciimle

Ikili y1g1n, dengeli bir tam-agac1 diziye gomiip (isaretgisiz) max-heap 6zelligini heapify ile korur; sonug
hem O(log n) éncelik kuyrugu hem de yerinde O(n logn) siralama (heapsort).

169



19 Ikili Yiginlar (Binary Heaps)

Sekil 19.6: Yerinde heapsort (in-place): prefix yi1gin kiigiiliir, sirali sonek biiyiir (L8 §10, IMZA figiir). 6 satir
dizi seridi, her satir 6 hiicre = TEK dizi (in-place). Motor izi heapsort_trace([2,7,1,9,3,6]). Satir 1 =
dogrusal build sonrasi: tamami y1gin [9,7,6,2,3,1] (slate hiicreler, SOL etiket ‘y18in’). Her sonraki
satir: kok <+ prefix-sonu takas oku — prefix y18in 1 hiicre kiiciiliir, kopan max sirali soneke gecer
(yeni amber hiicre yildizli ); y181n slate (SOL etiket), sonek amber (SAG etiket ‘siral1’). Son satur:
tamamui sirali [1,2,3,6,7,9] (amber). Sagda kutu: ek bellek YOK, y1gin + sirali = AYNI dizi. Her
adim kokii (max) yi18inin sonuna takas eder — sirali sonege katar, y1gini 1 kiigiiltiir, kokii siizer; n
log n VE yerinde (bu sinifin tek boyle algoritmasi). Motor: build = [9,7,6,2,3,1], 6 adim, output =
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Yerinde heapsort (in-place): prefix yigin kigclliir, sirali sonek biytr

build (dogrusal)

Adim 1

Adim 2

Adim 3

Adim 4

Adim 5

ek bellek YOK
9 /. kaﬁ«. sHn ta%as 3 l 1 yigin + sirali = AYNI dizi
7 1gin
yig *
7 L] 6 1 9
kol « son taMas
/!
4 1gin siral
yig *
6 .ms:nm}. 2 | 7 9
P N
7 .
yigin siral
%
3. 1 6 7 9
ko) as
yigin * sirali
kéE © an takas 3 6 7 9
=
“ yigin sirali
%
1 2 3 6 7 9 tamami sirah v
yigin siral

her adim kékii (max) yiginin sonuna takas eder — sirali sonege katar, yigini 1 kdgdltir, k6ki sizer

ek bellek YOK — yigin ile sirali bélge AYNI dizide -

[1,2,3,6,7,9] (Demaine 48:05).

n log n VE yerinde (bu sinifin tek boyle algoritmasi)



19.12 Bu Dersin Ozeti

Dogrusal build = yiiksekliklerin toplami (Z yiukseklik = 2n = O(n))

Biiyiime: Z derinlik firlar, Z yiikseklik dogrusal kalir

n=15 complete tree — ayni yapi, iki maliyet == > derinlik (tek tek insert ~ n log n)
3 yukseklik (bottom-up build = O(n)) 8194
d = derinlik (kékten) - h = yiikseklik (yapraga) — = 2n referansi (X yukseklik = 2n) )
8000 -
dDOhS
lehZ dIOhZ
= 6000
o
2
©
€
dZOhl dzOhl dZOhl dZOhl £ UCURUM
Qo 8194 o 1013
K
£ 4000 +
o
Q
O
S
8 yaprak - hepsi d3, h0 - yukseklik maliyeti SIFIR
Z derinlik (tek tek insert) Z yukseklik (bottom-up build)
=34 =11 2000 1 -1
h@r 6ge derinligi kadar kabanr ~ n lodn  hendigim yiksekligi kadar stizilir = @(n) _--"

11 =2n =30

0—F = ;
1511 12720 1023
n (dagum sayisi)

yapraklar COK ama ytikseklikleri KUCUK (h=0) — ¢ok olandan az éde - bottom-up build O(n), tek tek insert ise n log n (Demaine 49:24)

Sekil 19.7: Dogrusal build = yiiksekliklerin toplami, X yiikseklik < 2n = O(n) (L8 §10). Sol panel: n=15
complete tree (4 seviye); i¢ diigiimlerin yaninda d=derinlik (slate) + h=ylikseklik (amber) rozetleri;
yapraklar (h=0) amber dolgu; altta iki toplam kutusu: Xderinlik = 34 (tek tek insert ~ n log n, slate)
vs Yyiikseklik = 11 (bottom-up build = O(n), amber) + ‘11 < 2n = 30’ etiketi; 8 yaprak hepsi hO
— yiikseklik maliyeti sifir. Sag panel: bliylime grafigi n = 15, 127, 1023; Xderinlik (slate, n=1023
— 8194 firlar ~ n log n) vs Xyiikseklik (amber, n=1023 — 1013 dogrusal kalir) + 2n referans
kesikli ¢izgi; n=1023’te UCURUM 8194 <+ 1013 vurgulanir. Yapraklar COK ama yiikseklikleri
KUCUK (h=0) — ¢ok olandan az 6de; bottom-up build O(n), tek tek insert ise n log n. Motor:
complete_tree_depth_height_sums(15)=(34,11), (1023)=(8194,1013) (Demaine 49:24).
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19 Ikili Yiginlar (Binary Heaps)

19.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: ikili y13in neden rotasyona ihtiya¢ duymaz, oysa AVL agac1 duyar?

Cevap: Y181n bir complete binary tree’dir — sekli n tarafindan zaten benzersiz bi¢cimde belirlenir
(yukaridan asag1, soldan saga dolu) ve her zaman dengelidir (yiikseklik [log n]). Sekil sabit oldugundan
dengeleme (rotasyon) gerekmez; yalnizca anahtarlarin yerini (heapify up/down ile takas) diizeltiriz.
AVL ise keyfi sekilli bir BST oldugundan, dengeyi korumak icin rotasyon sarttir. Yiginin bu liiksii,
yalnizca priority queue (set’in alt kiimesi) ¢c6zmesinden gelir.

1 Soru 2: index 4’teki diigiimiin ¢cocuklar1 ve index 9’un parent’1 nedir? Formiilleri uygula.

Cevap: index 4’iin sol ¢cocugu 2 - 4 + 1 = 9, sag cocugu 2 - 4 + 2 = 10. index 9’un parent’
(9—1)//2 = 4 — tutarh (9, 4’iin sol cocuguydu). index 10’un parent’1 (10 — 1)//2 = 4 (tamsay1
bolme) — sag cocuk da ayn1 parent’a doner. Bir cocuk index’i dizi boyutunu asiyorsa o cocuk yoktur
(yaprak).

1 Soru 3: max-heap ozelligi ile BST 6zelligi arasindaki fark nedir?

Cevap: BST: sol alt aga¢ < diigiim < sag alt aa¢ — yatay siralama, traversal sirasi anlamli, find/range
yapilir. Max-heap: diigiim > her iki cocugu — yalnizca dikey (ata-torun) iliski; iki cocugun birbirine
gore sirast umursanmaz. Heap, anahtarlar sirali tutmaz, sadece “maksimum koktedir” garantisi verir;
bu yiizden find(k) veya find_next yapamaz, ama find_max/delete_max’i ¢cok ucuz yapar.

1 Soru 4: Dogrusal build (heapify-down, bottom-up) neden O(n)’dir, oysa tek tek insert O(n log n)’dir?

Cevap: Tek tek insert + heapify-up, her 6ge icin derinlik kadar is yapar; toplam = derinliklerin toplam1
= O(nlogn) (¢ogu 68e yapraktadir, derinligi ~ log n). Bottom-up heapify-down ise her diigiim i¢in
yiikseklik kadar is yapar; toplam = yiiksekliklerin toplami. Yapraklar ¢oktur ama yiikseklikleri 0-1;
yiiksek diigiimler azdir. Bu agirlikli toplam O(n)’e yakinsar — “cok olandan az 6de, az olandan ¢ok

E2]

ode”.

19.14 Egzersizler
Egzersiz 1. Verilen bir diziyi complete binary tree olarak ¢iz (derinlik siras1); index aritmetigiyle her diigiimiin
cocuklarini/parent’in1 dogrula.

Egzersiz 2. Bir max-heap’e yeni bir maksimum 6ge ekle ve max_heapify_up’1 adim adim yiiriit (kdke kadar
kabarma).

Egzersiz 3. Bir max-heap’ten delete_max yap: kok-son takas, delete_last, max_heapify_down (biiyiik cocukla
takas). Sonucun hala heap oldugunu dogrula.

Egzersiz 4. Python’da ortiik y18in icin index aritmetigini ve heapify_down’1 yaz:
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19.15 Sonraki Ders Igcin Hazirlik

def heapify down(Q, i, n):
while True:
1, r = 2% + 1, 2*i + 2
big = i
if 1 < n and Q[1] > Q[big]: big
if r < n and Q[r] > Q[big]: big

if big == i: return
Q[i], Q[big] = Q[big], Q[i]
i = big

Egzersiz 5. Heapsort’un neden in-place oldugunu (prefix yi1gin) agikla. Merge sort neden in-place degildir?
Ikisinin de O(n logn) olmasina ragmen hangi durumda heapsort tercih edilir?

19.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 13 (LL9): Cizgeler ve BFS (Breadth-First Search)

Justin Solomon ile, veri yapilarindan c¢izge (graph) algoritmalarina gegiyoruz: diigiimler ve kenarlar, ve bir
kaynaktan enine arama (BFS) ile agirliksiz en kisa yollar. Oncelik kuyrugu, ilerideki agirlikli en kisa yollarda
(Dijkstra) yeniden karsimiza ¢ikacak. (Not: ders akiginda araya Problem Oturumu ve Quiz 1 tekrar: girer
— kitap diizeninde Quiz 1 tekrar1 araya giren Ders 14 (Quiz 1 Review)’tiir.)

Ders 13 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (heapify_down) ¢6z.

» Ug fikri (complete tree < array, max-heap 6zelligi, heapify) ve nasil in-place heapsort verdiklerini
ezberden anlat.

* Ana ciimleyi tekrar oku: “Dengeli tam-agact diziye gomiip heapify ile koru.”

19.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Oncelik kuyrugu insert + delete_max; set’in alt Bol. 1
kiimesi

Priority queue sort Ekle-hepsini + delete_max — Bol. 3-4
AVL/selection/insertion

Complete binary tree Her derinlik dolu, son seviye sola  Bol. 5
yasli; yiikseklik [logn ]|

Dizi <> agac (ortiik) left 2¢ 4 1, right 2¢ + 2, parent Bol. 6
(j—1)//2

Max-heap ozelligi Q[i] > ¢ocuklari; maksimum Bol. 7
kokte
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19 Ikili

Yiginlar (Binary Heaps)

Kavram Tanim Sayfada
max_heapify_up/down Takas + Ozyinele; Bol. 8-9
insert/delete_max O(logn)
Heapsort Prefix y18in; in-place; O(nlogn) Bol. 10
Dogrusal build Bottom-up heapify-down = Bol. 10
yiiksekliklerin toplami = O(n)
19.17 Builder ve OMSCS Baglantilari
@ 6 koprii
Bu ders, “az s6z veren arayiiz ne kadar gii¢ agar ve ortiik yap1 ne kazandirir” sezgisini kurar — kopriilerin
ozeti:
1. Oncelik kuyrugu — Dijkstra/Prim (graph), event-driven simiilasyon, OS scheduler, router QoS
— her yerde “en oncelikliyi al”.
2. Heapsort (in-place, n log n) — bellek-kisitli sistemler (gomiilii, ¢cekirdek); ek tampon ayiramayan
ortamlar.
3. Ortiik veri yapis1 — cache-dostu tasarim: isaretcisiz dizi, bellek yerelligi yiiksek (heap, segment
tree).
4. Complete tree <+ array — segment tree / Fenwick tree’nin temeli; ayn1 index-aritmetigi indeks-
leme.
5. Alt kiime = daha fazla giic — API tasarim ilkesi: daha az s6z veren arayiiz, daha giiclii ga-
ranti/optimizasyon sunabilir.
6. Yiiksekliklerin toplami = O(n) — amortize/agirlikli analiz sezgisi: “¢ok olandan az, az olandan

cok ode”.

! Tek bir sey alip gideceksen

Ikili y1gin, “her seyi” degil yalmzca “maksimumu” istedigin icin, dengeli bir tam-agac1 diziye isaretgisiz
gomebilir ve rotasyonsuz korur. Bu kisitlama iki armagan verir: dogrusal build ve — tek in-place
O(nlogn) siralaman olan — heapsort.
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20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

Cizge G=(V,E), yonlii (siral1) / yonsiiz (sirasiz); basit ¢izgede |E|=0(V?); derece toplami 2|E| — komsu
dongiisii O(E); komsuluk listesi (+hash) O(1) kenar sorgusu; en kisa yol agaci = onciil P(v), O(V) yer (optimal
alt yap1); BES seviye kiimeleri L, katman katman — &/P/L tek geciste, O(V+E) dogrusal

1 Boliim bilgisi

¢ Solomon’un videosu: YouTube — Lecture 9: Breadth-First Search (=53 dk)

¢ OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 9: Breadth-First Search

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 13 (L9)
* Hoca: Justin Solomon (Demaine/Ku degil)

* Okuma siiresi: =25 dk

Bu ders, kursun ¢izge (graph) iinitesinin acihsidir — veri yapilarindan ¢izge algoritmala-
rina gecis.

20.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 12 (L8) ikili y1ginla 6ncelik kuyrugunu ¢6zdii. Bugiin Justin Solomon ile kursun ikinci béliimiinii
actyoruz: cizge algoritmalari. Once cizge terminolojisini kurariz (diigiim, kenar, yonlii/yonsiiz), sonra bir
kaynaktan tiim diigiimlere en kisa yolu hesaplayan ilk algoritmayi veririz: enine arama (BFS, breadth-first
search).

“we’re officially starting part two of this class... our new unit which is graph theory.” — Solomon,
0:57

Uc temel kavram bu derste yan yana gelir:

1. Cizge ve gosterimi — G = (V, E); komsuluk listesi (adjacency list) ile O(1) kenar sorgusu.

2. En kisa yol agac1 — her diigiimde sadece “onciil” P(v) tutarak yolu O(V) yerde sakla.

3. BFS — seviye kiimelerini (level sets) katman katman iireterek agirliksiz en kisa yolu O(V + E)’de
bul.

@ Builder Notu — Bagli Her Sey Bir Cizgedir

Cizge, “birbirine bagl her seyin” evrensel soyutlamasidir — ag topolojisi, sosyal graf, bagimlilik grafi,
durum-gecis uzay1. Once nasil saklayacagini (gdsterim), sonra nasil gezecegini (BFS) sorariz.
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https://www.youtube.com/watch?v=oFVYVzlvk9c
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-9-breadth-first-search/

20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

Ders 13 (L9): Cizgeler ve
Enine Arama

— 7 N

BFS
seviye kiimeleri katman
katman

d 1 | |

. kenar sorgusu beklenen
basit cizge 3 L dalga dalga yayilma
sabit yolu geriye izle

derece toplamn = iki kat . . 3 R dogrusal zaman, agirliksiz
kenar listesi yavas, matris az yer, optimal alt yap1

kenar en kisa yol
savurgan

Cizge G=(V,E) Gosterim En kisa yol agaci
diigiimler + kenarlar komsuluk listesi (hash) onctil P(v)

yonli (sirali cift)
yonsiiz (sirasiz kiime)

Sekil 20.1: Ders 13’iin (L9) kavram haritasi: kok = ¢izgeler ve enine arama. Dort dal — (1) cizge G=(V,E),
diigiim + kenar; kenar yonlii (sirali ¢ift) ya da yonsiiz (sirasiz kiime); basit cizgede |[E| = O(V?).
(2) gosterim: komsuluk listesi diigiimii komsularina egler, hash ile beklenen O(1) kenar sorgusu;
kenar listesi O(E), komsuluk matrisi O(V?) yer. (3) en kisa yol agac1: her diigiimde yalmz 6nciil
P(v) tutulur, yol geriye izlenerek kurulur, O(V) yer (optimal alt yap1). (4) BFS: seviye kiimeleri
L, katman katman tiretilir, 6 ve onctil tek geciste dolar, dogrusal zaman O(V+E). Sonug: bagli her
seyin evrensel soyutlamasi + agirliksiz en kisa yol.

* Geriye — Ders 2-5 (veri yapilar): cizge de bir veri yapisi tasarim problemi; “hangi sorguyu
hizlandiracagim?” sorusu gosterim se¢imini (kenar listesi / komsuluk listesi / matris) belirler.

* Geriye — Ders 8 (PS3, reduction): ii¢ ¢izge problemi (erisilebilirlik C tek-¢ift en kisa yol C
tek-kaynak en kisa yol) birbirine indirgenir — birini ¢ozen digerini ¢ozer.

+ Tleriye — Ders 16-19 (L11-L13, Dijkstra): BFS, agirliksiz en kisa yoldur; agirliklara gecince
oncelik kuyrugu (y181n) devreye girer (PS5 = Ders 17 arada).

+ Tleriye — her yer: ag yonlendirme (router, Google Maps), sosyal ag, durum-gecis (Rubik kiipii),
3B model (iiggen ag), secim bolgesi — hepsi ¢izge.

Tek ciimle: Cizgeyi komsuluk listesiyle saklayip BFS ile katman katman gezersek, bir kaynaktan tiim
diigiimlere agirliksiz en kisa yolu O(V + E) 'de buluruz — ve sadece “onciil "leri tutarak yollart O(V)
verde saklariz.

20.2 1. Cizge Nedir?
Bir ¢izge (graph) G = (V, F) iki seyden olusur: bir diigiim (vertex) kiimesi V' ve bir kenar (edge) kiimesi
E C V x V. Her kenar iki diigiimii birbirine baglar.
“a graph... is a collection of two things: a set of vertices and a set of edges.” — Solomon, 2:01
Iki tiir:

* Yonlii (directed): kenar bir sirali ¢ift (w,v); (w,v) ile (v, w) farkhdir (su akigina kargi yiizemezsin).
* Yonsiiz (undirected): kenar bir sirasiz kiime {v, w}; yon yoktur, yalnizca baglanti.

“in a directed graph... the edge from w to v is different than the edge from v to w.” — Solomon,
3:53
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20.3 2. Cizgeler Her Yerde

Sekil 20.2 bu iki tiirii yan yana koyar: solda yonsiiz kenar (sirasiz kiime {v, w}, oksuz), ortada yonlii kenar
(swral ¢ift (w, v), oklu — (v, w) # (w,v)), sagda bu dersin drnek ¢izgesi (7 diigiim) derece rozetleriyle ve
> deg(v) = 16 = 2|E| kimligiyle.

Cizge anatomisi: yoénsiuiz {v,w} vs yonli (w,v) + derece toplami kimligi

ornek cizge (7 dugiim)
deg 2 deg 2

OO

+1

ooy P 4| deg3 > deg 3
c d
bu kenar c VE d
derecesine +1
\W’ v/
@ deg 2
kenar = SIRASIZ kiime {v, w} kenar = SIRALI ¢ift (w, v) @ @ @
s deg(v) = 16 = 2|E| = 2-8

{v, w} = {w, v} (tek kenar, oksuz) (v, w) # (w, v) - cift-yén = IKI ok
her kenar IKI ucundan sayilir

YONSUZ cizge YONLU cizge

(v, w)

deg 3 deg 1

2 deg(v) = 2|E| kimligi - her diiglimuin her komsusunu gezen déngli TOPLAM O(E) is yapar (her kenar iki kez ziyaret edilir)

Sekil 20.2: Cizge anatomisi: yonsiiz {v,w} vs yonlii (w,v) + derece toplami kimligi (L9 §1/§4). SOL panel
— YONSUZ mini ¢izge: kenar = SIRASIZ kiime {v, w}; diiz (oksuz) ¢cizgi, {v,w} = {w,v} aynm
kenardir. ORTA panel — YONLU mini cizge (aym diigiimler): kenar = SIRALI gift (w, v);
oklu kenar, (v,w) = (w,v) — cift-yon IKi ayr1 ok ile (amber vurgu). SAG panel — bu dersin
ornek cizgesi (7 diigiim sabit yerlegim): her diiglim yaninda derece rozeti a:2 b:2 ¢:3 d:3 e:2
f:3 g:1; c-d kenar1 amber isaretli, iki ucuna +1 (kenar IKI ugtan sayilir); alt kutu X deg(v) = 16
= 2|E| = 2-8. Bu kimlik ‘her diigiimiin her komsusunu gez’ dongiisiinii TOPLAM O(E) yapar.
Motor kaniti: degree_sums(build_example_graph()) — 16; dereceler {a:2,b:2,c:3,d:3,e:2,f:3,g:1};
make_directed’da (v,w) ile (w,v) iki AYRI kenar (Solomon 2:01 /3:53 / 17:37).

20.3 2. Cizgeler Her Yerde

Birbirine bagl her gey bir ¢izgedir: bilgisayar aglar (diigim = makine, kenar = kablo), sosyal aglar (diigim =
kisi, kenar = arkadaglik), yol aglar1 (Google Maps en kisa yol ¢ozer), Rubik kiipii (diigiim = konfigiirasyon,
kenar = bir twist), 3B modeller (licgen ag), secim bolgesi haritalar1 (komsuluk).

“graphs are literally everywhere in our everyday life.” — Solomon, 5:26
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20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

20.4 3. Basit Cizge ve |E| = O(V?)

Bu derste basit ¢izge varsayariz: 6zdongii (self-loop) yok, her kenar farkli (¢oklu kenar yok). Sonug: kenar
sayist | E| = O(V?) (yonlii iin |E| < 2(%); yonsiiz igin | E| < (%); ikisi de en fazla V).

“the edges are big O of v squared.” — Solomon, 11:44

Bu yiizden cizge algoritmalarinda iki boyut vardir: V' ve E. Bir gizge seyrek (sparse) ise (£ < V?), E’ye
bagl bir algoritma, V2’ye bagl olandan ¢ok daha hizl1 olabilir.

20.5 4. Komsular ve Derece

* Cikis komsular1 Adj" (u): v’dan ¢ikan kenarlarm hedefleri. Giris komsular1 Adj (u): u’ya giren
kenarlar. (Yonsiizde ayrim yok, sadece Adj(u).)
* Derece (degree): komsu kiimesinin boyutu — c¢ikis derecesi (out-degree), giris derecesi (in-degree).

“the out degree is the number of edges that point out of a vertex.” — Solomon, 17:37

Kritik kimlik (¢izge algoritmalarinda siirekli kullanilir): tiim diiiimlerin derecelerinin toplami = 2|E|
(yonsiiz, her kenar iki diigiime sayilir) veya | E| (yonlii, ¢cikis derecesi). Bu, “her diigiim i¢in her komsusunu
gez” dongiisiiniin O(F) oldugunu sdyler. Bu kimligi Sekil 20.2 nin sag panelinde somut olarak gérmiistiik:
ornek gizgede > deg(v) = 16 =2 - 8.

20.6 5. Cizge Veri Yapilari

* Kenar listesi (edge list): tiim kenarlarin diiz listesi. “v — w kenar1 var m1?” sorgusu O(F ) — kotii.

* Komsuluk listesi (adjacency list): her diigiim u’yu, komgularina egleyen bir kiime. Komsu kiimesini
hash tablosu tutarsa, kenar sorgusu beklenen O(1) (6nce w’yu bul O(1), sonra w’yi sorgula O(1)).
V2 1.

“an adjacency list... a set that maps a vertex u to everything adjacent to u.” — Solomon, 23:08

 Komsuluk matrisi (adjacency matrix): V' x V ikili dizi; kenar sorgusu O(1) ama komgular1 gezmek
O(V') ve O(V?) yer — biiyiik ¢izgeler igin savurgan.

Genel kural: komguluk listesi (+ hash) en dengeli se¢im; gosterim, hangi sorguyu sik yapacagina baghdir.
Sekil 20.3 ayn ¢izgeyi li¢ gosterimle yan yana koyar — kenar listesi (her sorguda yavas), komsuluk listesi +

hash (6nerilen, amber cerceve), komsuluk matrisi (sorgu hizli ama yer ve komsu-gezme pahal1). Gosterim
secimi, hangi sorguyu hizlandiracagina baglidur.
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20.6 5. Cizge Veri Yapilart

Ayni cizge, uc gosterim: kenar listesi - komsuluk listesi - komsuluk matrisi

G = (V, E) - 7 diigiim, 8 kenar (yénsiiz)

1 - Kenar listesi 2 - Komsuluk listesi + hash 3 - Komsuluk matrisi
kenarlarin diiz listesi ONERILEN gésterim 7x7 ikili 1zgara

l(arb)ll ] @—»{b,c} a b cde fg
(b, d) ] [ (c,d) ] ®) - {a, d} .
( ] | J
( J J

(a, c)

(c, e) (d, f) @_) e dl @
(f, g9)

@ - {b, ¢, f}
sorgu “a-g var mi?” - TUM listeyi tara @—) {c, f}
@ - {d, e, 9}
(@ -~ {f}

(e, T)

o5

[ ]|

L]
n--N
-

[ kenar sorgusu O(E) X yavas ] [ kenar sorgusu O(1) beklenen ] [ kenar sorgusu O(1) ]
[ komsu gezme O(E) ] [ komsu gezme O(derece) ] [ komsu gezme O(V) X ]
[ yer O(E) ] [ yer O(V + E) ] [ yer o(v?) x ]

gdésterim secimi = hangi sorguyu hizlandiracagin — kenar sorgusu mu, komsu gezme mi, bellek mi? (Solomon 23:08)

Sekil 20.3: Ayni cizge, li¢ gdsterim: kenar listesi - komguluk listesi - komsuluk matrisi (L9 §5, IMZA figiir).
Ustte referans ¢izge (7 diigiim, 8 yonsiiz kenar). Altta 3 panel: (1) KENAR LISTESI — 8 kenarin
diiz listesi; ‘a—g var m1?” sorgusu TUM listeyi tarar — kenar sorgusu O(E), komsu gezme O(E), yer
O(E) (slate x). (2) KOMSULUK LISTESI + hash (ONERILEN, amber gerceve) — her diigiim —
komsu kiimesi; kenar sorgusu beklenen O(1), komgu gezme O(derece), yer O(V+E) (amber). (3)
KOMSULUK MATRISI — 7x7 ikili 1zgara; kenar sorgusu O(1) AMA komsu gezme O(V) ve yer
O(V?) (x). Komsuluklar MOTORDAN: adj[a]={b,c}, adj[c]={a,d,e}, adj[f]={d.e.g}, adj[g]={f};
yonsiiz kayit 2|E| = 16. Gosterim secimi = hangi sorguyu hizlandiracagin (Solomon 23:08).
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20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

20.7 6. Yollar ve En Kisa Yol

Bir yol (path), ardisik ciftleri kenar olan bir diigliim dizisidir. Uzunlugu = kenar say1s1 (= diigiim sayis1 —1;
sik yapilan hata: 4+1). En kisa yol, iki diigiim arasinda en az kenarli yoldur.

“a path is nothing more than a sequence of vertices where every pair of adjacent vertices is an
edge.” — Solomon, 27:15

Ug model problem (artan zorlukta): (1) tek-cift erisilebilirlik (s’den ¢’ye yol var m1?), (2) tek-cift en kisa yol,
(3) tek-kaynak en kisa yol (SSSP) — s’den her diigiime en kisa mesafe. Bunlar indirgemeyle baglidir: SSSP

¢oziiliirse (2) ¢oziiliir (yalmiz t’ye bak), (2) ¢oziiliirse (1) ¢oziiliir (oo ise erisilemez). Bugiin (3)’li ¢ozeriz.

“a key idea in an algorithms class is this idea of reduction — that I can use one function to solve
another.” — Solomon, 31:12

Sekil 20.4 ii¢ problemi soldan saga artan giicle dizer ve aralarindaki indirgeme oklarin1 gosterir: en giiglii
problem (SSSP) ¢oziiliince daha giicsiiz ikisi de “bedava” ¢oziiliir.

Uc cizge problemi + indirgeme zinciri: SSSP ¢éziince lcii birden ¢éziiliir

indirger indirger
1zaklik sonlu mu ~ valniz t'ye bak
(1) TEK-CIFT (2) TEK-CIiFT (3) sssP
ERISILEBILIRLIK EN KISA YOL (buglin ¢oziilen)
o 1
a
s‘gen t‘ye@L VAR MI? s‘{gen t'ye @ADIMDA? s'den HER dlglime uzaklik?
©@ @
2 3 a4
©@ O €
©@ O—=G © O—=GC
a-g yol VAR -» EVET a-»g = 4adim a:@0  b:l c:1 d:2 e:2 f:3 g:4

artan glic — en glicli problem (SSSP) en glicstzi (erisilebilirlik) de ¢ézer

indirgeme = bir problemi, baska bir problemin ¢éziimiinii CAGIRAN bir fonksiyonla ¢6zmek (Solomon 31:12)

Sekil 20.4: Ug cizge problemi + indirgeme zinciri: SSSP ¢oziince iicii birden ¢oziiliir (L9 §6, IMZA figiir).
Soldan saga artan giic: (1) TEK-CIFT ERISILEBILIRLIK — s’den t’ye yol VAR mi1? 6rnek a—g
— EVET. (2) TEK-CIFT EN KISA YOL — kac adimda? a—g = 4 adim. (3) SSSP (amber cerceve,
bugiin ¢oziilen) — s’den HER diigiime uzaklik: a:0 b:1 c:1 d:2 e:2 f:3 g:4. Kutular aras1 SOLA
doniik amber ‘indirger’ oklari: 3—2 (‘yalmiz t'ye bak’), 2— 1 (‘uzaklik sonlu mu?’). Indirgeme = bir
problemi, bagka bir problemin ¢6ziimiinii CAGIRAN bir fonksiyonla ¢cozmek. Veri MOTORDAN:
bfs(build_example_graph(),‘a’) — delta[g]=4, tablo a:0 b:1 c:1 d:2 e:2 f:3 g:4; reconstruct_path
— a—g yolu VAR (erisilebilir) (Solomon 31:12).
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20.8 7. En Kisa Yol Agact

20.8 7. En Kisa Yol Agaci

Her diigiime giden tam yolu saklamak O(V?) yer ister (her yol O(V'), V yol). Daha iyisi: her diigiimde
yalnizca onciiliinii (predecessor) P(v) tut — en kisa yolda v’den bir dnceki diigiim. Yolu, P(v), P(P(v)), ...
ile geriye izleyerek kurarsin. Yer: O(V').

Calisilan Ornek — optimal alt yap. Bu, en kisa yollarin giizel 6zelligine dayanir: rnek gizgemizde a’dan
g’yeenkisayola — b — d — f — ¢’dir; onun bir 6neki (a — b — d) de a’dan d’ye en kisa yoldur. (Aksi
halde daha kisa bir a ~> d parcasini araya ekleyip a — g yolunu kisaltirdik — en kisa olmasiyla ¢eligir.) Bu
optimal alt yapi sayesinde, tiim yol yerine tek bir “geri ok” yeterlidir. Sonucta olusan yap1 bir agactir (dongii
olamaz — geri izleme kaynaga varir).

“this object is called the shortest path tree.” — Solomon, 38:31

(Uyart: tek bir kenar eklemek her diiglimiin en kisa yolunu degistirebilir; kaynag: degistirmek de — o zaman
her seyi yeniden hesaplariz.)

Sekil 20.5 6rnek ¢izge iizerinde onciil agacim gizer: kalin geri oklar her diigiimden ebeveynine (P (v)), amber
yol a — g geriye izlenir (g — f — d — b — a, ters ¢evir — [a, b, d, f, g]), sagda 6nciil tablosu ve “O(V)
yer vs iistii ¢izili O(V?)” karsilastirmas.

20.9 8. Seviye Kiimeleri ve BFS

Seviye kiimesi L, : kaynaktan tam k uzakliktaki diigiimler. L, = {kaynak}. BFS, bu kiimeleri katman
katman liretir.

“the level set... all the vertices that are distance k away from my source.” — Solomon, 42:08

Cahsilan Ornek — BFS algoritmasi. Baslat: Ly = {s},d(s,s) = 0, P bos. Sonra, nceki seviye bog
olmayana dek (z = 1, 2, ...): dnceki seviyedeki her « i¢in, v nun heniiz goriilmemis her komsusu v’ye: v’yi
L,’ye ekle, 6(s,v) = i yap, P(v) = w ata. “Heniiz goriilmemis” sart — bir diigiimii iki seviyeye koymay1z
(ilk goriildiigii uzaklik en kisadir).

“Breadth-First search... an algorithm for computing all of those level sets.” — Solomon, 43:35

Mantik tiimevarimsaldir: u’ya ¢ — 1 adimda ulagiliyorsa, komsusuna ¢ adimda ulagilir. Algoritma & (mesafe),
P (6nciil) ve L (seviye) bilgilerini tek seferde doldurur.

Sekil 20.6 6rnek cizgede seviye kiimelerini “dalga dalga™ gosterir: kaynak a’dan es-merkezli halkalar, her
diigiim bulundugu seviyenin tonuyla, altinda ¢ rozeti.

BFS’i komguluk listesi iizerinde Python’da yazmak kisadir (kuyruk = FIFO; “heniiz goriilmemis” kontrolii o
sozliiglinde):

from collections import deque
def bfs(adj, s):

delta = {s: 0}
parent = {s: None}
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20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

En kisa yol agaci: énciil P(v) ile geriye izleme - yol [a, b, d, f, gl

BFS kaynaktan (s = a) her diigiime bir 6nctil atar — bu énciiller bir AGAC kurar (komsuluk listesi, y6nsiiz cizge)

kaynak s
a ) —— b onciil tablosu P
A 1 digim v onciil P(v)
1
: a - (kok)
1
! b ?
7'y
d b
e C
f d
© f O
hedef 9 f

kalin ok = énciil P(v): ¢ocuktan EBEVEYNE (geri) — bu oklar en kisa yol AGACINI kusaf digium 1 6nciil » n—1 kenar

amber yol: g » f - d » b -» a geriye izle, ters ¢evir -» [a, b, d, f, g]

yer O(V) tamyeHarofR)

OPTIMAL ALT YAPI — en kisa yolun her ONEKi de en kisa yoldur

a—d dneki (amber kesikli) zaten en kisa — her digim i¢in TEK geri ok (6nclil) yeterli; yollan ayri saklamaya gerek yok

reconstruct_path(P, s, t): t'den énclilleri geriye izle, ters ¢evir - O(yol uzunlugu) - (Solomon 38:31 shortest path tree)

Sekil 20.5: En kisa yol agac1: dnciil P(v) ile geriye izleme — yol [a, b, d, f, g] (L9 §7, IMZA figiir). Sol/orta:
ornek ¢izge; tiim kenarlar soluk slate; ONCUL kenarlar1 (b—a, c—a, d—b, e—c, f—d, g—f) kalin
GERI OKLARI (¢ocuktan ebeveyne) — bu oklar en kisa yol AGACINI kurar. a—g yolu amber
vurgu: g—f—d—b—a geriye izle, ters ¢evir — [a,b,d,f,g]; a—d 6neki amber kesikli (optimal alt
yap1). Sag panel: Onciil tablosu P (a kok, b:a, c:a, d:b, e:c, f:d, g:f); ‘yer O(V)’ vs iistii ¢izili ‘tiim
yollar O(V2)’. Alt kutu: OPTIMAL ALT YAPI — en kisa yolun her 6neki de en kisadir — tek geri
ok yeter. Veri MOTORDAN: parent = {a:None, b:a, c:a, d:b, e:c, f:d, g:f}; reconstruct_path(P,a,g)
= [a,b,d,f,g] (Solomon 38:31).
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20.9 8. Seviye Kiimeleri ve BFS

BFS = dalga dalga yayilma: seviye kiimeleri L« (kaynaktan tam k uzaklhik)

kaynak a'dan es-merkezli halkalar — L« kaynaktan tam k uzakliktaki digtmler seviye kiimeleri L«

kaynak D Lo = {a}
O @ [(Ju-wa

8%0 6+1
L1 L2 = {d, e}
@ d
L2
L3 = {f}
L4
L4 = {g}
6=2 6=3 6=4

bir digim ILK gériildiigi seviyede sabitlenir (en kisa uzaklik 6) — iki seviyeye KONMAZ - BFS tek geciste 6/L: O(V+E) - (Solomon 42:08)

Sekil 20.6: BFS = dalga dalga yayilma: seviye kiimeleri L, (kaynaktan tam k uzaklik) (L9 §8, IMZA figiir).
Ornek cizge (7 diigiim, 8 yonsiiz kenar) kaynak a’dan es-merkezli KESIKLI dalga yaylariyla —
bir tagin suya diismesiyle olusan halkalar gibi. Her diigtim bulundugu seviyenin tonuyla dolar: LO
a amber dolgu (kaynak), .1 b,c amber-300, L2 d,e amber-100, L3 f slate acik, L4 g beyaz+slate
cerceve. Her diiglimiin altinda 6 rozeti: a:0 b:1 c:1 d:2 e:2 f:3 g:4. Sagda seviye tablosu LO={a}
Ll={b,c} L2={d,e} L3={f} L4={g}. Bir diigiim LK goriildiigii seviyede sabitlenir (en kisa
uzaklik ) — iki seviyeye KONMAZ. Veri MOTORDAN: bfs_levels(build_example_graph(),‘a’)

= [[a],[b,c],[d,e][f].[g]] (Solomon 42:08).

183



20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

queue = deque([s])
while queue:
u = queue.popleft()
for v in adj[u]:
if v not in delta: # henuz gorulmemis
delta[v] = deltau] + 1
parent[v] = u
queue.append(v)
return delta, parent

20.10 9. BFS Caligsma Siiresi O(V + E)

>

Iki bilesen: (1) V boyutlu mesafe/dnciil dizilerini ayirmak O(V); (2) “her diigiim i¢in her komsusunu gez’
dongiisii — her diigiim tam bir kez goriiliir (seviye sirasinda), komsu gezmelerinin toplami = derecelerin
toplam1 = O(FE)). Toplam:

T(BFS) =0O(V+ E)
“our algorithm takes big O of mod v plus mod e time.” — Solomon, 51:40

Bu sinifta buna dogrusal zaman denir (¢izgeyi saklamak icin kullanilan yerde dogrusal). Iki terim de gereklidir:
kenarsiz cizgede V baskin; kenar arttikga F (V/2’ye kadar) baskin — V2 demekten daha bilgilendirici bir
ifade.

Sekil 20.7 bu yiiriitmeyi adim adim izler: kuyruk (FIFO) katman katman bosalir, d tablosu tek gegiste soldan
saga dolar; toplam-is kutusu )  deg = 2|E| = 16 ile O(V + E) sonucunu ozetler.

20.11 Bu Dersin Ozeti

Cizge G = (V, F); kenar = diigiim ¢ifti; yonlii (sirali) veya yonsiiz (sirasiz).

Basit cizge: 6zdongiisiiz, coklu-kenarsiz; | E| = O(V?); seyrek/yogun ayrimu.

Derece toplamu = 2|E| (yonsiiz) / | E| (yonlii) — “her diigiim-her komsu™ dongiisii O(E).
Gosterim: kenar listesi (O(E) sorgu), komsuluk listesi + hash (O(1) sorgu), komsuluk matrisi (O(1)
sorgu, O(V') komsu).

. Yol = ardisik-kenarl1 diigiim dizisi; uzunluk = kenar sayisi; 3 problem indirgemeyle bagli.

En kisa yol agaci: 6nciil P(v) ile O(V') yer; optimal alt yapi.

7. BFS: seviye kiimeleri L, ; 6 /P /L’yi doldurur; O(V + E) (dogrusal).

e

o L

I Tek Bir Ciimle

BFS, kaynaktan digsa dogru “dalga dalga” yayilarak (seviye kiimeleri) agirliksiz en kisa yolu O(V + E)’de
bulur; dnciil agaci sayesinde yollart da O(V') yerde saklar.
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20.11 Bu Dersin Ozeti

BFS yiiritme izi: kuyruk katman katman bosalir, 6 tablosu tek geciste dolar

ornek cizge (yonsiiz, 7 diigiim - 8 kenar)

islenen eklenenler (6=6[ul+1) kuyruk (6n - arka) 6 tablosu
8=0 6=1 a b c d e f g
kaynak a b 1 b c EE 0 1 1
5=1 5=1
2, d |Z||E| off e ff]f2
6=1 5=2 5=2

e EE ofl1fI1212
Elﬂ oflL1fi1p2921 3
m ojlr1ylr129g2§3

9 E ofl1Lll122)3]| 4

0000060

TOPLAM iS — her diigiim KUYRUKTAN tam 1 kez cikar - £ isleme = O(V)
cikista komsu gezmeleri = derece toplami % deg = 2|E| = 16 - O(E)
= BFS = 0(V + E) (V=17, E=28)

dogrusal zaman O(V + E) = cizgeyi saklama YERINDE dogrusal - her digim 1 kez islenir - komsuluk listesi - toplam komsu ziyareti £ deg (Solomon 51:40)

Sekil 20.7: BFS yiiriitme izi: kuyruk katman katman bosalr, § tablosu tek gegiste dolar (L9 §8-9, IMZA
figiir). Sol {ist: 6rnek ¢izge (7 diiglim, 8 yonsiiz kenar) + her diiglimiin § degeri. Sag: 7 satirlik
admm izi (her satir = bir adim). Her diigiim KUYRUKTAN tam BIR kez cikar (islenir, amber
dolu daire); ¢ikista HENUZ GORULMEMIS komsulara §[v]=8[u]+1 yazilir (amber-100 daireler)
ve kuyruk SONUNA eklenir. Adimlar: 1.a—ekle b,c | 2.b—ekle d | 3.c—ekle e | 4.d—ekle f |
5.e—(yok, tiimii goriilmiis) | 6.f—ekle g | 7.g—(yok). Sag alt kutu: her diigiim 1 kez islenir —
O(V); komgu gezmeleri = derece toplam1 X deg = 2|E| = 16 — O(E); = BFS = O(V+E) (V=7,
E=8). Dogrusal zaman = ¢izgeyi saklama YERINDE dogrusal. Veri MOTORDAN: bfs_trace 7
adim, adim1 u=a added=[b,c], son delta a:0 b:1 c:1 d:2 e:2 {:3 g:4 (Solomon 51:40).

185



20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

20.12 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Aym ¢izge icin komsuluk listesi mi yoksa komsuluk matrisi mi tercih edilir? Neye bagli?

Cevap: Baglidir. Komguluk matrisi kenar sorgusunu (v — w var mi?) O(1) yapar ama O(V?) yer
ister ve bir diigiimiin komgularin1 gezmek O(V')’dir (tiim satir1 taramak gerekir). Komguluk listesi
(+ hash) hem kenar sorgusunu beklenen O(1) hem de komgu gezmeyi O(derece) yapar ve yalnizca
O(V + E) yer kullanir. Seyrek ¢gizgelerde (E < V?) — ki cogu gercek ¢izge seyrektir — komsuluk
listesi belirgin bigimde iistiindiir.

1 Soru 2: En kisa yol agaci neden tiim yollar1 saklamaktan (O(V?)) daha az yer (O(V)) kullanir?

Cevap: Her diigiim icin tam yolu (Vye kadar diigiim) saklarsak O(V?) olur. Ama optimal alt yap1
sayesinde, her diigiimde yalnizca onciilit P(v) (tek diigiim) tutmak yeterlidir — yolu P(v), P(P(v)), ...
ile geriye izleyerek yeniden kurariz. Her diigiim bir énciil tuttugundan toplam O(V) yerdir; yine de her
yolu tam olarak verir.

1 Soru 3: BFS’te bir diigiim neden yalnizca “heniiz goriilmemisse” eklenir? Goriilmiisse ne olurdu?

Cevap: BFS, diigiimleri kaynaktan artan uzaklik sirasinda isler. Bir diigiim ilk kez L, de goriildiigiinde,
ona en kisa mesafe tam ¢’dir (daha erken bir seviyede goriilmedigine gore). Onu daha sonraki bir L ;’ye
(j > 1) tekrar eklersek, yanlig (daha uzun) mesafe atamis oluruz. “Heniiz goriilmemis” kontrolii, her
diigiimiin ilk (= en kisa) uzakligini sabitler ve algoritmanin dogrulugunu saglar.

1 Soru 4: BFS neden O(V + E)’dir, neden tek bir terim (6rnegin O(V?)) degil?

Cevap: iki ayri maliyet vardir: V boyutlu mesafe/onciil dizilerini ayirmak O(V); ve “her diigiim igin
her komsusunu gez” dongiisii, derecelerin toplami = O(E). Her diigiim tam bir kez islendiginden c¢ift
sayim yoktur. O(V + E)) yazmak O(V?)’den daha bilgilendiricidir: kenarsiz ¢izgede V' baskin, yogun
cizgede E (< V?) baskin olur. Tek terim, gizgenin seyrekligini gizlerdi.

20.13 Egzersizler
Egzersiz 1. Verilen bir yonlii ¢izge icin Adj" ve Adj~ kiimelerini, her diigiimiin in/out derecesini yaz;
derecelerin toplaminin | E| (¢ikig) oldugunu dogrula.

Egzersiz 2. Bir cizgeyi hem komsuluk listesi hem komguluk matrisi olarak temsil et; “v — w var m1?” ve

0

u’nun komsular1” sorgularinin her birinde maliyetini kargilastir.

Egzersiz 3. Optimal alt yapiy1 kanitla: @ — ... — v en kisa yol ise, onun her 6neki de bir en kisa yoldur.
(Ipucu: daha kisa bir 6nek olsayd1 ana yolu kisaltirdin.)

Egzersiz 4. Python’da komsuluk listesi iizerinde BFS yaz (6 ve P dondiir):
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20.14 Sonraki Ders Icin Hazirlik

from collections import deque

def bfs(adj, s):
delta = {s: @}
parent = {s: None}
queue = deque([s])
while queue:
u = queue.popleft()
for v in adj[u]:
if v not in delta: # henuz gorulmemis
delta[v] = deltau] + 1
parent[v] = u
queue.append(v)
return delta, parent

Egzersiz 5. BFS’in lirettigi parent (6nciil) sozliigiinden, s’den belirli bir ¢’ye en kisa yolu (diigiim dizisi)
yeniden kuran bir fonksiyon yaz. Siiresi nedir?

20.14 Sonraki Ders i¢in Hazirhik

Ders 15 (L10): Derinlemesine Arama (DFS) ve Topolojik Siralama

Justin Solomon ile, BFS’in kardesi DFS (depth-first search)’e geciyoruz: ¢izgeyi “olabildigince derine in,
sonra geri ¢ekil” mantigiyla gez. DFS, topolojik siralama (bagimlilik siralamasi) ve ¢evrim tespiti icin
kullanilir. (Not: kitap diizeninde 6nce Ders 14 (Quiz 1 Gozden Gecirme, Jason Ku) araya girer; DFS bunun
ardindan gelir.)

Ders 15 Oncesi Yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 4’ii (BFS) ¢6z.
« Ug cizge problemini (erisilebilirlik, tek-cift, tek-kaynak) ve indirgemeleri ezberden anlat.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “BFS dalga dalga yayilarak agirliksiz en kisa yolu O(V + E) ‘de bulur.”

20.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Cizge G = (V,F) Diigiimler + kenarlar; yonlii Bol. 1
(stral) / yonsiiz (sirasiz)

Basit cizge Ozdongiisiiz, goklu-kenarsiz; Bol. 3
|E| =0(V?)

Derece toplanm 2| E| (yonsiiz) / | E| (yonlii) — Bol. 4
komsu dongiisii O(F)
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20 Cizgeler ve Enine Arama (BFS)

Kavram Tanim Sayfada

Komsuluk listesi Diigiim — komgular (hash); kenar Bol. 5
sorgusu O(1)

Yol / en kisa yol Ardisik-kenarl1 dizi; uzunluk = Bol. 6
kenar sayisi

En kisa yol agaci Onciil P(v); O(V) yer; optimal ~ Bol. 7
alt yap1

Seviye kiimesi L, Kaynaktan k uzakliktaki digiimler Bol. 8

BFS Katman katman; /P /L Bol. 8-9

doldurur; O(V + E)

20.16 Builder ve OMSCS Baglantilari

1.

. BFS — en kisa yol (agirliksiz), web crawler (katman katman), ag yayini, “ka¢ adim uzakta

@ 6 koprii

Bu ders, “bagli her seyin evrensel soyutlamasi (¢izge)” ve “katman katman kesif (BFS)” sezgisini kurar
— kopriilerin Ozeti:

Cizge gosterimi — her sistem tasarimzi: sosyal graf, bagimlilik grafi, ag topolojisi — komsuluk
listesi varsayilan.

(LinkedIn derece).

Reduction - OMSCS CS 6515: problemleri birbirine indirgemek, NP-tamlik dahil her yerde
temel teknik.

. Optimal alt yap1 — dinamik programlama (DP) kopriisii: en kisa yol, DP’nin habercisidir

(alt-problem coziimleri birlesir).

. O(V+E) dogrusal — seyreklik bilinci: gergek ¢izgeler seyrektir; F-bagli algoritma V2-bagldan

cok hizhidir.
Onciil agac1 — yol yeniden kurma: routing tablosu, git ge¢misi, bagimlilik ¢oziimii — hep “geri
izleme”.

I Tek bir sey alip gideceksen

Cizge, “bagl her seyin” evrensel soyutlamasidir; onu komsuluk listesiyle saklayip BFS ile kaynaktan
disa dalga dalga gezersek, agirliksiz en kisa yolu O(V + E')’de buluruz. Ve tiim yollari saklamak yerine
sadece “oOnciil”’leri tutarak, O(V") yerde her yolu yeniden kurabiliriz.
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21 Quiz 1 Gozden Gecgirme

Ders 1-12 toplu tekrar — biiyiik dort (¢dz/kanitla/verimli/anlat), iki ¢6ziim yolu (sifirdan vs INDIRGE), ii¢
problem tipi (white-box/black-box/modification), tuzaklar (rasyonel-radix-augmentation) ve iki gercek sinav
problemi (Criminal Seafood + Rainy Research)

1 Oturum bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Quiz 1 Review (=85 dk — normal dersten uzun!)

¢ OCW sayfasi: MIT 6.006 Quiz 1 Review

¢ Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 14 (Quiz 1 Review)
¢ Hoca: Jason Ku

¢ Okuma siiresi: =28 dk

Bu normal bir ders degil — Quiz 1 oncesi toplu tekrar oturumudur. Kursun ilk yarisini
(Ders 1-12) tek cat1 altinda toparlar ve sinavda nasil diisiiniilecegini 6gretir.

21.1 Bu Quiz Review Ne Hakkinda?

Bu, Jason Ku ile Quiz 1 dncesi toplu tekrar oturumudur. Kursun ilk yarisim (Ders 1-12: hesaplama modeli,
asimptotikler, 6zyineleme/master teoremi, siralama, hashing, ikili agaclar/AVL, ikili y181n) tek cati altinda
toparlar ve sinavda nasil diisiiniilecegini 6gretir. icerik ii¢ eksende ilerler: (1) quiz neyi 6lcer, (2) konu tekrar
(veri yapilar1 + siralama blogu), (3) iki ger¢cek sinav problemi ¢oziimii.

“What are we trying to test you in this class? ... Algorithms. ... Also data structures.” — Ku, 0:40

Ku’nun “biiyiik dort” hedefi (kursun ve quiz’in 6zii): bir hesaplama problemini (1) ¢6z, (2) dogru oldugunu
kanitla, (3) verimli oldugunu goster, (4) bunu bagkalarina anlat.

“part of this class is about communication. If your thing is correct but we can’t tell what you're
saying, then it’s not correct.” — Ku, 33:24

@ Builder Notu — Bu = {lk-Yar1 Midterm

Quiz 1, kursun ilk-yar1 sinavidir: veri yapilar + siralama blogunu kapsar. Cizge ve dinamik programlama,
Quiz 2-3’¢ kalir.

* Bu=midterm. OMSCS CS 6515 (Graduate Algorithms) ekseninde Quiz 1, “veri yapisi + siralama
refleksi” yani lisansiistii dersin girig varsayimidir.
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21 Quiz 1 Gozden Gegirme

Ders 14: Quiz 1 Review

— R —

Biiytik dort
¢6z - kanitla - verimli - iki cziim yolu Uc problem tipi Tuzaklar Konu tablolar

] 1 |

rasyonel hesabi (capraz

sifirdan tasarla (zor) white-box + black-box carp) siralama - sequence - set +
INDIRGE (esas beklenen) modification her seye radix - sahte PQ
augmentation

Sekil 21.1: Ders 14’iin (Quiz 1 Review) kavram haritasi: kok = Quiz 1 Review. Beg dal — (1) biiyiik dort:
¢0z / kanitla / verimli yap / anlat (iletisim de puana dahil). (2) iki ¢6zlim yolu: sifirdan tasarla
(zor, nadiren istenir) vs bilinen kara kutuya INDIRGE (esas beklenen). (3) ii¢ problem tipi: white-
box (igyap1) / black-box (reduction) / modification (augmentation). (4) tuzaklar: rasyonel hesab1
(capraz carp), her seye radix, subtree-property olmayan augmentation. (5) konu tablolar1: siralama
(heap/radix 6zel), sequence (doubly-linked O(1) uc), set (augmented AVL D sorted array). Sonug:
Quiz 1 = icat degil SECIM sinavi.

* Reduction = miihendisligin kalbi. “Bilinen bir kara kutuya indirge” disiplini, hem graduate
algoritma dersinin hem de gergek sistem tasariminin temel refleksidir.

« Tleriye — graduate algorithms: burada G3renilen “Gnce arayiiz (correctness), sonra implemen-
tasyon (efficiency)” ayrimi, DP ve NP-tamlikta birebir tekrar eder.

Tek climle: Quiz 1, “yeni algoritma icat et” demez; “dogru kara kutuyu se¢, neye indirgedigini ve neyi
sakladigint net séyle, sonra verimliligi optimize et” der.

21.2 1. Biiyiik Dért ve iki Cziim Yolu

Sinav, algoritma icat etmeni beklemez. Bir hesaplama problemini ¢6zmenin iki yolu vardir:

1. Sifirdan tasarla (zor yol): brute force veya bol-yonet gibi bir paradigmaya bagvur. Bu, 6.046 nin isidir;
6.006’da nadiren istenir.
2. Bilinen bir seye indirge (kolay yol, esas beklenen): derste 6gretilen bir algoritmaya/arayiize reduction.

“reduce to a known thing — an algorithm that we’ve taught you.” — Ku, 5:25

Esas oyun: sana 0gretilen siralama ve sequence/set arayiizlerini kara kutu olarak kullanmak; miihendis olarak
“ne zaman hangisini” se¢ecegini sdylemek. “Biiyiik dort” hedef bunun ¢ergevesidir: ¢6z, dogru oldugunu
kanitla, verimliligini goster, anlat — son adim (iletisim) de puana dahildir.

21.3 2. Uc Problem Tipi: White-box / Black-box / Modification

Ku, quiz problemlerini ii¢ sinifa ayirir:
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21.4 3. Reduction Disiplini: Once Arayiiz, Sonra Verimlilik

“there’s three different types of problems.” — Ku, 7:02

« (a) icyap: / white-box: veri yapisinin icini bilmen gerekir — bir AVL agacinda rotasyon nasil yapilr,
bir max-yiginda en iist £ 6ge nerede. Kara kutu degil; icine bakman sart.

* (b) Reduction / black-box: sadece API'yi bilmen yeter; ¢ekirdek malzemeyi uygula. “Kiitiiphane
import etmek”™ gibi — icine bakmazsin, sozlesmesine giivenirsin.

* (¢) Modification / augmentation: hem API’yi hem i¢yapiy1 bilmen gerekir — bir AVL'ye yeni bir
ozellik (augmentation) eklemek, dinamik diziyi ortadan biiyilitmek, bol-yonet’i uyarlamak. En zoru.

“Use as a black box... you import a library into your code... It’s opaque to me.” — Ku, 6:17

Bir problemi bu ii¢ tipten birine yerlestirebilmek, “ne kullanmaliyim?” sorusunu hizlandirir.

Sekil 21.2 {i¢ tipi yan yana koyar: kapag1 agik kutu (white-box, icyap1 goriiniir), kapali/opak kutu + API fisi
(black-box, amber vurgu — quiz’in esas bekledigi), yar1 acik kutu + anahtar (modification, hem API hem
icyapi).

21.4 3. Reduction Disiplini: Once Arayiiz, Sonra Verimlilik

Kilit teknik: bir algoritma/veri yapisi yerine bir probleme veya arayiize indirge.

“a lot of times it’s useful to reduce it to a problem or an interface rather than an algorithm or a
data structure.” — Ku, 9:43

Neden? “Siralamaya indirgedim” dersen dogrulugu hemen savunursun (siralama kara kutusu dogru); hangi
siralama algoritmast oldugu yalnizca verimliligi etkiler. Boylece correctness ile efficiency’yi ayirirsin (deco-
uple).

“approach these things by solving these problems just in terms of the interfaces first.” — Ku,
28:14

Veri yapilar1 probleminde altin kural: ne sakladigim ve neye anahtarlandigim (keyed on) soyle, sonra
degismezleri (invariants) belirt. Dogruluk kaniti, “islemden 6nce degismezler gecerliyse, islemden sonra da
gecerli kalir” tiimevarimina dayanir.

“based on the assumption that those invariants held before my operation... I can prove that an
operation is correct.” — Ku, 31:56

21.5 4. Sinav Stratejisi ve Kismi Puan

+ Once tiim smavi oku, sana en kolay gelenleri seg, giiven sirasina gore ¢oz.
“read through the entire exam before you start.” — Ku, 11:27

* Ortalama genelde 60-80 arasi; problemlerin %50’sini iyi yapmak, hepsini yarim yapmaktan iyidir.

* Kismi puan: dogru ama verimsiz bir algoritma puan alir. Exponential ise %10-20 ile sinirl1; log/linear
faktor kadar yavagsa daha cok puan. Ama verimsiz algoritmay1 hedef karmasiklikmig gibi analiz etmek
iki kat hata.
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21 Quiz 1 Gozden Gegirme

Sekil 21.2: Quiz 1’in ii¢ problem tipi (QR1 §2, IMZA figiir): bir problemle karsilaginca onu ii¢ tipten birine
yerlestir — tip, ‘ne kullanmaliyim?’ sorusunu hizlandirir (Ku 7:02). (a) WHITE-BOX / i¢yap1
— kapag1 ACIK kutu, i¢ disli goriiniir: yapinin icini elle yiirlitmen gerekir (AVL rotasyonunu
elle yiiriit; y1ginda en iist k 6ge nerede). Rozet: ICINE BAKMAN SART. (b) BLACK-BOX /
reduction (AMBER c¢erceve = quiz’in ESAS bekledigi, Ku 6:17) — kapali/opak kutu + API fisi:
icine bakmadan yalniz sozlesmeye giivenirsin (problemi SIRALAMAYA indirge, kiitliphaneyi
import et). Rozet: SOZLESMEYE GUVEN. (c) MODIFICATION / augmentation (en zoru)
— yar1 acik kutu + anahtar: var olan yapiy1 degistirip yeni alan/davranig eklersin (AVL ye yeni
alan ekle; dinamik diziyi ORTADAN biiyiit). Rozet: HEM API HEM ICYAPI. Motor tamigi:
CrossLinkedWaitlist black-box 6rnegi — add(Ali,Bora,Can) — seat() = Ali — [Bora, Can], i¢cine
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Quiz 1: ¢ problem tipi — hangi soruyu bekliyorum, hangi araca uzanirom?

\
(a) WHITE-BOX
icyapi
kapak acik - i¢ disli gérintr
AVL rotasyonunu ELLE yurat
yiginda en Ust k 6ge nerede?
J

iCINE BAKMAN SART

)

* quiz'in ESAS bekledigi (Ku 6:17)

(b) BLACK-BOX

reduction (indirgeme)

kapali/opak - yalniz API fisi
SIRALAMAYA indirge

kiatlphaneyi import et

SOZLESMEYE GUVEN

(c) MODIFICATION

augmentation (genisletme)

/

-

Y

yari acik - anahtarla genislet

AVL'ye yeni alan ekle

dinamik diziyi ORTADAN buyut

. J

( HEM APl HEM iCYAPl (en zoru) )

bir problemi TiPINE yerlestir » "ne kullanmaliyim?" sorusunu hizlandirir (Ku 7:02)

white-box = icini yurtit - black-box = sézle smeye gliven (indirge) - modification = ikisini birden

bakmadan sozlesme.



21.6 5. Kacwnilacak Tuzaklar (Downsides)

* Coklu-parga problemler bagimsizdir: A’y1 ¢ozmeden B ¢oziilebilir.
* Kod yazmazsin, kod okursun (Python/pseudocode pargaciklart).

“If you’re stuck, write down a correct algorithm that’s inefficient.” — Ku, 19:23

21.6 5. Kacinilacak Tuzaklar (Downsides)

Ug refleks “yanlis yoldasin™ isaretidir:

1.

2.

Ondalik / rasyonel / reel say1 hesabi. Bu kurs yalmizca tamsayr 6gretti. Iki kesri karsilagtirman
gerekiyorsa bolme yapma — ¢apraz ¢arpim ile O(1)’de kargilagtir.

Her seye Radix sort. Yalnizca tamsayilar polinom-sinirliysa (v = n¢) dogrusal olur. Sinir yoksa
exponential olabilir; comparison gereken yerde merge sort (n log n) kullan.

. Subtree-property olmayan augmentation. Bir diiglimiin augmentation’1, iki ¢ocugunun augmenta-

tion’larindan O(1)’de hesaplanabilmelidir. “Tiim aZagtaki indeksim” veya “sol alt-agacimin boyutu”
dogrudan tutulamaz (rotasyonda logaritmik yiiriiyiis gerekir); dogrusu alt-aga¢ boyutunu tutup solda-
kini ¢ocugundan okumaktir.

“if you're trying to augment a binary tree with something that’s not a subtree property... you're
doing something bad.” — Ku, 24:32

Augmentation tanimlarken: formiilii ver ve O(1)’de bakim yapildigini goster.

“Max can be computed as the max between me and my left and right subtree.” — Ku, 27:49

21.7 6. Konu Tekrari — Siralama Algoritmalari

Neden bu kadar ¢ok siralama algoritmas1? Ciinkii farkli senaryolar farkli algoritma ister.

“Why do we show you so many sorting algorithms?” — Ku, 36:45

Insertion sort: k-yakin dizide (6geler en fazla k uzak) O(n - k) — k kiigiikse iyi; ama ikili yi§inla
O(nlog k)’ya inilir.

Selection sort: okuma ucuz, yazma pahaliysa iyi (dogrusal sayida swap).

Merge sort / AVL sort: O(n logn), asimptotik olarak denk; genel amagli.

Heap sort: worst-case O(n log n) ve yerinde (in-place). Anahtar: diziyi bir tam ikili aga¢ (complete
binary tree) olarak gormek — dizi <+ agac birebir eslesir (tamlik benzersizligi verir).

Radix sort: tamsayilar polinom-sinirliysa (v = n°) dogrusal; hatta u = n° - loglog n gibi durumda
merge sort’tan hizli. Sinir yoksa kotii.

“this correspondence between arrays and binary trees.” — Ku, 40:17
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21.8

7. Konu Tekrari — Sequence Veri Yapilari

Uc temel: bagh liste (linked list), dinamik dizi (dynamic array), sequence AVL.

21.9

Derste sunulan tekli bagh liste (singly-linked) — sonu bulmak/silmek O(n).

Ciftli bagh liste (doubly-linked): 6nceki isaretciyle, ucta ekleme/silme O(1).

Uglarda (6n + arka) O(1) igin ii¢ yol gosterildi: (1) ¢iftli bagh liste, (2) sirt sirta iki dinamik dizi
(double-ended queue), (3) hash tablosu + en kiiciik indeksi saklama (sequence’i set’le taklit etmek).
Sequence AVL: ortaya O(log n) ekleme; pratikte nadir, ama teorik olarak dengeli simirlar verir.

“I call this a linked data structure, because I'm linking between two data structures.” — Ku,
1:04:22

8. Konu Tekrari — Set Veri Yapilari ve Oncelik Kuyrugu

Sirali dizi (sorted array): iyi find (ikili arama), ama dinamik degil.

Set AVL: iyi find + dinamik; O(n logn) build (6ziinde siralama).

Hash tablosu / direct access array: sozliik islemleri (find/insert/delete) ¢cok hizli; ama sira (order)
islemleri kotii.

Teori sorusunda set AVL'yi alt-aga¢c max/min ile zenginlestirirsen, sirali diziden her agidan iistiin
olur.

Oncelik kuyrugu (priority queue): ikili y1g1n; veya max/min augmentation’li sequence AVL (amorti-
zasyonsuz ayni sinirlar).

“augment by the max... I can make this one strictly better than this one.” — Ku, 53:38

21.10 Bu Quiz Review’in Ozeti

Ll e

o L

Quiz = veri yapilar + siralama blogu (Ders 1-12); “biiyiik dort”: ¢6z, kanitla, verimli yap, anlat.
iki yol: sifirdan tasarla (zor) vs bilinen kara kutuya indirge (esas beklenen).

Ug problem tipi: white-box (igyap1) / black-box (reduction) / modification (augmentation).
Reduction disiplini: 6nce arayiiz (correctness), sonra implementasyon (efficiency); ne sakladigin +
neye anahtarlandigini + degismezleri soyle.

. Strateji: tiim sinav1 oku, kolay1 sec; sikisinca dogru-ama-verimsiz yaz.

Tuzaklar: rasyonel hesab1 (capraz carp), her seye radix, subtree-property olmayan augmentation.

. Tablolar: sorting (heap/radix 6zel), sequence (doubly-linked O(1) ug), set (augmented AVL D sorted

array).

! Tek Bir Ciimle

Quiz 1, icat degil secim siavidir: dogru kara kutuyu seg, neye indirgedigini ve neyi sakladiginm acikca
yaz, correctness’i invariant’larla kanitla, sonra verimliligi optimize et.
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21.11 Quiz-tarzi Problemler
21.11 Quiz-tarzi Problemler

Asagida dort quiz-tarzi problem var; her birinin ¢dziimiinii acmadan énce kendin dene. Ik ikisi motorla
dogrulanmistir (gercek sinav problemleri); son ikisi mekanik kontrol sorulari.

Sekil 21.3 Problem 1’in iki bilesenli yapisin1 gosterir: ¢iftli bagl liste C (sira) + hash tablosu M (isim —
diigiim isaretgisi); remove ve seat her ikisi de O(1).

Criminal Seafood: ciftli bagh liste + hash cross-link - add / remove / seat hepsi O(1)

C - ciftli bagh liste (sira)

head (siranin o6nii) tail (yeni gelen)
l l islemler
prev & next
ali cem -—> didem
Iy i P @ @ remove(banu)
\ 4 _-~
\ s -7 hash'ten diigimii bul - iki
\ s -7 komsuyu dik (ali.nextecem.prev)
. \ remove(banu): ali & cem yeni dikis (,0(1)) Rl
seat(): ali \ e -7
oturur (cikar) \ 4 i 0(1)
\ V; -
\ -
M - hash tablosu et g
\, / -
Y 4 //
e 2 J e
.
// //
. o / //
ali - ediigiim pid L7 @ @ seat()
link: hash OGUM i isi (indek &i bastaki (ali) oturur —»
cross-link: hash - DUGUM isaretgisi (indeks DEGIL) head ileri kayar
indefs kayar (silmede O(n) glincelleme) digim kaymaz - silme O(1)
// (Ku 1:06:04) 0(1)
/
/ //
cem - ediigiim /
//
/
/
il @ sonuc
didem - ediigiim
[cem, didem]

Temove: hash O(1) bular - Ikl komsu O(1) dikilir (ciftli liste sart) - indeks degil DUGUM saklandidi icin kayma yok

b h i O(1
isim - C'deki DUGUME isaretci epsi O(1)

Sekil 21.3: Criminal Seafood (QR1 Problem 1, Ku 1:06:04): ¢iftli bagh liste + hash cross-link — add / remove
/ seat hepsi O(1). Iki bilesen: C = ¢iftli bagl liste (sira ali <+ banu <+ cem <+ didem, her diigiim
prev+next), M = hash tablosu (isim — C’deki DUGUME isaret¢i — INDEKS DEGIL DUGUM:
indeks kayar, diiglim kaymaz). Cross-link neden diigiim isaretcisi: bir miisteri ortadan ayrilinca
oniindeki herkesin indeksi azalir (indeks saklamak O(n) giincelleme); diigiim isaret¢isiyle silme
O(1) (hash’ten diiglimii bul, iki komsuyu dik). Zaman ¢izgisi MOTORDAN: add ali,banu,cem,di-
dem — [ali,banu,cem,didem]; remove(banu) — ali<>cem dikilir — [ali,cem,didem]; seat() = ali
(bag) — [cem,didem]. Tiim islemler O(1) (hash beklenen, liste worst-case).

1 Problem 1 (Criminal Seafood — bekleme listesi): build/add/remove/seat islemlerinin hepsi O(1).
Hangi veri yapilar1?

Coziim.
Iki ihtiyag var: (i) sira (extrinsic order) — once gelen énce oturur; (ii) isimle arama — bir miisteriyi
adindan bul. Bu, “iki anahtarl1” bir problem — iki veri yapis1 + cross-linking.

* Sequence: ciftli bagh liste (doubly-linked list) C — miisterileri sirada tutar. (Ciftli, ¢iinkii
ortadan silerken iki komsuyu O(1)’de dikmek gerekir.)
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21 Quiz 1 Gozden Gegirme

 Set: hash tablosu M — ismi, o miisterinin C’deki diigiimiine isaretcisine esler.

Kritik incelik: indeks degil isaret¢i sakla. Indeks saklarsan, biri oturunca tiim indeksler kayar ve M’yi
bastan giincellemen gerekir (O(n)); diigiim isaretgisi ise 6Ze ¢ikana dek deZismez.

“store a pointer... to the node... because the node isn’t changing.” — Ku, 1:06:04

Islemler: add x — x’i C’nin sonuna ekle (diigiim v), M’ye x — v koy. remove x — M’den Vv’yi bul,
C’den v’yi cikar (ciftli baglantiyla dik), M’den sil. seat — C’nin basini sil, o miisterinin adin1 M’den
cikar. Hepsi O(1) (hash beklenen, liste worst-case).

Karmagikhk. Tiim islemler O(1) (hash islemleri beklenen; liste islemleri worst-case).

Sekil 21.4 Problem 2’nin imza fikrini gosterir: alt-aga¢g-max ile zenginlestirilmis zaman-AVL de tek tarafli
aralik sorgusu — her diigiimde bir taraf toptan halledilir, tek inig yolu O(log n).

i Problem2 (Rainy Research — peak rainfall): record_data O(1)-benzeri ve peak_rainfall(l, t) worst-case
O(log n). t zamanindan beri I enlemindeki en yiiksek yagis.

Coziim.
Olgiimler (r yags, 1 enlem, t zaman) iicliisii; hepsi tamsay1, siirsiz — enlemin “kii¢iik” oldugunu
varsayma. Worst-case istendigi icin hash degil set AVL.

* Dis yapi: enlem-anahtarli set AVL L. — her enlem I'yi bir “zaman veri yapisina” T(l) egler.

« ¢ yapr: her T(1), zaman-anahtarh set AVL — zamani yagisa esler.

* Augmentation: her diigiimde alt-agactaki maksimum yagis (alt-aga¢ max r). Bu bir subtree-
property’dir: diigiim = max(kendi r, sol alt-afa¢ max, sag alt-aga¢ max), O(1)’de bakim.

One-sided range query (tek-tarafl1 aralik sorgusu): “¢’den biiyiik-esit tiim zamanlardaki max yagis”1
O(log n)’de bul. Ozyinelemeli, diigiim v’de iki durum:

def peak(v, t): # v koku, t alt sinir
if v is None:
return 0
if v.time < t: # v + tum SOL alt-agac (< v.time < t) araligin DISINDA
return peak(v.right, t)
else: # v araliginda: SAG alt-agacin tamami da araliginda

return max(v.r,
v.right.submax if v.right else 0, # 0(1): sag submax OKU
peak(v.left, t)) # belirsiz SOLA in

[motor notu] — Kaynak sayfadaki pseudocode’un yonleri ters yazilmisti (sol submax okuyup saga
iniyordu); bu, sol alt-agactaki ¢’den kiiciik zamanlar1 yanlislikla dahil eder. Bagimsiz brute-force tanig1
farki dogruladz: ters yon 1000 sorgudan 193’iinde yanlis deger verdi, dogru yon (v.right.submax oku +
peak(v.left)) 1000/1000 brute ile eslesti. Statement (“4’den beri max”) baglayici; yukaridaki kod dogru
yOnii uygular.

Piif nokta: aralik i¢indeyken sag alt-agaca inmek yerine onun augmented max’mi O(1)’de oku;
yalnizca sola tek bir 6zyinelemeli inig yap — afag¢ boyunca tek yol — O(logn).
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21.11 Quiz-tarzi Problemler

Tek tarafhi aralik sorgusu: alt-agac-max zenginlestirme - peak_rainfall O(log n)

peak = 7

max( r(30)=1, submax(50)=2, r(40)=7 ) = 7
20 <25

- sol alt-agac (10) TOPTAN DISARI
20 o

r=9
sorgu esigi t =25 20 = 25
—rsag alt-agac (50 TOPFANGCERIDE— — — — — — — — — — — — — — — — —

- submax O(1) oku,%Qlain . _ »5uen perien yliksek yadis?” (zaman = 25)

40
r=3 r=7

tim zamanlari < 25
bakilmaz

30 e
r=1

0O(1) oku

30 =25
- yagis r=1 al - dur

Her diigimde araligin BiR tarafi TOPTAN halledilir: ya atilir (sol < t) ya da submax O(1) okunur (sag = t)

- her seviyede yalniz BIR ¢ocuda inilir - tek inis yolu = O(log n) (yol: 20 - 40 - 30, brute tanigi = 7)

Sekil 21.4: Tek tarafl1 aralik sorgusu (QR1 Problem 2, IMZA figiir, Ku 1:24:47): alt-aga¢-max zenginles-
tirme — peak_rainfall O(log n). Zaman-anahtarli AVL (5 diigiim): kok 20, ¢ocuklar1 10 ve 40,
40’1n ¢cocuklar1 30 ve 50; her diigiimde zaman + yagis r + amber submax kutusu (alt-aga¢ max,
MOTORDAN). Sorgu t=25 (‘t’den beri en yiiksek yagis’, zaman > 25). Imza fikir: her diigiimde
araligin BIR tarafi TOPTAN halledilir — tek inis yolu. 20 < 25 — SOL alt-aga¢ (10) TOPTAN
DISARI (soluk + X), saga in; 40 > 25 — SAG alt-agac (50) TOPTAN ICERIDE — submax(50)
O(1) OKU (inilmez), sola in; 30 > 25 — r=1 al, dur. Sonu¢c MOTORDAN: peak = max(r(30)=1,

submax(50)=2, r(40)=7) = 7 = brute tamg1; yol = [20, 40, 30]. Her seviyede yalniz BIR gocuga
inilir - O(log n).
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21 Quiz 1 Gozden Gegirme

“that’s what we call a one-sided range query.” — Ku, 1:24:47

Karmagikhk. record_data O(logn) (iki AVL'ye ekleme); peak_rainfall worst-case O(logn).

1 Problem 3 (mekanik — gecerli augmentation): Bir set AVL'yi ‘sol alt-agacimdaki diigiim sayis1’ ile
zenginlestirmek gecerli mi?

Cevap:

Dogrudan hayir — ama dolayli evet. “Sol alt-aga¢ boyutu”, rotasyon/giincellemede iki cocugun aug-
mentation’indan O(1)’de tiiretilemez (logaritmik yiiriiyiis gerekir), yani tek bagina bir subtree-property
degildir. Dogru yol: her diigiimde kendi alt-aga¢ boyutunu (size = 1 + sol_size + sag_size,
O(1) bakim) tut; “sol alt-aga¢ boyutu” gerektiginde sol ¢ocugun size’indan okunur. Genel kural:
depolanan augmentation daima bir subtree-property olmali; tiirev bilgiler ondan O(1)’de hesaplanr.

“just augment the thing itself and just look at your left subtree and look at its augmentation.”
— Ku, 25:42

Bu size augmentation’1, rank sorgusu (k. en kiiciik, tek-tarafli aralik) verir — sequence AVL'nin
subtree_at’inin set kargilig1.

1 Problem 4 (mekanik — worst case vs expected): Bir hash tablosunda O(1) beklenen arama yapip
ardindan bir AVL’de O(log n) predecessor sorgusu yapiyorum. Bu zincirin worst-case ve beklenen
stiresi?

Cevap:
» Worst-case: O(n). Hash tablosunun worst-case aramast O(n)’dir (tiim anahtarlar ayn1 kovaya
diiebilir); AVL O(log n). Toplam worst-case O(n + logn) = O(n).
* Beklenen: O(log n). Hash beklenen O(1) + AVL O(logn) = O(logn).

Ders: “beklenen” ve “worst-case” farkli sozlesmelerdir. Sinav “worst-case istiyorum” derse hash tablosu
kullanma (set AVLye gec); “expected/amortized serbest” derse hangi sinif1 elde ettigini etiketle.

“It’s possible that in the worst case it could be higher.” — Ku, 30:15

21.12 Quiz Hazirhg1 Egzersizleri

Egzersiz 1. Siralama tablosunu bos bir kdgida ezberden doldur: her algoritma igin worst-case siire, kararli m1
(stable), yerinde mi (in-place), hangi 6zel durumda tercih edilir.

Egzersiz 2. Sequence, set ve priority queue arayiizlerinin islem-siire tablolarin1 ezberden ¢ikar; her hiicreyi
“hangi implementasyon bunu verir?” ile esle.

Egzersiz 3. U¢ master-teoremi durumunu iig farkli 6zyinelemeye uygula (6rn. T'(n) = 27'(n/2) + O(n),
T(n) = 2T(n/2) + O(n?), T(n) = 4T (n/2) + O(n)).
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21.13 Quiz 2 Oncesi Kapsam Genislemesi

Egzersiz 4. Bir set AVL i¢in yeni bir augmentation tasarla (6rn. alt-agac toplami), formiiliinii yaz ve rotasyonda
O(1)’de korundugunu kanitla.

Egzersiz 5. Iki anahtarli (6rn. isim + 6ncelik) bir veri yapisi problemini cross-linking ile ¢6z: hangi veri
yapilarini, neye anahtarlanmis, hangi degismezlerle kurarsin?

21.13 Quiz 2 Oncesi Kapsam Geniglemesi

Quiz 1 buraya kadar; siradaki blok (Quiz 2 kapsami) cizge algoritmalarina gecer:

¢ Ders 13 ve 15 (L9-L10): ¢izge temeli, BFS (agirliksiz en kisa yol, O(V + E)), DFS (topolojik siralama,
cevrim).

* Ders 16, 18-19 (L11-L13; araya Ders 17 PSS girer): agirlhikh en kisa yollar — Bellman-Ford (negatif
kenar), Dijkstra (6ncelik kuyrugu).

* Ders 21 (L14): tiim-ciftler en kisa yollar (Johnson).

Bag: bu blokta da aym disiplin siirer — ¢izgeyi komguluk listesiyle sakla (bir veri yapis1 se¢imi), problemi
BFS/DFS/Dijkstra kara kutusuna indirge, sonra verimliligi analiz et.

21.14 Ders 1-12 Toplu Cheat Sheet

Konu Ozii Kaynak (L/PS)
Hesaplama modeli Word-RAM; O(1) islemler; L1
tamsay1 bir kelimeye si13ar
Asimptotikler 0, 0, Q; karmagiklik L1-1.2
mertebeleri
Master teoremi T(n)=a-T(n/b)+ f(n); PS2
3 durum
Stralama merge/AVL (n logn), heap L3,L5

(worst n log n, in-place), radix
(n® — linear)

Sequence DS doubly-linked (O(1) ug), L2,L7
dynamic array, sequence AVL.
(O(logn) orta)

Set DS sorted array (statik), set AVL L3
(dinamik), hash (sozliik hizli /
sira kotii)

Hashing beklenen O(1); zincirleme; L4
universal hashing

Ikili aga¢ / AVL O(h); denge L6-L7
— h = O(logn); rotasyon;
augmentation

Ikili y1gin complete tree <+ array; build L8
O(n), delete_max O(logn)
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21 Quiz 1 Gozden Gegirme

Konu Ozii Kaynak (L/PS)
Oncelik kuyrugu binary heap veya L8
max/min-augmented sequence
AVL

Sonraki Ders

Ders 15 (L10): Derinlemesine Arama (DFS)

Justin Solomon ile, BFS’in kardesi DFS (depth-first search)’e geciyoruz: ¢izgeyi “olabildigince derine
in, sonra geri ¢ekil” mantigiyla gez. DFS, topolojik siralama (bagimlilik siralamasi) ve ¢cevrim tespiti
icin kullanilir.

21.15 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

Bu tekrar oturumu, “dogru kara kutuyu seg, indirge, sakladigini ve anahtarladigini1 yaz” disiplinini kurar
— kopriilerin Ozeti:

1. Quiz 1 = ilk-yar1 midterm — OMSCS CS 6515: veri yapilar1 + siralama refleksleri, graduate
dersin girig varsayimidir.

2. Reduction — her sey — “kara kutuya indirge” disiplini, DP ve NP-tamlikta (problem A’y1 B’ye
indirgemek) birebir doner.

3. Correctness/efficiency ayrimi1 — miihendislikte “Gnce caligsin, sonra hizlansin”; profilleme
oncesi dogruluk.

4. Cross-linking — gercgek sistemler: ayni veriyi iki indeksle (6rn. ID + zaman) tutup isaretgiyle
baglamak — veritabam ikincil indeksi.

5. Augmentation = subtree-property — aralik sorgulari (segment tree, order-statistics tree) —
finans/analitik altyapisinin cekirdegi.

6. iletisim puana dahil — kod review, tasarim dokiimani: “dogru ama anlatilamayan = yanhs”.

I Tek bir sey alip gideceksen

Quiz 1 senden algoritma icat etmeni degil, dogru kara kutuyu secmeni ister. Problemi bir arayiize
indirge, ne sakladigini ve neye anahtarlandigini agik¢a yaz, dogrulugu degismezlerle kanitla — verimlilik
en son gelir. “Dogru ama anlatilamayan ¢6zlim, yanlig ¢coziimdiir.”
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

DEFS = 6zyinelemeli derine in, geri ¢ekil; erisilebilirlik O(E) (ebeveyn agaci, en kisa degil); full DFS — bagh
bilesenler O(V+E); DAG’da ters bitis siras1 = topolojik sira (u—v = f(u)<f(v), benzersiz degil); geri kenar (v
— atasi) = ¢evrim; bagimlilik ¢dzen her sistem (make/npm/pip) icten ice bunu calistirir

1 Boliim bilgisi

* Solomon’un videosu: YouTube — Lecture 10: Depth-First Search (=52 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 10: Depth-First Search

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 15 (L10)
* Hoca: Justin Solomon (Demaine/Ku degil)

* Okuma siiresi: =25 dk

Bir onceki ders BFS’i (enine arama) verdi; bu ders onun kardesi DFS’i ¢ozer ve ii¢ giicli
uygulamayi acar: erisilebilirlik, bagl bilegenler, topolojik siralama (+ cevrim tespiti).

22.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 13 (L9) BFS’i (enine arama) verdi; Ders 14 (Quiz 1 Gozden Gegirme, Jason Ku) araya girdi. Bugiin yine
Justin Solomon ile BFS’in kardesi DFS (depth-first search, derinlemesine arama) ile devam ediyoruz. DFS,
cizgeyi “olabildigince derine in, sonra geri ¢ekil” mantiiyla gezer ve li¢ giiclii uygulamayi acar: erigilebilirlik,
bagh bilegenler, topolojik siralama (+ ¢cevrim tespiti).

“in breadth-first search, we're like, drawing concentric circles. In depth-first search... we’re like,
shooting outward until we reach the outer boundary.” — Solomon, 6:55

Ug ana fikir bu derste yan yana gelir:

1. DFS = ézyinelemeli gezinme — bir diiglimden komsularina in, her komsu kendi komsularina insin;
erisilebilirligi O(F)’de ¢oz.

2. Bagh bilegenler — full DFS (her diigiim iizerinde dongii) ile O(V + E)’de tiim “kiimeleri” bul.

3. Topolojik siralama — bir DAG’da, DFS bitis sirasinin tersi gecerli bir bagimlilik siralamas verir;
ayni teknik cevrim tespiti yapar.
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

Ders 15 (L10):

// Derinlemesine Arama (DFS) \'

DFS 6zyinelemeli iskelet erisilebilirlik O(E) bagl bilesenler DAG + topolojik sira cevrim tespiti
derine in, geri ¢ekil ebeveyn agaci1 P(v) full DFS ters bitis siras1 geri kenar

|

ziyaretsiz komsuya in
dibe vur, geri cekil (y1gin
bosalir)

| | | |

kaynaktan bir yol — en tim digtmler Uzerinde v'den atasina kenar =

KISA degil dongl u—v = f(u)<f(v) cevrim
yalmz erisilebilir kenarlara her ada bir DFS agaci, benzersiz degil topolojik sira var ancak ve
dokunur O(V+E) ancak DAG

Sekil 22.1: Ders 15’in (L10) kavram haritasi: kok = derinlemesine arama (DFS). Bes dal — (1) DFS 6zyi-

nelemeli iskelet: bir diigiimden ziyaretsiz komsuya in, dibe vur, geri ¢ekil (6zyineleme ¢oziiliir).
(2) erisilebilirlik O(E): ebeveyn agaci P(v) ile kaynaktan bir yol — en kisa DEGIL; DFS yalniz
erisilebilir kenarlara dokunur. (3) bagl bilesenler: full DFS tiim diigtimler lizerinde déngii — her
ada bir DFS agaciyla O(V+E)’de bulunur. (4) DAG + topolojik sira: yonlii cevrimsiz ¢izgede ters
bitig siras1 = topolojik siralama (u—v = f(u)<f(v)), benzersiz degil. (5) ¢evrim tespiti: geri kenar
(v’den atasina kenar) bir ¢cevrimi tamamlar; topolojik sira var ancak ve ancak DAG. Sonug: tek
Ozyinelemeli iskelet, dort giic.

@ Builder Notu — Tek Iskelet, Dort Giic

DFS, “derine in, geri ¢ekil” diyen tek bir 6zyinelemeli iskelettir — ama o tek iskeletten dort ayr1 giic
cikar. Once nasil gezdigini (6zyineleme), sonra ne sorabildigini (erisilebilirlik, bilesenler, sira, gevrim)
sorariz.

+ Tleriye — topolojik siralama her yerde: make, paket yoneticileri (npm/pip bagimlilik ¢oziimii),
build sistemleri, gorev zamanlayicilar — hepsi DAG’da topolojik siralama caligtirir.

« fleriye — cevrim tespiti: deadlock tespiti, dongiisel bagimlilik uyarisi (import cycle), elektronik
tablo formiil dongiisii.

* Geriye — BFS (Ders 13): ikisi de O(V + E) ¢izge gezme iskeleti; BFS en kisa yol (agirliksiz)
verir, DFS yapisal sorular (DAG m1? bilegenler? sira?) igin.

+ lleriye — Dijkstra (Ders 16-19 (L11-L13)): DFS/BFS agirliksiz; agirlik girince 6ncelik kuyrugu
gelir.

Tek ciimle: DFS, ¢izgeyi ozyinelemeli olarak derinlemesine gezer; bu tek iskeletten erigilebilirlik (O(E)),
bagh bilesenler (O(V + E)) ve topolojik siralama/cevrim tespiti ¢ikar.

22.2 1. BFS’ten DFS’e: iki Arama Stratejisi

Iki temel ¢izge gezme teknigi vardir. BFS kaynaktan disa esmerkezli daireler gizer: énce L, (uzaklik 1),
tim L, bitmeden L,’ye gecilmez. DFS ise tam tersi: ilk diigiimden baslar, gidebildigi kadar derine kosar,
tikaninca geri cekilir (backtrack).
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22.3 2. Erisilebilirlik Problemi ve Ebeveyn Agact

fkisi de ayn1 ¢izge terminolojisi iizerine kurulu: G = (V, E), Adj" (u) ¢ikis komsulari, yol (path), basit yol
(simple path — ayn1 diigiim iki kez yok). “Dogrusal zaman” ¢izgede O(V + E) demektir (girdiyi saklamak
icin gereken yer).

Sekil 22.2 ayn1 7 diiglimlii ¢izge lizerinde iki stratejiyi yan yana koyar: solda BFS dalga dalga (seviye tonlar1
+ esmerkezli halkalar), sagda DFS tek bir kivrimli izle dibe dalar (ziyaret sirasia — b —d — ¢ — e —
f — ¢) ve tikaninca geri ¢ekilir.

iki arama stratejisi — AYNI cizge: BFS dalga dalga - DFS dibe dalar

BFS — enine arama (dalga dalga) DFS — derinlemesine arama (dibe dal)
kaynak

#1 #2
1-2
a

2-3

©

#3

L1 #4
d geri cekil
3-4 (y1gin bosalir)
L2
L3 455
L4 #5 #6 M7
5-6 6-7
e g

katman katman: énce TUM L1, sonra TUM L2-... derine in: bir digiimden EN UZAGA dal

esmerkezli halkalar — en kisa uzaklik 6 sabitlenir tikaninca geri ¢ekil (ataya dén — 6zyineleme yigini)

BFS = en kisa yol (agirliksiz cizge) | DFS = yapisal sorular (DAG mi? - bagh bilesenler - topolojik sira - ¢cevrim) - (Solomon 6:55)

Sekil 22.2: iki arama stratejisi — AYNI cizge: BFS dalga dalga - DFS dibe dalar (L10 §1, IMZA figiir). SOL
panel BFS = kaynaktan esmerkezli halkalar, katman katman (6nce TUM L1={b,c}, sonra TUM
L2={d,e}...); her diigiim seviye tonuyla (LO a amber kaynak — L4 g beyaz+slate). SAG panel
DFS = ayni cizge, tek AMBER kivrimli ok zinciri dibe dalar (ziyaret siras1 a—>b—d—c—e—>f—-g;
her ok {iistiinde sira numaras1); sona varinca geri-cekilme (kesikli gri geri-oklar, 6zyineleme
y1gmm bosalir). Kontrast: BFS b ve ¢’yi BIRLIKTE (ayn1 katman) goriir; DFS b’den HEMEN
d’ye dalar, c’ye ancak geri ¢ekilince 4. sirada varir. BFS = agirliksiz en kisa yol; DFS = yapi-
sal sorular (DAG mu1? bilesenler? topolojik sira? ¢cevrim?). Veri MOTORDAN: bfs_levels(bu-
ild_example_graph(),‘a’)=[[a],[b,c],[d,e],[f],[g]]; dfs_visit_order(...,‘a’)[ ‘order’]=[a,b,d,c,e,f,g]
(Solomon 6:55).

22.3 2. Erisilebilirlik Problemi ve Ebeveyn Agaci

Erisilebilirlik (reachability): bir kaynak s’den yonlii kenarlari izleyerek hangi diigiimlere ulagilir?

“the reachability problem is just asking, which nodes can I reach from a given source?” —
Solomon, 8:20
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

BES ile ¢oziilebilir (erisilemeyen diigiimiin mesafesi o), ama daha dogrudan bir yol var. “Kamt” istersek
(sadece “ulagilir” degil, “nasil”), her diigiimii onciilii (predecessor) P(v) ile etiketleriz — kaynaktan o
diigiime giden bir yolda onceki diigiim. Yolu, P’yi geriye izleyip listeyi ters ¢evirerek kurariz.

Onemli fark (Ders 13’iin en kisa yol agacindan): buradaki ebeveyn agaci en kisa yolu garanti etmez —
erisilebilirlikte yolun kisali§1 umurumuzda degil, sadece varlig1. Yine de bir agactir (¢cevrim olamaz).

22.4 3. DFS Algoritmasi

DEFES 6zyinelemeli bir visit fonksiyonudur: kaynagi isaretle; her komsu v i¢in, heniiz ziyaret edilmemigse
(P(v) = None) ebeveynini “ben” yap ve 6zyinelemeli olarak ona in.

Calisilan Ornek — gezinme siras1. Kaynak 1°den basla. 1’in tek komsusu 2 — visit(2). 2’nin komsular1 3 ve
5; 6nce 3 — visit(3) — visit(4). Ozyineleme dibe vurdu, geri cekil. 2 sonraki komsusu 5’e iner — visit(5).
Sira: 1 — 2 — 3 — 4 — (geri) — 5. Dikkat: bu seviye kiimelerini izlemez — DFS dibe (4) gidip sonra
2’ye geri sarip 5’1 ¢agirdi. “Geri ¢ekilme” = 6zyinelemenin ¢oziilmesi.

def dfs(adj, s, parent=None):
if parent is None:

parent = {s: None} # kaynagi ziyaret et
for v in adj[s]:
if v not in parent: # henuz ziyaret edilmemis
parent[v] = s # ebeveyni = ben

dfs(adj, v, parent) # ozyinele
return parent

Sekil 22.3 bu ¢aligilan 6rnegi adim adim izler: iistte yonlii ¢izge (1 — 2 — 3 — 4 dibe in, sonra geri ¢ekilip
5’e dal), altta olay seridi — in/out olaylarinin sirasi, out(4), out(3) olaylarinin in(5)’ten dnce gelmesi (dibe
vur, geri sar, sonra 5).

22.5 4. DFS Dogrulugu

Iddia: DFS, erisilebilir her v’yi ziyaret eder ve ebeveynini dogru atar.

Cahsilan Ornek — kaynaga uzaklik iizerinden tiimevarim. Kaynaga uzaklik  iizerinden tiimevarim.

* Temel (k = 0): uzaklik 0 olan tek diigiim kaynagin kendisidir; algoritma ilk satirda onu dogru kurar. v/
e Adim (k — k + 1): v, kaynaktan uzaklik k£ 4+ 1 olsun. En kisa yolda v’den bir 6nceki diigiim «’nun
uzaklig1 k’dir — tiimevarim varsayimiyla u dogru ziyaret edilir. visit(u) cagrildiginda, v € Adj™ (u)
oldugundan DFS v’yi degerlendirir. iki durum: ya P(v) # None (zaten uygun bir ebeveyn bulunmus)
yada P(v) = None (bir sonraki satir ebeveyni dogru atar). Her iki durumda da v’ nin ebeveyni dogru.

v

Sezgisel olarak basit; bicimsel tlimevarim totoloji gibi hissettirebilir ama degil.
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22.5 4. DFS Dogrulugu

DFS calisilan ornek: 1-2-3-4 dibe in, sonra geri cekilip 5'e dal (Solomon L10 §3)

@ : @
kaynak 2
1
1
ileri (in) — 6zyinelemeye dal
4
geri gekilme (out) ozyineleme ¢ozulmesi

sonra 5
olay dizisi (6zyineleme zaman ekseni — soldan saga)
dibe vur (4) geri sar (out 4,3)
i
in(1) in(2) in(3) in(4) out(4) out(3) in(5) out(5) out(2) out(l)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

seviye kiimeleri [ZLENMEZ — dibe vur (4), geri sar, sonra 5 - geri cekilme = 6zyinelemenin ¢ézilmesi (out, in'lerin TERS| sirada kapanir)

Sekil 22.3: DFS calisilan 6rnek: 1—-2—3—4 dibe in, sonra geri ¢ekilip 5°e dal (L10 §3, IMZA figiir). UST:
yonlii ¢izge — kenarlar 1 -2, 2—3, 2—5, 3—4. Ziyaret (ileri) oklar1 AMBER + sira numaras:
12 [1], 23 [2], 3—4 [3], sonra 2—5 [4]. Geri-¢ekilme oklar1 KESIKLI GRI: 43,352 (Ozyi-
neleme ¢oziilmesi; 5 ziyaretinden ONCE). ALT: olay seridi — in(1) in(2) in(3) in(4) out(4) out(3)
in(5) out(5) out(2) out(1); ‘in’ amber dolu, ‘out’ soluk ¢erceve. out(4) ve out(3), in(5)’ten ONCE:
dibe vur (4), geri sar (out 4,3), sonra 5. Seviye kiimeleri IZLENMEZ — geri cekilme = 6zyinele-
menin ¢oziilmesi (out’lar in’lerin TERSI sirada kapanir). Veri MOTORDAN: dfs_visit_order(bu-
ild_dfs_example(),1)[ ‘order’]=[1,2,3,4,5]; events=[in1,in2,in3,in4,out4,out3,in5,out5,out2,outl]
(Solomon L10 §3).
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

22.6 5. DFS Calisma Siiresi O(E)

Her diigiim en fazla bir kez ziyaret edilir (visit her diigiim icin bir kez cagrilir); her kenar en fazla bir kez
gezilir (kenarm “gikig” diigiimii bir kez ziyaret edildiginden). Onemli ayrim: BFS, basta O(V) yer ayirdig:
icin O(V + FE)’dir; DFS ise yalmzca erisilebilir kenarlara dokunur, hig erigilemeyen diigiimii géormez —
O(E).

“depth-first search... it just takes order e time.” — Solomon, 22:09

(Kenarsiz bir ¢izgede BFS yine O(V'), DFS ise O(F) = O(0) isi yapar; sinirlar birebir ayni degildir.)

22.7 6. DFS En Kisa Yol Vermez

DFS’in iirettigi yol en kisa olmak zorunda degildir.
“there’s no reason why the path that we get should be the shortest.” — Solomon, 24:01
Ug ornek: bir cevrim ¢izgesi (biiylik halka). Kaynaktan baglayip komsu komsuyu 6zyinelemeli cagirirsak,

son diiglime 4 diigiimliik bir zincirin arkasindan variriz — oysa tek bir kenarla dogrudan gidilebilirdi. DFS o
kenar1 se¢medi. Bu yiizden agirliksiz en kisa yol i¢in BFS kullanilir; DFS yapisal sorular icindir.

22.8 7. Baghhk ve Bagl Bilesenler

Bir cizge bagh (connected) ise her diigiimden her diigiime bir yol vardir.

“a graph is connected if there’s a path getting from every vertex to every other vertex.” —
Solomon, 25:14

Yonlii ¢izgede baghlik tuhaftir (w — v var ama v — wu yok olabilir), bu yiizden ¢ogunlukla yonsiiz ¢izgelerde
konugulur: diigiimler “kiimeler” hilinde gelir — bir bagh bilesen (connected component).

Bagl bilesenler problemi: tiim kiimeleri listele. Coztim full DFS: tiim diigiimler {izerinde bir dongii; diigiim
heniiz ziyaret edilmemigse ondan DFS baslat (o bileseni “flood fill” eder), topla, devam et. Her kenar en fazla
bir kez gezilir (bir diigiim iki bilegende olamaz) - O(V + E).

def full dfs(adj, V):

parent = {}

components = []

for s in V: # tum dugumler uzerinde dongu
if s not in parent: # yeni bilesen

parent[s] = None

dfs(adj, s, parent)

components.append(s) # bu bilesenin temsilcisi
return components, parent
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22.9 8. Yonlii Cevrimsiz Cizge (DAG) ve Topolojik Siralama

Sekil 22.4 full DFS’i “ada kesfi” olarak gosterir: ii¢ bagli bilesen ({1, 2, 3}, {4,5}, {6}), her birinin temsilci
kokii (1,4, 6), ve altta dis-dongiiniin diigiimleri sirayla tarayisi (ziyaretsiz koke yeni DFS baglat, goriilmiisii
atla).

Full DFS = bagh bilesenler: ziyaretsiz her koke yeni DFS baslat (ada ada)
FULL DFS - bagh bilesenler: her ada bir DFS agaciyla taranir

Cl =41, 2, 3} C2 = {4, 5}

kéK c3 = {6}

O 5 o O

dis dongii (diigiim 1..6 sirayla):

DFS DFS DFS
O O O temsilciler: [1, 4, 6]
ziyaretsiz ziyaretsiz ziyaretsiz
- baslat - baslat - baslat

dis déngl her diiglime 1 kez bakar + her kenar en fazla 1 kez gezilir -» O(V + E) - (Solomon L10 §7)

Sekil 22.4: Full DFS = bagl bilesenler: ziyaretsiz her koke yeni DFS baglat (ada ada) (L10 §7, IMZA figiir).
UST: 3 ada cizgesi — kiime 1 {1,2,3} (iicgen-vari, amber halo, bilesen C, ), kiime 2 {4,5} (gift,
slate halo, C,), kiime 3 {6} (tek dii§iim, beyaz halo, C;); her ada altinda bilesen etiketi. Temsilci
kokler (her bilesenin ilk ziyaret edilen diigiimii) amber dolgulu + ‘kok’ etiketi: 1, 4, 6. ALT: full
DFS dig-dongii seridi — diigtimler 1..6 SIRAYLA taranir; 1 ziyaretsiz — DFS baglat (ada 1’i
sular), 2,3 goriilmiis — atla, 4 ziyaretsiz — DFS baglat (ada 2), 5 atla, 6 ziyaretsiz — DFS baslat
(ada 3); amber ‘DFS’ rozeti her baglatmada. D1g dongii her diigiime 1 kez bakar + her kenar en
fazla 1 kez gezilir - O(V+E). Veri MOTORDAN: connected_components=[[1,2,3],[4,5],[6]];
full_dfs temsilcileri=[1,4,6] (Solomon L10 §7).

22.9 8. Yonlu Cevrimsiz Cizge (DAG) ve Topolojik Siralama
Bir DAG (Directed Acyclic Graph): yonlii kenarli, cevrimsiz cizge. (Yonlendirilmis bir aga¢ bir DAG
Ornegidir.)

“a DAG is a Directed Acyclic Graph.” — Solomon, 32:28
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

Topolojik siralama: her diigiime bir sira indeksi f atayan, su 6zelligi saglayan bir diizen: her © — v kenar1
icin f(u) < f(v) (u, v’den 6nce gelir).

“if I have a directed edge from u to v, then f of u is less than f of v.” — Solomon, 34:46

Topolojik siralama benzersiz degildir — A — B, A — C, B — D, C' — D g¢izgesinde hem “A C B D”
hem “A B C D” gecerlidir. Bu “6zgiirliik”, algoritmanin ¢oktan birini bulmasina izin verir.

22.10 9. Bitis Sirasi —» Topolojik Siralama

Bitis sirasi (finishing order): full DFS calistir; bir diigiimiin visit cagris1 tamamlandiginda (tiim komsular1
gezildiginde) onu siraya ekle. Iddia: bir DAG’da, bitis sirasmn tersi gecerli bir topolojik siralamadir.

“the reverse of the finishing order is a topological order.” — Solomon, 37:54

Calisilan Ornek — kamt (iki durum). Bir u — v kenar al; ters bitis sirasinda % nun v’den dnce geldigini
gostermeliyiz.

* Durum 1 — u, v’den 6nce ziyaret edildi: visit(u), v’yi (heniiz ziyaretsizse) ¢cagirir; visit(v), visit(u)’dan
once tamamlamir. Ters sirada bu, u’yu v’nin 6niine koyar. v/

* Durum 2 — v, u’dan 6nce ziyaret edildi: cizge cevrimsiz oldugundan v’den u’ya yol yoktur (olsaydi
cevrim olurdu). O hélde visit(v), ©’yu hi¢ gormeden tamamlanir — Durum 1’le ayn1 sonug: ters sirada
u, v’den Once. v’

Sekil 22.5 bu mekanizmay1 gosterir: rnek DAG, full DFS’in bitig siras1 [D, B, C', A] (D yaprak, ilk biter; A
kok, son biter), ve onun tersi = topolojik sira [A, C', B, D]; her DAG kenart i¢in f(u) < f(v) onay1 yesil
rozetle, ve “benzersiz degil” notu ([4, B, C, D] de gecerli).

22.11 10. Cevrim Tespiti

DAG degilsek topolojik siralama elde edemeyiz. Yani: ters bitig sirasini hesapla, sonra her kenarin f(u) <
f(v) iligkisine uyup uymadigini kontrol et. Uymayan bir kenar bulursak cizge DAG degildir — bir ¢evrim
vardir. (Aslinda: topolojik siralama var <= c¢izge DAG.)

Cevrimi yalnizca tespit degil bulmak i¢in: G ¢evrim igeriyorsa, full DFS bir v diigiimiinden onun bir atasina
(ancestor) giden bir kenar gezer (atas1 = 6zyineleme agacinda v’den once gelen diigiim).

“full DFS will traverse an edge from a vertex v to some ancestor of v.” — Solomon, 48:20

Kanit taslagi: ¢cevrim vy — v — ... — v, — v, olsun; vy’1 DFS’in ilk gordiigii diigiim se¢. v,’1n
Ozyineleme agaci tamamlanmadan, ondan erigilebilen vy, ... , v;, de tamamlanir; v;, komsularini gezerken
v, kenarim goriir — bu, v, ’den atas1 v,’a giden geri kenardir (back edge). DFS sirasinda bu geri kenar1
yakaladigin an ¢evrimi bulmusg olursun.

Sekil 22.6 bu ayrimi iki panelle gosterir: solda ¢evrimli ¢izge (1 — 2 — 3 — 1 +4 — 1), DFS y1gm
1 — 2 — 3 aktifken 3 — 1 bir geri kenardir (1, 3’iin atasi) — ¢evrim [1, 2, 3, 1], DAG degil; sagda 3 — 1
kaldirilmug, geri kenar yok — DAG, topolojik sira [4, 1,2, 3.
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22.11 10. Cevrim Tespiti

DAG'da topolojik sira = TERS bitis sirasi (tek DFS gecisi, O(V+E))

DAG (y6nli cevrimsiz cizge) BiTiS SIRASI (visit tamamlaninca eklenir — out())

bitis 1 bitis 2 bitis 3 bitis 4
0 ilk biter (yaprak)
° D o B o C ) A A son biter (kok)

TOPOLOJiK SIRA = ters bitis sirasi

N ) 3 . TERSE
sira sira sira sira CEVIR

A C B D

Q [ v f(A)<f(B) ][ v f(A)<f(C) ][ v f(B)<f(D) ][ v f(C)<f(D) ]

kenarlar: A>B, A~C, B-D, C=D verify_topological(dag, sira) = True — her kenar soldan saga akar

topolojik sira BENZERSIZ DEGIL

[A, C, B, D] ve [A, B, C, D] ikisi de gegerli (B ile C aras kenar yok)
ters bitis siras1 bu gecerli siralamalardan BiRIiNi bulur

u-v kenari icin u, v'den DAHA SONRA biter (v u'nun torunudur ya da aynk) - terse cevirince f(u) < f(v): iki durum kaniti (Solomon 37:54)

Sekil 22.5: DAG’da topolojik sira = TERS bitis siras1 (tek DFS gecisi, O(V+E)) (L10 §8-9, IMZA figtir). UST-
SOL: o6rnek DAG — A iistte, B ve C ortada yan yana, D altta (elmas); yonlii oklar A—»B, A—C,
B—D, C—D. ORTA serit: BITIS SIRASI (visit tamamlaninca out() ile eklenir) [D, B, C, A]; D ilk
biter (yaprak), A son biter (kdk). “TERSE CEVIR’ déniis oku. ALT serit: TOPOLOJIK SIRA = ters
bitis = [A, C, B, D] (amber kutular); her DAG kenart i¢in f(u)<f(v) onayi yesil v rozeti (A<C, A<B,
B<D, C<D); verify_topological=True. YAN NOT: topolojik sira BENZERSIZ DEGIL — [A, C, B,
D] ve [A, B, C, D] ikisi de gecerli (B-C aras1 kenar yok); ters bitis bunlardan BIRINT bulur. Kanit iki
durum (Solomon 37:54). Veri MOTORDAN: build_dag_example={A:[B,C],B:[D],C:[D],D:[1};
finishing_order=[D,B,C,A]; topological_order=[A,C,B,D]; verify=True.
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

Cevrim tespiti: geri kenar (aktif yigindaki ataya kenar) = ¢evrim

Geri kenar VAR — cevrim Geri kenar YOK — DAG

DFS yigini: 1-2-3

O—C O—C
geri kenar ’

(back edge) /

DFS yigini: 1-2-3

1 = 3'Un atas,
(yiginda=aki

3 2

CEVRIM VAR - DAG DEGIL CEVRIM YOK - DAG

cevrim: 1-2-3-1 o topolojik sira YOK topolojik sira (ters bitis): 4-1-2-3

geri kenar VAR - cevrim (DAG degil, topolojik sira yok) | geri kenar YOK - DAG (ters bitis sirasi = topolojik sira)
full DFS ¢evrim varsa bir v digiimtinden atasina giden kenarn gezer (Solomon 48:20)

Sekil 22.6: Cevrim tespiti: geri kenar (aktif yigindaki ataya kenar) = cevrim (L10 §10, IMZA figiir). SOL panel
— cevrimli ¢izge: 1 52—3—1 liggeni + 4—1 dis kenar1. DFS 6zyineleme yolu 1 —-2—3 amber
(aktif y181m). 3’ten 1’e giden kenar KALIN AMBER KESIKLI + ‘geri kenar (back edge)’ etiketi
— 1, 3’iin ATASIDIR (6zyineleme yi1giminda hala aktif). Sonug: CEVRIM VAR — DAG DEGIL;
cevrim [1,2,3,1], topolojik sira YOK. SAG panel — ayn1 yap1 ama 3— 1 kenart KALDIRILMIS
(3 cikigsiz): DFS temiz biter, geri kenar yok, cevrim yok — DAG; ters bitig sirast = topolojik
sira [4,1,2,3]. Full DFS cevrim varsa bir v diigiimiinden atasina giden kenar1 gezer. Veri MO-
TORDAN: find_cycle({1:[2],2:[3],3:[1].,4:[1]})=[1,2,3,1]; find_cycle(3—1 kaldirilmis)=None;

topological_order=[4,1,2,3]; verify=True (Solomon 48:20).
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22.12 Bu Dersin Ozeti

22.12 Bu Dersin Ozeti

DFS = 6zyinelemeli “derine in, geri ¢ekil”’; BFS esmerkezli dairelerken DFS disa firlar.
Erisilebilirlik: ebeveyn agaci P(v) ile bir yol (en kisa degil) ver; afag (¢evrimsiz).

DFS dogrulugu: uzaklik £ lizerinden tiimevarim; v (k) dogruysa v (k 4+ 1) de dogru.
Caligma siiresi: DFS O(F) (yalniz erisilebilir kenarlar); BFS O(V + E) (basta O(V) yer).
Bagh bilegenler: full DFS, tiim diigiimler iizerinde dongii » O(V + E).

DAG + topolojik siralama: f(u) < f(v); benzersiz degil; ters bitig sirasi = topolojik sira.
Cevrim tespiti: topolojik sira <= DAG; geri kenar (v — atas1) ¢evrimi verir.

NoWnkwD =

Sekil 22.7 dersi tek bir sentez figiiriinde toplar: ortada DFS (O(V + E) 6zyinelemeli iskelet), dort kosede
dort giic — erisilebilirlik, baglh bilesenler, topolojik sira, ¢evrim tespiti — her biri motordan gelen bir mini
sonucla.

DFS = tek 6zyinelemeli iskelet —» dort glic (Solomon L10 sentezi)

[ 1 - ERISILEBILIRLIK O(E) ] [ 2 - BAGLI BILESENLER O(V+E) ]
ebeveyn agaci (kaynak 1): full DFS - sel-doldurma:
o, PRil, SRR, ARS; SR {a,b,c} {d,e} {f,g,h}
yol 1-2-3-4 — en KISA DEGIL 3 ada (ayrik bilesen)
(DFS yolu # en kisa yol) her digimde dis dongl - timi
[ 3 - TOPOLOJIK SIRA ] [ 4 - CEVRIM TESPITI ]
ters bitis sirasi (DAG): geri kenar (aktif yigina):
A-C-B-D 1-2-3-1
her u-v kenarinda f(u)<f(v) v atasina donen kenar - gevrim
build sistemleri: make - npm - pip deadlock - import dénglistl

tek 6zyinelemeli iskeletten dort glic — bagimlilik ¢6zen her sistem (make - npm - pip - derleyici) i¢ten ice bunu calistirir

Sekil 22.7: DFS = tek dzyinelemeli iskelet — dort giic (L10 sentezi, IMZA figiir). ORTADA biiyiik amber
kutu: DFS — derine in, geri ¢ekil (6zyinelemeli visit, O(V+E)). Dort kdsede uydu kutusu, mer-
kezden oklarla bagl, her biri motordan mini sonug: (1) ERISILEBILIRLIK O(E) — ebeveyn
agaci (kaynak 1) {1:-, 2:1, 3:2, 4:3, 5:2}, yol 1 52—3—>4 en KISA DEGIL (DFS yolu = en kisa
yol). (2) BAGLI BILESENLER O(V+E) — full DFS sel-doldurma — {a,b,c} {d.e} {f,g,h}, 3
ada. (3) TOPOLOJIK SIRA — ters bitis sirast (DAG) A—C—B—D, her u—v’de f(u)<f(v) v’
(build sistemleri make-npm-pip). (4) CEVRIM TESPITI — geri kenar (aktif y1gina) 1-52—3-1,
atasina donen kenar — ¢evrim (deadlock-import dongiisii). Bagimlilik ¢6zen her sistem icten ice
bunu ¢alistirir. Veri MOTORDAN: dfs(build_dfs_example(),1)={1:None,2:1,3:2,4:3,5:2}; con-
nected_components=[[a,b,c],[d,e],[f,g,h]]; topological_order(build_dag_example())=[A,C,B.D];
find_cycle({1:[2],2:[3],3:[1]})=[1,2,3,1].
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

! Tek Bir Ciimle

DFS, ¢izgeyi 6zyinelemeli olarak derinlemesine gezen tek bir iskelettir; ondan erisilebilirlik (O(E)),
bagli bilesenler ve topolojik siralama/cevrim tespiti — hepsi O(V + FE') i¢inde — dogal olarak tiirer.

22.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: DFS ile BFS arasindaki temel davranig farki nedir, ve neden DFS O(E) iken BFS O(V+E)?

Cevap: BFS, kaynaktan disa katman katman (seviye kiimeleri) ilerler — bir seviye bitmeden sonrakine
gecmez. DFS, bir dalda olabildigince derine iner, tikaninca geri ¢ekilir. Siire farki uygulamadan gelir:
bu dersteki BFS basta O(V) yer ayirdii icin (erisilemeyenler dahil) O(V + FE)’dir; DFS yalnizca
kaynaktan erisilebilen kenarlara dokunur, hig erisilemeyen diigiimii gormez, dolayisiyla O(E'). (full
DFS ise tiim diigiimler iizerinde dongii kurdugundan yine O(V + F).)

1 Soru 2: DFS’in iirettigi ebeveyn agaci neden en kisa yolu vermez? Bir 6rnek ver.

Cevap: DFS, bir komsuya “ilk denk geldigi” sirada iner — bu sira en kisa yolu izlemez. Cevrim
cizgesi (halka) u¢ 6rnektir: kaynaktan komsu komsuyu 6zyinelemeli cagirinca son diigiime uzun bir
zincirin arkasindan varilir, oysa tek kenarla dogrudan gidilebilirdi. DFS o kisa kenar1 segmez. Bu yiizden
agirliksiz en kisa yol i¢in BFS kullanilir; DFS yapisal sorular (DAG mu, bilesenler, sira) icindir.

1 Soru 3: “Ters bitis siras1 = topolojik siralama” iddiasinda, v’nin u’dan 6nce ziyaret edildigi durum
neden cevrimsizlige dayanir?

Cevap: v — v kenar1 var. v Once ziyaret edildiyse, visit(v) tamamlanmadan v yu goriir mii? Gormesi
icin v’den w’ya bir yol gerekir — ama uw — v zaten var, v — ... — u olsayd1 bir ¢evrim olusurdu.
Cizge DAG (¢evrimsiz) oldugundan bu imkansiz. O halde visit(v), «’yu hic gormeden tamamlanir; ters
bitis sirasinda u, v’den once gelir (Durum 1 ile ayn1 sonug). Cevrimsizlik olmasaydi iddia ¢okerdi.

1 Soru 4: Bir ¢izgenin DAG olup olmadigii ve (varsa) bir ¢evrimini nasil bulursun?

Cevap: full DFS ile ters bitig sirasin1 hesapla; her kenar f(u) < f(v) iligkisine uyuyorsa ¢izge bir
DAG dir (topolojik siralama var <= DAG). Bir kenar bu iligkiyi bozuyorsa ¢izge DAG degildir —
¢evrim vardir. Cevrimi bulmak i¢in DFS sirasinda bir diigiimden atasina giden bir kenar (geri kenar,
back edge) ara; o geri kenar bulundugu an, atadan o diiglime inen 6zyineleme zinciri + geri kenar bir
¢evrim olusturur.

22.14 Egzersizler

Egzersiz 1. Verilen yonlii bir ¢izgede, belirli bir kaynaktan DFS gezinme sirasini ve ebeveyn agaci P’yi elle
cikar; ayni ¢cizgede BFS sirasiyla karsilagtir.
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22.15 Sonraki Ders Icin Hazirlik
Egzersiz 2. Python’da 6zyinelemeli DFS’i (yukaridaki dfs) y1gin (stack) tabanli 6zyinelemesiz bir siiriime
doniigtiir; ciktinin ebeveyn agacinin ayni kaldigini dogrula.

Egzersiz 3. full DFS ile bir yonsiiz ¢izgenin bagh bilesen sayisini hesaplayan bir fonksiyon yaz; siiresinin
O(V + E) oldugunu argiimanla goster.

Egzersiz 4. Kiiciik bir DAG i¢in tiim gegerli topolojik siralamalari elle listele; ters bitis sirasinin bunlardan
biri oldugunu dogrula.

Egzersiz 5. DFS’i, bir geri kenar (atas1 ziyarette olan bir komsu) buldugunda ¢evrimi diigiim listesi olarak
dondiirecek sekilde genislet.

22.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Sonraki: Ders 16 (L11) — Agirlikli En Kisa Yollar

Ders 16 (L11): Agirhikh En Kisa Yollar — Jason Ku ile, kenarlara agirhk ekliyoruz: artik “en az
kenar” degil, “en az toplam agirlik” ariyoruz. BFS/DFES yetmez; agirliklar (hatta negatif agirliklar) yeni
problemler dogurur. Bu, Bellman-Ford ve Dijkstra’ya giden kapinin agiligidir.

Ders 16 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 3 (bagh bilesenler) ve 4 (topolojik siralama) ¢6z.
* DFS dogruluk kanitin1 (uzaklik & tiimevarimi) ezberden anlat.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “DFS tek iskelet; erisilebilirlik, bilegenler, topolojik sira ondan tiirer.”

22.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

DFS Ozyinelemeli “derine in, geri Bol. 1,3
cekil”; ebeveyn agaci P(v)

Erisilebilirlik s’den ulagilan diigiimler; P ile bir B0l 2
yol (en kisa degil)

DFS siiresi O(F) (yalmz erisilebilir Bol. 5,7
kenarlar); full DFS O(V + E)

Bagh bilesen Yonsiiz ¢izgede birbirinden Bol. 7
erisilebilir kiime; full DFS

DAG Yonlii + cevrimsiz cizge Bol. 8

Topolojik sira u—v= f(u) < f(v); Bol. 8
benzersiz degil

Bitis sirasi visit tamamlaninca ekle; tersi = Bol. 9
topolojik sira

Cevrim tespiti geri kenar (v — atas1); topolojik ~ BOl. 10

sira < DAG
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22 Derinlemesine Arama (DFS)

22.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

1.

@ 6 koprii

Bu ders, “tek 6zyinelemeli iskelet (DFS), dort giic” sezgisini kurar — kopriilerin 6zeti:

Topolojik siralama — build sistemleri (make, Bazel), paket bagimliligi1 (npm/pip), gorev zaman-
lama: DAG’da calistirma sirast.

Cevrim tespiti — deadlock, import dongiisii, elektronik tablo formiil dongiisii, derleyici bagimlilik
graft.

. Bagh bilesenler — kiimeleme, sosyal ag gruplari, goriintii “flood fill”, birlik-bul (union-find)

alternatifi.

DFS ozyineleme — agac/cizge gezme, geri izleme (backtracking) algoritmalari, ifade agaci
degerlendirme.

Erisilebilirlik — ulasilabilir kod analizi (derleyici), ¢cop toplama (mark-and-sweep), bagimlilik
kapanisi.

. O(V + E) dogrusal — seyreklik bilinci: gercek ¢izgeler seyrek; bir gezinmede her kenara bir

kez dokun.

! Tek bir sey alip gideceksen

DFS, “derine in, geri cekil” diyen tek bir 6zyinelemeli iskelettir — ama o tek iskeletten erisilebilirlik
(O(E)), bagli bilesenler (O(V + E)), topolojik siralama ve ¢evrim tespiti ¢ikar. Bagimlilik ¢ozen her
sistem (make, paket yoneticisi, derleyici) icten ice bunu calistirir.
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23 Agirlikh En Kisa Yollar

Kenarlara tamsay1 agirlik w: E — Z verince en kisa yol = toplam agirligin minimumu; iki yeni tuzak (yol
yok — +00, negatif cevrim erigilir — —00); mesafe yeter (ebeveyn isaret¢ileri 6’dan O(V+E)’de kurulur);
bir DAG’da SSSP’yi oo’dan baglayan tahminleri topolojik sirada iicgen esitsizligine gore giivenle gevseterek
O(V+E)’de ¢oz; algoritma haritas1 DAG / Bellman-Ford / Dijkstra

1 Boliim bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 11: Weighted Shortest Paths (=58 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 11: Weighted Shortest Paths

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 16 (L11)
* Hoca: Jason Ku (agirlikli en kisa yollar iinitesinin acilist)

* Okuma siiresi: =26 dk

Bir 6nceki ders BFS/DFS ile uzaklig1 kenar sayisiyla olctii; bu ders her kenara bir tamsay1
agirlik verir ve “en az kenar” yerine “en az toplam agirlik” arar. Bu, sonraki dort dersin
(DAG relaxation, Bellman-Ford, Dijkstra, Johnson) temelidir.

23.1 Bu Derste Ne Var?

Simdiye dek uzaklig1 kenar sayisiyla olctiik (BFS/DES). Bugiin Jason Ku ile agirlikh en kisa yollar {initesini
aciyoruz: her kenara bir tamsay1 agirhik veririz ve iki diigiim arasinda “en az kenar” yerine “en az toplam
agirlik” arariz. Bu genellestirme, sonraki dort dersin (DAG relaxation, Bellman-Ford, Dijkstra, Johnson)
temelidir.

“instead of... the number of edges in a path... we’re going to count an integer associated with
that edge. It’s going to be called a weight.” — Ku, 3:33

Ug ana fikir bu derste yan yana gelir:

1. Agirhkh en kisa yol § (s, t) — yol agirliklarinin minimumu; iki yeni tuzak: yol yoksa 400, negatif
agirhikh cevrim erisilirse —oo.

2. Mesafe yeter — yalnizca § mesafelerini hesapla; ebeveyn isaretgilerini sonradan dogrusal zamanda
kur.

3. DAG relaxation — bir DAG’da, topolojik sirada kenar gevsetme (relax) ile SSSP’yi O(V + E)’de
¢cOz.
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https://www.youtube.com/watch?v=5cF5Bgv59Sc
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-11-weighted-shortest-paths/

23 Agwrlikli En Kisa Yollar

—

Ders 16 (L11): Agirikli En
Kisa Yollar

|

agirlik fonksiyonu w
her kenara tamsay1 agirlik

iki tuzak
arti sonsuz / eksi sonsuz

|

yol agirligi = kenar
agirliklan toplam
en kisa yol = minimum
toplam agirlik

J

yol yok — arti sonsuz
(erisilemez)
negatif cevrim — eksi
sonsuz (infimum)

algoritma haritasi
DAG - Bellman-Ford -
Dijkstra

mesafe yeter
ebeveyn sonradan

l

kisit azaldikea siire artar

DAG dogrusal — Bellman-

Ford genel

|

yalmz mesafeyi hesapla
ebeveyn isaretcisi 8'dan
dogrusal

e —

DAG relaxation
licgen esitsizligi

|

sonsuzdan basla, topolojik
sirada gevset
giivenli relax — dogrusal

Sekil 23.1: Ders 16'nin (L11) kavram haritast: kok = agirlikli en kisa yollar (Ku). Bes dal — (1) agirhik

fonksiyonu w: her kenara tamsay1 agirlik (pozitif, negatif ya da sifir); yol agirligi = kenar agir-
Iiklarinin toplami; en kisa yol = minimum toplam agirlik. (2) iki tuzak: yol yoksa arti sonsuz
(erisilemez); negatif agirlikli ¢evrim erigilirse eksi sonsuz (minimum yok, infimum). (3) algoritma
haritasi: kisit azaldikga siire dogrusaldan uzaklagir — DAG relaxation dogrusal, Bellman-Ford
genel, Dijkstra negatif yok. (4) mesafe yeter: yalniz mesafeyi hesapla; ebeveyn isaretgileri sonradan
dogrusal zamanda kurulur. (5) DAG relaxation: tahminleri sonsuzdan baglat, topolojik sirada
ticgen esitsizligine gore gilivenle gevset, dogrusalda bitir. Sonug: tek gevsetme teknigi, dort dersin
temeli.

@ Builder Notu — Agirlik Girince Diinya Degisir

BFS/DFS, “en az kenar” sorusunu dogrusal zamanda ¢6zdii. Kenarlara agirlik verince soru degisir: artik
kenar saymiyoruz, toplam agirh@ topluyoruz — ve iki yeni tuzak doguyor (yol yok, negatif ¢cevrim).
Once neyi sordugumuzu (agirlikli en kisa yol), sonra nasil ¢ozdiigiimiizii (DAG relaxation) ele aliriz.

fleriye » GPS/yonlendirme: agirlikli en kisa yol, Google Maps’in 6ziidiir (kenar = yol, agirhk
= siire/mesafe); ag gecikmesi (latency) yonlendirmesi de ayni.

fleriye — kritik yol/zamanlama: DAG relaxation, proje zamanlama (PERT/CPM) ve build
sistemlerinde “en uzun/en kisa yol” hesabidir.

Tleriye — sezgisel arama: iicgen esitsizligi (triangle inequality), sezgisel-yonlii A* aramasinin
teorik dayanagidir.

Geriye — BFS (Ders 13): agirliksiz en kisa yolu BFS verdi; bu ders onu genellestirir — BFS,
tiim agirliklar esit olan 6zel durumdur.

Tek climle: Kenarlara agirlik verince “en kisa yol” toplam agirligin minimumu olur; bir DAG 'da bunu,
mesafe tahminlerini topolojik sirada ii¢gen esitsizligine gore gevseterek O(V + E)’de ¢ozeriz.

23.2 1. Agirliksizdan Agirliga: Neden ve Nasil

Son iki ders BFS/DFS ile agirliksiz problemleri (SSSP, erisilebilirlik, bagl bilegenler, topolojik siralama)
dogrusal zamanda ¢6zdii. Simdi genellestiriyoruz: her kenara bir tamsay1 agirhk atayan bir agirhik fonksiyonu
w: E — Z. Agirhiklar pozitif, negatif veya sifir olabilir.

Neden? Gercek uygulamalar: yol aginda mesafe/siire (Vassar Street ile Amherst aras1 kisa, koprii uzun), ag
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23.3 2. Agirlik Gosterimi

gecikmesi, sosyal agda iligki giicii (hatta “frenemy” icin negatif).

23.3 2. Agirlik Gosterimi

Cizgeyi komguluk listesiyle sakliyorduk; agirlig: iki yolla ekleriz:

* Komsulukla birlikte: her komsuyu agirligiyla bir ikili (tuple) olarak sakla.
* Ayn sozliik: kenarlari agirliklarina esleyen ayr bir hash tablosu (edge — weight).

Tek varsayim: bir kenarin agirli§i O(1)’de sorgulanabilir (hash tablosu veya hash-tablosu-of-hash-tablosu).

23.4 3. Agirhikh Yol ve En Kisa Yol

Bir yolun agirhigi w(7), yoldaki kenarlarin agirliklarinin toplamudir.

“the weight of a path... is just going to be the sum of the weights in the edges in the path.” — Ku,
11:08

Ornegin §4’te kullanacagimiz gizgede a — b — f — g = —5 + (—4) + 2 = —7. Agarhikh en kisa yol, iki
diigiim arasinda minimum agirhkh yoldur.

“a shortest path... is a minimum weight path from s to t.” — Ku, 13:29

Mesafeyi (s, t) ile gosteririz: s’den t’ye tiim yollarin agirlik minimumu. (Uyar1: agirlikli yol bir kenari birden
cok kez kullanabilir — basit yol degilse; en kisa yollarin bunu yapmadigini sonra gorecegiz.)

Sekil 23.2 agirlikli bir DAG iizerinde yol agirligi fikrini gosterir: her kenarda bir agirlik rozeti var (negatif
g — d = —2 amber vurgulu), vurgulu yol m = ¢ — f — g — d amber kalin, altta toplam kutusu
w(m) = 34 2+ (—2) = 3 — kenar agirliklarinin toplamu (kenar sayisi degil).

23.5 4. iki Tuzak: +00 ve —00

0 taniminda iki sey ters gidebilir:
1. Yol yoksa: 6(s,t) = 400 (uzlagim, BFS’teki gibi).
2. Sonlu en Kkisa yol yoksa: kenarlari done done giderek daha Kisa bir yol bulunabiliyorsa ¢ tanimsizdir;
bu durumda § = —oo (minimum degil, infimum).

“It’s possible that a finite length shortest path doesn’t exist.” — Ku, 15:26

Calisilan Ornek — negatif agirlikh cevrim. Bu, negatif agirlikh cevrim oldugunda olur. Ornek cizgede
b—f—g—c—b=(—4)+2+1+(—1) = —2. b’ye —5 agirlikli kenarla varip bu ¢evrimde her tur
—2 kazanirsak, sonsuza dek kiiciiliiriiz — sonlu en kisa yol yok.

“we could have negative weight cycles.” — Ku, 18:46
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23 Agwrlikli En Kisa Yollar

Agirlikh cizge: w: E =» Z - yol agirhgi = kenar agirliklarinin TOPLAMI

a, b: e'den ERISILMEZ (6 = +, yol yok)

agirlhik fonksiyonu w: E - Z

agirhik POZITiF, NEGATIF ya da SIFIR olabilir

° @ g—d negatif kenar (amber rozet)
E gercek hayat: yol = sire - ag = gecikme
e @ f a g
vurgulu yol m = e-»f-g-d (amber)

kaynaks = e
d% w(m) =3 +2 + (-2) =3

kenar agirliklarinin TOPLAMI (kenar SAYISI degil)

en kisa yol 6(s, t) = MINIMUM toplam adirlikli yol (artik "en az kenar" DEGIL — negatif kenar daha uzun bir yolu kisaltabilir)

Sekil 23.2: Agirhikli gizge: w: E — Z ve yol agirhigr = kenar agirliklarinin TOPLAMI (L11 §1-3). Ornek
agirlikli DAG (kaynak e): kenarlar e—£(3), f—h(8), f—>g(2), g—h(1), g—d(-2 AMBER nega-
tif), d—c(5); a, b ayrik iist kose (e’den ERISILMEZ — 8=+00, soluk c¢izilir). Vurgulu yol 7t =
e—f—g—d amber kalin; sag alt toplam kutusu w(n) = 3 + 2 + (-2) = 3 (kenar agirliklarinin
TOPLAMI, kenar SAYISI degil). Yan kutu: agirlik fonksiyonu w: E — Z — pozitif, negatif ya da
sifir olabilir (gercek hayat: yol = siire, a§ = gecikme). Alt not: en kisa yol §(s,t) = MINIMUM
toplam agirlikl yol (artik en az kenar degil; negatif kenar daha uzun bir yolu kisaltabilir). Veri
MOTORDAN: path_weight(w, [e,f,g,d]) =3 + 2 + (-2) =3 (Ku 11:08, 13:29).
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23.6 5. BFS’e Indirgenebilen Ozel Durumlar

Kural: s’den v’ye giden bir yol bir negatif agirhkh ¢evrim iizerindeki diigiimden gegiyorsa, d(s,v) = —o0.
Bu durumda ebeveyn isaret¢isiyle ugragsmayiz (sonlu yol yok); bunun yerine bir negatif ¢cevrim dondiirmek
isteyebiliriz (bu, sonraki dersin Bellman-Ford konusudur).

Sekil 23.3 iki tuzag1 yan yana koyar: solda oo (iki ayrik kiime, ge¢is yok), sagda —oo (negatif cevrim
b — f — g — ¢ — berisilir, her tur —2 kazang).

Agirlikli en kisa yolun iki tuzagi: +« (erisilemez) ve —x (negatif cevrim)

+0 TUZAGI —o TUZAGI

s'den t'ye higbir yol yok negatif cevrim erisilebilir

S
@ yol yok q

s'nin erisebildigi t'nin bileseni (kopuk) gevrim toPIam': (-4)+2+1+(-1) = 42
yo[YOK = 8(s, 1) = +o (erlsllem}z) her tu[ -2 kazang - istedigin kadar kiicilt » 6 = —» (minimum yok, in}mum)
+o0o = erisilemez | —« = negatif ¢cevrim erisilir (sonlu en kisa yol YOK)

Sekil 23.3: Agirhikli en kisa yolun iki tuzag:: +oo (erisilemez) ve —oo (negatif gevrim) (L11 §4, IMZA figiir).
SOL panel +0o TUZAGI: iki ayrik kiime — kaynak s’nin erisebildigi kiime (s—p, agirlik 4) ve
t'nin kopuk bileseni (t—q); aralarinda kesikli ‘7’ engeli, gecis yok — 6(s,t) = +00 (erisilemez).
SAG panel —oo TUZAGI: kaynak s’den cevrime 5 ile giris (b’ye); ¢evrim b—f—g—c—b elmas
yerlesimle, kenar agirliklart MOTORDAN: b—f(—4 amber), f—g(2), g—c(1), c—b(-1 amber);
cevrim c¢evresinde donen kavisli oklar. Cevrim toplami kutusu (—4)+2+1+(-1) = -2 (AMBER):
her tur -2 kazan¢g — istedigin kadar kiiciilt - 6§ = —oo (minimum yok, infimum). Alt serit:
+00 = erigilemez, —oo = negatif cevrim erisilir (sonlu en kisa yol YOK). Veri MOTORDAN:
build_negative_cycle_example cevrim [b,f,g,c,b], path_weight = -2 (Ku 15:26, 18:46).

23.6 5. BFS’e indirgenebilen Ozel Durumlar

Agirlikli SSSP’nin bazi 6zel halleri BFS’e indirgenir:

* Tiim agirhiklar = 1: zaten agirliksiz ¢izge — BFS dogrudan ¢ozer.

* Tiim agirhiklar = aym pozitif deger c: c’ye bol — agirliksiz ¢6z — sonuclari c ile ¢arp.

* Pozitif agirhiklar: seri kenarlara ac: agirlik 4’liik bir kenar, 4 ardisik (seri) agirlik-1 kenara doniistiiriiliir.
Tiim agirliklar toplam1 asimptotik olarak V' + E’den kiiciikse, bu doniisiim + BFS yine dogrusal.
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23 Agwrlikli En Kisa Yollar

Genel agirlikli SSSP’yi dogrusal zamanda ¢6zmek acik problemdir (bilinmiyor).

23.7 6. Genel Manzara: DAG / Bellman-Ford / Dijkstra

Ug algoritma, ii¢ kisit seviyesi:

* DAG relaxation (bu ders): cizge bir DAG ise — agirliklar herhangi bir tamsay1 olabilir (negatif dahil,
cevrim olmadigindan sorun yok) — O(V + E) dogrusal.

¢ Bellman-Ford (Ders 18, L12): herhangi ¢izge (¢evrim, negatif ¢evrim dahil); ~ O(V - E) (karesel
benzeri); pratik ve yaygin.

* Dijkstra (Ders 19, L13): agirhiklar negatif degilse; ~ O(V log V' + FE) (dogrusala yakin, V’de bir log
faktorii). Cogu gercek problem (yol ag1) negatif olmadigindan Dijkstra en sik kullanilandir.

Sekil 23.4 bu ti¢ algoritmayi kisit seviyesine gore dizer ve galisilan DAG 6rneginde ¢ degerlerini gosterir
(motor kamit: e =0, f =3,9g=5,h =6,d = 3,c = 8).

23.8 7. En Kisa Yol Agaci: Mesafeden Ebeveyn

BFS gibi iki sey dondiiriiriiz: mesafeler § ve ebeveyn isaretgileri (en kisa yol agaci). Ama ikisini de her
algoritmada tagimak angaryadir. Iddia: yalnizca mesafeler verilirse, ebeveyn isaretcileri dogrusal zamanda
geri kurulabilir.

“distances are actually sufficient for us to reconstruct parent pointers if we need them later.” —
Ku, 28:57

Algoritma (yalniz § sonlu olan v’ler igin): her u igin, her v € Adj™ (u): v’ye heniiz ebeveyn atanmamigsa
ve 6(s,v) = 0(s,u) + w(u,v) ise (bu kenar bir en kisa yolun pargasi), P(v) = u ata. Tim diigiimler
+ komgular iizerinde bir ge¢is = O(V + E). Bu yiizden bundan sonra yalnizca mesafeleri hesaplamaya
odaklaniriz.

Sekil 23.5 bu fikri ti¢ blokta gosterir: solda yalmiz § tablosu (figiiriin tek girdisi), ortada kontrol kurali
(0(h) =6=209(9)+1v,0(h) =6+ d(f)+8 = 11 x), sagda kurulan en kisa yol agac1 (ebeveyn kenarlart
kalin).

23.9 8. DAG Relaxation: Mesafe Tahminleri ve Ucgen Esitsizligi

Fikir: her v i¢in bir mesafe tahmini d(s, v) tut; basta +oc (kaynak i¢in 0). Degismez: tahmin daima 9 y1
yukaridan smirlar (iist sinir); bilgi geldikce kademeli olarak diisiir.

“we’re going to maintain that they upper-bound this thing and gradually lower until they’re
equal.” — Ku, 38:20

Ne zaman diisiiriiriiz? Tahmin iicgen esitsizligini (triangle inequality) ihlal ettiginde. Ucgen esitsizligi:
herhangi bir = i¢in 6 (u, v) < §(u, x)+9(x, v) (yollar1 z’ten gecenlerle kisitlamak minimumu kiigiiltemez).

220



23.9 8. DAG Relaxation: Mesafe Tahminleri ve U¢gen Esitsizligi

Agirlikh SSSP: uc algoritma, uc¢ kisit seviyesi — kisit azaldikca siire dogrusaldan uzaklasir

ornek agirhkli DAG, — agirlik € Z (negatif OK, cevrim YOK)

kaynak { €

dag_sssp(e) 6 dogrulandi: e=0, f=3, g=5, h=6, d=3, c=8 (9—d = —2 negatif kenar gevsetmeyi bozmaz)
kisit

algoritma (ders) calisma suresi

bu ders
.~ DAG RELAXATION cizge DAG (cevrim yok) 0(V + E)
bu ders - L11 agirlik € Z — negatif OK dogrusal
/O\ BELLMAN-FORD kisit YOK — genel cizge 0(V - E)

negatif cevrimi TESPIT eder (6 = —)

O‘,O Ders 18 - L12 en genel - en yavas

® DUKSTRA agirhk = 0 (negatif yok) O(V 109 v+ E)
Ders 19 - L13 dogrusala yakin

genel SS5P'yi DOGRUSAL zamanda ¢ézmek héla ACIK PROBLEM - codu gercek problem (yol adi, mesafe) negatif adirlik icermez - Dijkstra en yaygin

Sekil 23.4: Agirlikli SSSP: ii¢ algoritma, li¢ kisit seviyesi — kasit azaldikca siire dogrusaldan uzaklagir (L11
§6, IMZA figiir). UST: 6rnek agirlikli DAG (kaynak e); her diigiimiin yaninda motordan & degeri
(e=0, f=3, g=5, h=6, d=3, c=8; a,b = +00 erisilmez, soluk). g—d = -2 negatif kenar AMBER
(gevsetmeyi bozmaz). ALT: 3 satirlik kargilagtirma panosu, kisit azaldikca siire artar. Satir 1 DAG
RELAXATION (bu ders L11, AMBER cergeve): kisit ¢izge DAG + agirlik € Z negatif OK —
O(V+E) dogrusal. Satir 2 BELLMAN-FORD (Ders 18 L12): kisit YOK, genel cizge, negatif
cevrimi TESPIT eder (§=—00) — O(V-E) en genel/en yavas. Satir 3 DIJKSTRA (Ders 19 L13):
kisit agirlik > 0 — O(V log V + E) dogrusala yakin. Alt not: genel SSSP’yi dogrusal zamanda
¢cozmek hila ACIK PROBLEM; cogu gergek problem (yol agi, mesafe) negatif icermez — Dijkstra
en yaygin. Veri MOTORDAN: dag_sssp(e) = {e:0,f:3,g:5,h:6,d:3,c:8,a:00,b:00}.
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23 Agwrlikli En Kisa Yollar

Mesafe YETER: en kisa yol agaci yalnizca & tablosundan kurulur

6(e, ') — TEK girdi

0
KONTROL KURALI
3
her (u, v) kenari igin:
5 6(v)=6()+wu,v) ? KURULAN EN KISA YOL AGACI
6

> ESiTSE - bu kenar bir en kisa yolun parcasi =» P(v) = u -

3
6(h)=6=06(g)+1=5+1 v P(hy=g @
8 '1‘
Sty =6--5(A+8=11 X f-h SP'de defil e )G @ 2 ®~
-2

a, b: e'den erisilmez ()

tek gecis O(V + E) — bu ylizden TUM en kisa yol algoritmalari yalniz MESAFEYE odaklanir; ebeveynler 6'dan (icretsizce kurulur (Ku 28:57)

Sekil 23.5: Mesafe YETER: en kisa yol agac1 yalnizca § tablosundan kurulur (L11 §7, IMZA figiir). SOL
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blok: yalniz &(e,-) tablosu (figiiriin TEK girdisi) — e:0, £:3, g:5, h:6, d:3, c:8; a, b co (erisilmez
koseler soluk). ORTA blok: kontrol kurali — her (u,v) kenar1 igin §(v) = 8(u)+w(u,v) mi? ESITSE
bu kenar bir en kisa yolun pargas1 — P(v)=u. Iki 6rnek: §(h)=6 = §(g)+1 = 5+1 v (P(h)=g, yesil
onay); §(h)=6 = 6(f)+8 = 11 x (f—h en kisa yolda DEGIL, iistii cizili). SAG blok: kurulan en
kisa yol agaci — ebeveyn kenarlart KALIN slate ok (f«—e, ge—f, he—g, de—g, c<—d); en kisa yola
katilmayan kenar (f—h) soluk; erisilmez a—b soluk. Alt not: tek gecis O(V+E) — bu yiizden
TUM en kisa yol algoritmalar1 yalniz MESAFEYE odaklanir; ebeveynler §’dan iicretsizce kurulur.
Veri MOTORDAN: parents_from_distances — f«e, g«f, he—g, de—g, ce—d (Ku 28:57).



23.10 9. Relax Giivenlidir

“the shortest path distance from u to v can’t be bigger than... from u to x plus... from x tov.” —
Ku, 41:07

Kenar gevsetme (relax). Bir (u, v) kenart i¢in d(s,v) > d(s,u) + w(u,v) ise (yani u iizerinden v’ye
gitmek mevcut tahminden iyiyse), tahmini diisiir: d(s, v) < d(s,u) + w(u, v). “Relax” tarihsel bir terimdir;
ihlal edilen bir kisit1 yerel olarak ¢ozer (baska yerde yeni ihlal dogabilir, ama bu kisit artik saglanir).

23.10 9. Relax Givenlidir

Gevsetme giivenlidir (safe): her mesafe tahmini d(s, v) daima ya +o00’dur ya da s’den v’ye gergek bir yolun
agirh@idir — asla “uydurma” bir deger degil.

“each distance estimate s, v is weight of some path from s to v or infinite.” — Ku, 45:17

Kanit (kisa): (u,v)’yi gevsetirken d(s,v) < d(s,u) + w(u,v). Varsayimla d(s, u) zaten s’den u’ya bir
yolun agirligiydr; ona u — v kenarimi eklersek sonug yine s’den v’ye bir yolun agirligidir. Degismez korunur.
Bu yiizden tahmin hi¢bir zaman gercek en kisa mesafenin altina inmez — yalnizca ona yaklagir.

Sekil 23.6 bu iki temeli yan yana koyar: solda ii¢gen esitsizligi 0(u,v) < (u,x) + d(x,v), sagda relax
oncesi/sonrast — d(v) = 12 istii ¢izili, d(u) +w = 5 4+ 4 = 9 amber yeni deger.

23.11 10. DAG Relaxation Algoritmasi ve Dogrulugu

Algoritma: tiim d(s,v) = 400; d(s, s) = 0; sonra diiiimleri topolojik sirada isle, her v i¢in tiim ¢ikig
komgularini gevset.

“we’re going to process each vertex u in a topological sort order.” — Ku, 48:30

def dag_relaxation(adj, weight, s, topo_order):

d = {v: float('inf') for v in adj} # tahminler
d[s] = ©
for u in topo_order: # topolojik sirada

for v in adj[u]: # cikis komsulari

if d[u] + weight[(u, v)] < d[v]: # ucgen esitsizligi ihlali
d[v] = d[u] + weight[(u, V)] # relax (guvenli)

return d

Calisilan Ornek — e’den en kisa yollar. Topolojik sira a, b, e, f, g, h,d, c. a ve b kaynaktan (e) dnce
geldiginden oo kalir (€’den onlara yol yok). e = 0. e — f kenari (agirlik 3): d(f) = 3. f’yiigle: 3+ 8 = 11,
3+2=5.gyiisle: 5+ 1 =6 (11'i 6 ile degistir), 5 + (—2) = 3. Devam... sonugta d: a = b = +00,
e=0,f=3,g=5,h=6,d=3,c=28.

Dogruluk (topolojik tiimevarim). Topolojik siradaki k. diigiim v; ondan 6ncekiler dogru (tiimevarim
varsayimi). s’den v’ye en kisa yolda v’den hemen 6nceki u, topolojik sirada v’den once gelmek zorundadir
(yoksa DAG degil) — u dogru hesaplanmugtir; u iglenirken (u, v) kenari gevsetildiginden d(v) dogru en kisa
mesafeye iner. Her diigiim + komsular1 bir kez — O(V + E)) dogrusal.
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23 Agwrlikli En Kisa Yollar

Gevsetme (relax) GUVENLIDIR — iicgen esitsizligi + tahmin asla 6'nin altina inmez

UCGEN ESITSIiZLiGi (§8) RELAX GUVENLI (§9)

: d(u) =5 w(u,v) =4

¢ \
/ \
/ \ -
6(u,x) / \ 8(x,v) DUSUR
/ \ d(u)+w =5+4 =9
/ \
/ 4
d(v) > d(u) +w(u,v) ise DUSUR
——
12 > 5+4=9 - evet, gevset (relax_edge = True)
6(u, v) — dogrudan en kisa yol
v GUVENLI
her d(v) tahmini ya « ya GERCEK bir yolun agirhgidir
6(u,v) = 6(u,x) + 6(x,v) ey youm o
asla ¢ok-kiglik uydurma deger uretilmez
X'ten gecmeye ZORLAMAK minimumu KUCULTEMEZ = d(v) hi¢bir zaman &(s,v)'nin altina inmez

Sekil 23.6:
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"relax" tarihsel terim: ihlal edilen kisiti yerel olarak ¢ézer (gergin bir tahmini gercege dogru gevsetir) - (Ku 41:07 + 45:17)

Gevsetme (relax) GUVENLIDIR — iicgen esitsizligi + tahmin asla 6 nin altina inmez (L11 §8-9,
IMZA figiir). SOL panel UCGEN ESITSIZLIGI (§8): ii¢ diigiim u, x, v liggen yerlesim; alt diiz
kenar = dogrudan en kisa yol 6(u,v), listte iki kenarli kirik yol 6(u,x) + &(x,v) kesikli. Esitsizlik
kutusu 8(u,v) < 8(u,x) + 8(x,v); not: x’ten gecmeye ZORLAMAK minimumu KUCULTEMEZ.
SAG panel RELAX (§9, dncesi/sonrasi): mini durum s —(d(u)=5) u —(w(u,v)=4) v; eski d(v)=12
iistii ¢izili (soluk), yeni d(u)+w = 5+4 = 9 amber. Kosul kutusu d(v) > d(u)+w(u,v) ise DUSUR
(12 > 9 — evet, relax_edge = True). GUVENLI rozeti (yesil): her d(v) tahmini ya co ya GERCEK
bir yolun agirligidir — asla cok-kii¢iik uydurma deger iiretilmez — d(v) hi¢bir zaman 6(s,v)‘nin
altina inmez. Alt not: ’relax’ tarihsel terim, ihlal edilen kisit1 yerel ¢ozer. Veri MOTORDAN:

relax_edge(d={s:0,u:5,v:12}, w(u,v)=4) — d(v) 12—9 (5+4) True; ikinci ¢agr1 False (Ku 41:07 +
45:17).



23.12 Bu Dersin Ozeti

Sekil 23.7 algoritmay1 tek bir akista gosterir: iistte agirlikli DAG, altta topolojik sira seridi (a, b, €, f, g, h, d, ¢)
ve her diigiimiin altinda d-tahmini evrimi — A’nin oo — 11 — 6 gecisi imza an (g islenirken daha iyi yol
bulunur).

DAG relaxation: «'dan basla, topolojik sirada gevset — h «-»11-6 (g daha iyi yol bulur)

Agirhikl DAG (w: E - Z, kaynak e)

/’@
_— 8|1
kaynak { € 3 2 Q)
-2

g—d agirhgi —2 (negatif — DAG'da sorun degil)

5

DAG RELAXATION — diigiimleri TOPOLOJiK SIRADA isle, cikis kenarlarini gevset (iicgen ihlalinde tahmin diisiir)
#1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8

e f g h d C
d=o d=o d=0 3 5 - 2 8
(kaynak) 6 | * 9 islenirken daha jyi yol!

d[gl+w(g,h) = 5+1 =6 < 11

Topolojik sira garantisi: bir diigiim islenirken TUM onciilleri zaten DOGRU (tiimevarim) — tek gegcis yeter -» O(V + E)

negatif agirlik (g—d = —2) sorun degil; ¢evrim olmadidi icin her kenar tek kez gevsetilir, —« tuzagi yok (Ku L11 §10)

Sekil 23.7: DAG relaxation: oo‘dan basla, topolojik sirada gevset — h co—11—6 (g daha iyi yol bulur)
(L11 §10, IMZA figiir). UST: 6rnek agirhiklt DAG (kaynak e); kenar agirliklari rozette, g—d(=2)
negatif amber (DAG’da sorun degil); a, b ayrik iist kose (e’den erisilmez, soluk). ALT: topolojik
sira isleme seridi a, b, e, f, g, h, d, ¢ (soldan saga, #1..#8 rozeti). a, b soluk + ’d = oo kaldr’
(erisilmez). e = 0 (kaynak). Her diigiimiin altinda d-tahmini evrimi mini siitun: f co—3; g co—5; h
00— 11—6 (11 iistii ¢izili, 6 amber — KLIMAKS: g islenirken daha iyi yol! d[g]+w(g,h)=5+1=6
< 11); d c0—3; ¢ co—8. Alt not: topolojik sira garantisi — bir diigiim islenirken TUM 6nciilleri
zaten DOGRU (tiimevarim), tek gecis yeter — O(V+E); negatif agirlik (g—d=-2) sorun degil,
cevrim olmadigindan her kenar tek kez gevsetilir, —oo tuzag1 yok. Veri MOTORDAN: topo
= [a,b,e,f,g,h,d,c]; dag_relaxation(e) = {a:00,b:00,e:0,f:3,2:5,h:6,d:3,c:8}; g adimi1 relaxed =
[(h,11,6),(d,00,3)] (Ku 48:30).

23.12 Bu Dersin Ozeti

1. Agirhk w : E — Z; yol agirh@: = kenar agirliklari toplami; en Kkisa yol = minimum agirlik.
2. iki tuzak: yol yoksa 6 = +o0; negatif agirhkh cevrim erisiliyorsa § = —o0.
3. BFS ozel durumlart: agirlik 1/ ayni pozitif / kiigiik-toplamli seri agma — dogrusal.
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23 Agwrlikli En Kisa Yollar

4. Algoritma haritasi: DAG — O(V + E); Bellman-Ford —» O(V - E); Dijkstra (negatif yok) —
OVlgV + E).

5. Mesafe yeter: ebeveyn isaretgileri 6’dan O(V + E)’de kurulur.

DAG relaxation: d tahmini oo’dan baslar, iiggen esitsizligi ihlalinde gevset; relax giivenli.

7. Dogruluk: topolojik sirada isle; timevarimla tim d = §; O(V + E).

o

! Tek Bir Ciimle

Agirlikli en kisa yol, toplam kenar agirliginin minimumudur; bir DAG’da bunu, oo’dan baglayan mesafe
tahminlerini topolojik sirada ii¢gen esitsizligine gore giivenle gevseterek O(V + E)’de tam olarak
¢Ozeriz.

23.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Negatif agirlikli ¢evrim neden en kisa yolu tanimsiz (—0o) yapar? +0o durumundan farki ne?

Cevap: +00, s’den t’ye hi¢ yol olmadig1 durumdur (erisilemez). —oo ise yol vardir ama sonlu en
kisa yol yoktur: s’den v’ye giden yol negatif agirlikli bir cevrim iizerindeki bir diigtimden geciyorsa, o
cevrimi her dolastigimizda agirlik azalir (6rn. tur basina —2), bu yiizden istedigimiz kadar kiigiik bir
degere inebiliriz. Minimum erisilemez — infimum —oo. Bu yiizden negatif ¢cevrim erigilen diigiimler
icin ebeveyn agaci kurmayiz.

1 Soru 2: Neden yalnizca mesafeleri (8) hesaplayip ebeveyn isaretcilerini sonradan kuruyoruz?

Cevap: Ciinkii her algoritmada ikisini birden tasimak gereksiz angaryadir ve mesafeler ebeveyni
belirlemeye yeter. ¢ verilince, her w igin her ¢ikig komsusu v’yi tara; §(s,v) = 0(s,u) + w(u, v) ise
(u, v) bir en kisa yolun son kenaridir, P(v) = wu ata. Tiim diigiim + komsu iizerinde bir ge¢is O(V + F)
— algoritmanin kendi alt sinir1 zaten dogrusal oldugundan ek maliyet yok. Boylece tiim en kisa yol
algoritmalar tek bir ise (mesafe) odaklanir.

1 Soru 3: “Kenar gevsetme giivenlidir” ne demek ve neden énemli?

Cevap: Giivenli (safe) = her mesafe tahmini d(s, v) daima ya +o00’dur ya da s’den v’ye gercek bir yolun
agirh@idir; asla higbir yola kargilik gelmeyen bir say1 olamaz. Gevsetmede d(s,v) < d(s,u) +w(u,v)
yapariz; d(s, u) zaten bir yolun agirligiysa, u — v kenarimi ekleyince yine bir yolun agirlig1 olur. Onemi:
tahmin hicbir zaman gercek en kisa mesafenin altina inemez (¢iinkii bir yol var, en kisa yol ondan
kisa olamaz) — yani algoritma yukaridan §’ya dogru iner ve dogru degerde durur.

1 Soru 4: DAG relaxation neden topolojik sira gerektirir? Sira olmasaydi ne bozulurdu?

Cevap: Dogruluk, “bir diiglimii iglerken tiim gecerli dnciillerinin (incoming neighbors) zaten dogru
hesaplanmig olmas1”na dayanir. Topolojik sira tam bunu garanti eder: s — v en kisa yolunda v’den onceki
u, topolojik sirada v’den 6nce gelir (DAG oldugundan), dolayisiyla w iglenirken d(u) = (s, u) olmugtur
ve (u, v) gevsetilince d(v) dogru degere iner. Rastgele sirada bir diigiimii 6nciilii hesaplanmadan islersek,
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23.14 Egzersizler

onu eksik bilgiyle birakiriz; ayrica ¢cevrim olsaydi topolojik sira zaten var olmazdi (bu yiizden DAG
sart).

23.14 Egzersizler

Egzersiz 1. Verilen kiiciik agirlikli ¢izgede, belirtilen kaynaktan tiim 0 degerlerini elle DAG relaxation ile
hesapla; topolojik sira secimini de goster.

Egzersiz 2. Bir negatif agirlikli gevrim igeren ¢izge ¢iz; hangi dii§iimlerin § = —oo, hangilerinin sonlu
oldugunu isaretle.

Egzersiz 3. Pozitif agirliklar: seri kenarlara agma doniisiimiinii kiigiik bir ¢izgede uygula; toplam agirlik
V' + E’yi asmazsa BFS’in dogrusal kaldigin1 argiimanla goster.

Egzersiz 4. Yalnizca § mesafeleri verilen bir ¢izgede ebeveyn isaretcilerini kuran fonksiyonu Python’da yaz;
stiresinin O(V + E) oldugunu dogrula.

Egzersiz 5. DAG relaxation’in ii¢gen esitsizligi kosulunu, “en uzun yol” (longest path) bulacak sekilde degistir;
bunun neden yalnizca DAG’da anlaml1 oldugunu agikla.

23.15 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Sonraki: Ders 18 (L12) — Bellman-Ford (araya Ders 17 = PS5 girer)

Ders 18 (1.12): Bellman-Ford (araya Ders 17 = PS5 problem oturumu girer) — Jason Ku ile, DAG
kisitin1 kaldirtyoruz: herhangi bir ¢izgede (cevrim, hatta negatif agirlikli cevrim dahil) SSSP. Ayn1 “relax”
teknigini kullanir ama topolojik sira olmadigindan kenarlar1 tekrar tekrar gevsetir; karesel-benzeri
O(V - F) ama pratik. Negatif ¢cevrimleri de tespit eder.

Ders 18 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 1 (DAG relaxation) ve 2 (negatif ¢cevrim) ¢oz.

« Ucgen esitsizligi + relax-giivenli degismezini ezberden anlat.

* Ana ciimleyi tekrar oku: “DAG relaxation: co’dan basla, topolojik sirada giivenle gevset, O(V +
E)’de bitir.”

23.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Agirhik fonksiyonu w: E — 7Z; O(1) sorgu (tuple Bol. 1-2
veya hash)

Yol agirhigr w() Yoldaki kenar agirliklarinin Bol. 3
toplam1
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23 Agwrlikli En Kisa Yollar

Kavram Tanim Sayfada

En kisa yol (s, t) Minimum agirlikli yol; yok — Bol. 3-4
+00

Negatif cevrim Erisilen diigiim igin 6 = —o0 Bol. 4
(infimum)

Algoritma haritasi DAG O(V + E) / Bellman-Ford  Bdl. 6
O(V - E) / Dijkstra
O(VliegV + E)

Ucgen esitsizligi d(u,v) < d(u,z) + d(z,v) Bol. 8

Relax (u,v) d(s,v) > d(s,u) + w(u,v)ise  BOl 8-9
diisiir; giivenli

DAG relaxation Topolojik sirada relax; O(V + E)  Bdl. 10

23.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

1.

@ 6 koprii

Bu ders, “agirlik girince en kisa yol = toplam agirligin minimumu” sezgisini kurar ve DAG relaxation
ile gevsetme teknigini acar — kopriilerin ozeti:

Agirlikh en kisa yol — GPS/yonlendirme (Google Maps, Waze), ag yonlendirme (OSPF latency),
oyun yol bulma.

. DAG relaxation — proje zamanlama (kritik yol, PERT/CPM), build sistemi siire tahmini, elekt-

ronik tablo hesap sirasi.

Ucgen esitsizligi — A* sezgisel aramasi, metrik uzaylar, yer ggmme (embedding) kalitesi.
Relax (gevsetme) — kisit ¢cozme (constraint relaxation), iteratif optimizasyon, label-correcting
algoritmalar.

. Negatif cevrim tespiti — arbitraj (doviz ¢cevrim graf1), kar dongiisii, tutarsizlik tespiti.
. Topolojik sira + DP — DAG iizerinde dinamik programlama; en kisa/en uzun yol DP’nin

habercisidir (Ders 23-26, L15-L18).

! Tek bir sey alip gideceksen

Kenarlara agirlik verince “en kisa yol” toplam agirligin minimumu olur ve iki yeni tuzak dogar (<00
yol yok, —oo negatif ¢cevrim). Bir DAG’da bu problemi, oo’dan baslayan mesafe tahminlerini topolojik
sirada licgen esitsizligine gore giivenle gevseterek O(V + E)’de ¢ozeriz — ve mesafeler, ebeveyn
isaretcilerini sonradan kurmaya yeter.
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24 Problem Oturumu 5

Ders 13-15’in uygulamasi: bes ¢izge problemi BFS/DFS’e iner — yarigap ve 2-yaklagim, siipernode router
gecikmesi, biiyiilii kapilar bilesen sayimi, sabitten yararlanan 3-gehir turu, durum-uzay1 ve ortada bulugma

1 Oturum bilgisi

* Solomon’un videosu: YouTube — Problem Session 5 (=88 dk)

¢ OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 5

 Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 17 (Problem Oturumu 5)
* Hoca: Justin Solomon

¢ Okuma siiresi: =24 dk

24.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

Besinci problem oturumu (Justin Solomon) BFS ve DFS iizerine kurulu bes ¢izge problemini ¢ozer (Sekil 39.1).
Hepsinin ortak temasi sudur: problem ilk bakigta “agirlikli en kisa yol” veya “gezgin satic1” gibi zor goriiniir,
ama dogru indirgeme ile agirliksiz BFS/DFS’e veya basit bir sayima iner.

“we’re going to cover some problems in graph theory related to depth-first search and breadth-first
search.” — Solomon, 0:20

Solomon’un tekrarladig1 meta-ders ii¢ adimda toplanir:

* Siislemeyi soy. 6.006 problemleri basit hesaplama problemlerini bol metinle siisler; ilk is paragrafi
madde madde ayiklamaktir.

* Asil soruyu cikar. “Asil ne soruluyor?” — en kisa yol mu, sadece bir sayim mui, yoksa bir min-maks
mi1?

* Verilen sabitleri ¢ikar. “Verilen sabitler neler?” — “tam 3 sehir”, “tel < 100r”, “derece < 4” gibi
sabitler indirgemenin anahtaridir.

Her problem bu ayiklamadan sonra “ifade — Yaklagim — Co6ziim — Karmasiklik” akistyla islenir.

@ Yaklasim — ortak strateji: zoru kolaya indirgemek

Bes problemin tamami ayni refleksle baslar: 6nce metni soyup “asil ne soruluyor” ve “hangi sabitler
verildi” diye ¢ikar; sonra problemi bildigin bir araca (agirliksiz BFS, full DFS/bagh bilesenler, bir
sayim) indirge. Bu oturumun bes indirgeme teknigi — eksantriklik + iicgen esitsizligi, zincir-agma +
slipernode, bedava-kapi bilesenleri, sabit-sayida BFS, ortada bulusma — algoritma tasariminin “tanidik
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24 Problem Oturumu 5

Problem 1
Yaricap + 2-yaklasim
(eksantriklik, licgen

esitsizligi)

Problem Oturumu 5
(Ders 13-15 uygulamasi)

Ortak tema:
zor goriinen problemi
DOGRU iNDIRGEMEYLE
agirliksiz BFS/DFS'e indir

-

Problem 2
Router gecikmesi
(zincir-agma + siipernode)

Problem 3
Biiydill kapilar
(bagl bilesen - 1)

Problem 4
Uc-sehir turu
(sabitten yararlan)

Sekil 24.1: Problem Oturumu 5’in kavram haritasi: kok (PS5) bes probleme dallanir ve ortadaki ortak tema
diigiimii besini birden yonlendirir. Problem 1 yaricabi eksantriklikle hesaplar, sonra iiggen esit-
sizligiyle tek BFS’lik 2-yaklasima iner; Problem 2 agirlikli router hattini zincir-agmayla agir-
liksizlagtirip siipernode ile tek BFS’e indirger; Problem 3 biiyiilii kap1 problemini bedava-kapi
cizgesinin bagli bilesen sayis1 eksi bir olarak ¢ozer; Problem 4 li¢-sehir turunu sabit sayida BFS
ve permiitasyona indirir; Problem 5 cep kiipiinii durum-uzay1 cizgesi olarak modelleyip ortada
bulugmayla arar. Ortak tema — zor goriinen problemi dogru indirgemeyle agirliksiz BES/DFS’e

Problem 5

Cep kiipl
(durum-uzay1 + ortada

bulusma)

veya basit sayima ¢evir — Solomon’un her probleme ayn1 kapidan girmesini saglar.

alt-yapiya yonlendir” kasini calistirir.

24.2 Problem 1: Cizge Yaricapi ve Eksantriklik

Ifade. Bagli bir yonsiiz ¢izge G verilir. Bir diigiimiin eksantrikligi c(v) = max,, dist(v, w) (en uzaktaki
diigiime mesafe); ¢izgenin yaricapt R(G) = min,, £(u). (a) R(G)’yi O(V - E)’de hesapla. (b) R’yi daha

hizli (O(E)) 2-yaklasimla tahmin et: R < R* < 2R.

@ Yaklasim — min-maks: merkezi bul, sonra iiggen esitsizligiyle gevset

Bu bir min-maks problemidir: metrik geometride bir dairenin merkezini bulmak gibi — her noktanin
en uzak noktaya mesafesi minimumda merkezde gergeklesir. (a) sikkinda tanimi1 dogrudan kodla: her
diigiimden BFS, en uzak mesafe = eksantriklik, bunlarin minimumu = yaricap. (b) sikkinda ise tek
bir diigiimiin eksantrikliginin yeterli bir tahmin oldugunu ti¢gen esitsizligiyle goster — kesin merkezi
bulmak zorunda kalmadan.

“the radius... is the min over all of the different vertices, u, of the eccentricity of u.” — Solomon,

3:25

Coziim.

(a) Kesin yaricap. Her v i¢cin BFS ile tiim mesafeleri bul, maksimumunu al (= £(v)), bunlarin minimumunu

tut.

def radius_exact(adj):

best, center
for u in adj:
e = max(bfs(adj, u)[@].values())
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None, None

# (a) kesin R — O(V-E)

# V kez BFS

# g(u)

= en uzak mesafe




24.3 Problem 2: Router Gecikmesi ve Stipernode

if best is None or e < best:
best, center = e, u
return best, center # (R, merkez)

(b) 2-yaklasim. Herhangi bir u se¢, R* = £(u) dondiir (tek BFS). Iki sinr:

* Alt simr. R = min,, e(u) < e(u) = R* (minimum, herhangi bir degerden kiigiik-esittir).
+ Ust simir. u, = arg min ¢ gercek merkez, v ise u’dan en uzak diigiim olsun. Uggen esitsizligi: R* =
dist(u, v) < dist(u, ug) + dist(uy,v) < R+ R = 2R.

def radius_2approx(adj, u=None): # (b) 2-yaklasim — O(E)
if u is None:
u = next(iter(adj)) # HERHANGI bir diigiim
return max(bfs(adj, u)[@].values()) # R* = €(u); R < R* < 2R
“Justin’s favorite inequality is the triangle inequality.” — Solomon, 24:43

Sekil 24.2 bu sinir1 bir yol ¢izgesi 0-1-2-3-4 iizerinde motordan gercek verilerle gosterir: kesin merkez diigiim
2’dir ve €(2) = R = 2 (iist panel); keyfi u = 0 segilince R* = £(0) = 4 = 2R olur (alt panel) — bu ¢izge
tam olarak sinirin doydugu kotii durumdur. Uggen esitsizligi R < R* < 2R tek BFS’in kesin yarigabin en
cok iki kat1 oldugunu garanti eder.

Karmagikhik. (a) V kez BFS = O(V - (V + E)); bagh ¢izgede V = O(F) oldugundan V + E = O(E)
— O(V - E). (b) tek BFS - O(F) (V faktorii diiger).

24.3 Problem 2: Router Gecikmesi ve Siipernode

ifade. r router, bazilar1 giris noktasi (entry point); cift yonlii teller, her biri pozitif tamsay1 uzunluk l;. Bir
router’in gecikmesi = en yakin giris noktasina en kisa yol. Toplam tel < 1007 ve her router bir giris noktasina
ulagir. Tiim router’larin gecikme toplamini O(r)’de hesapla.

@ Yaklagim — iki klasik hile: zincir-agma (agirhiksizlastir) + siipernode (tek kaynak)

11k bakista agirlikli en kisa yol gibi goriiniir ama degil. Iki hile birlestirilir: (1) Zincir-acma — toplam
tel < 1007 oldugundan, agirlik-/ kenar1 [ tane agirlik-1 kenardan olusan bir zincire agilir — agirliksiz
cizge, BFS gecerli. (2) Siipernode — her router icin her girig noktasina ayri ayr1 BFS yapmak ic ice bir
dongiidiir; bunun yerine tiim giris noktalarina bagl fek sanal diigiim s eklenir ve s’ten tek BFS tiim
gecikmeleri bir dalgada verir.

“he is a supernode, which is a term of art.” — Solomon, 40:18

Coziim. Her router bir diigiim; her tel /; kenarlik zincire agilir (yardimei “aux” diigiimlerle), boylece V- = O(r)
ve E < 100r = O(r). Tiim girig noktalarina bagh tek bir siipernode s ekle. Uggen esitsizligiyle, s’ten bir
router’a en kisa yol dnce s’ten en yakin girig noktasina (41 kenar) sonra oradan router’a gider — yani

gecikme(7) = dist(s, i) — 1.
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24 Problem Oturumu 5

Yaricap ve 2-yaklasim: tek BFS €(u) kesin R'nin en ¢ok 2 kati (R = R* = 2R)

(a) kesin merkez dist = 2 dist = 2

|

0 1 3 4 €(2)=R=2

merkez = en kliglik eksantriklige sahip digim

ucgen esitsizligi: R* = dist(u, en-uzak) = dist(u, merkez) + dist(merkez, en-uzak) = R + R = 2R
- herhangi u'dan €(u) kesin yaricapin en ¢ok 2 kati: R = R* = 2R

u keyfi secilir -» en uzak digliime TEK BFS

(b) keyfiu=0

@ 1 2 3 f—— 4 R* = g(0) = 4 = 2R

dist = 4
(a) kesin R (b) 2-yaklasim
her digimden BFS: V kez tek diigimden BFS: 1 kez
O(V-E) O(E)

2-yaklasim V faktériini distriir — tek gegisle yaricap tahmini

Sekil 24.2: Yarigap ve 2-yaklagim — tek BFS €(u) kesin R’nin en ¢ok 2 kati (R £ R* < 2R) — Problem 1
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IMZA. Yol ¢izgesi 0-1-2-3-4 (motordan GERCEK). UST panel (a) KESIN MERKEZ: gercek
merkez diigiim 2 amber dolgu; iki uca mesafe yaylari (her ikisi 2) — €(2) = R =2 rozeti; merkez =
en kiigiik eksantriklige sahip diigiim. ALT panel (b) KEYFI u=0: keyfi se¢ilen u=0 (slate dolgu); en
uzak diigiim 4’e tek BFS yolu vurgulu — R* = £(0) = 4 = 2R rozeti — bu ¢izge stmirin DOYDUGU
kotii durum. ORTADA tliggen esitsizligi kutusu (Solomon 24:43): R* = dist(u, en-uzak) < dist(u,
merkez) + dist(merkez, en-uzak) < R + R = 2R. ALT serit maliyet: (a) kesin R = V kez BFS —
O(V-E) | (b) 2-yaklagim = TEK BFS — O(E), V faktorii diiser.



24.4 Problem 3: Potry Harter ve Biiyiilii Kapilar

Tek BFS (kaynak s) ile tiim dist(s, 7) bulunur; cevap » (dist(s, i) —1).

def total latency_supernode(n_nodes, wires, entries): # O(r)
adj = expand_weighted_edges(n_nodes, wires) # zincir-agma: agirlikli - agirliksiz
s = ("super", 0) # tek sanal slipernode
adj[s] = []
for e in entries: # s » her giris noktasi (+1 kenar)
adj[s].append(e); adj[e].append(s)
delta, _ = bfs(adj, s) # TEK BFS (i¢ ige dongi YOK)

return sum(delta[i] - 1 for i in range(n_nodes)) # gecikme = dist(s,i) - 1

Sekil 24.3 ii¢ panelde tiim hileyi motordan gercek bir 6rnekle gosterir: 3 router, teller (0-1, [=2) ve
(1-2, [=3), giris noktasi kiimesi {0}. Zincir-agma (=2 teli i¢in 1, [=3 teli i¢in 2 aux diigim iiretir. Sii-
pernode BFS’i dist(s, -) = (1, 3,6) verir — gecikmeler 0,2, 5 ve toplam 0 +2 + 5 = 7.

Karmasiklik. Siipernode tek diigiim + (giris sayis1 kadar) kenar ekler (asimptotik degismez). Tek BFS,
V+E=0(r)-O(r).

Siipernode hilesi: ic ice dongii YERINE tek BFS dalgasi — O(r)

® supernode s + TEK BFS
her giris noktasindan ayri BFS (i¢ ice déngli) YERINE: tek sanal diigiim s - tek enine arama - gecikme(i) = dist(s,i) —1 - (Solomon 40:18)

siipernode

@ agirhkh hat @ zincir-agma (birim kenar) O +1 kenar
RO) | dist=1 -1 =0

kenar agirligi = tel uzunlugu £ tel = 100r -» E = O(r), agirliksiz BFS gegerli

zincir-ag siipernode + BFS
RO @ R2) &+ (RO —b dist=3 - 1 = 2|
o/
1 aux

giris noktasi 2 aux

(I=2 - 2 kenar)  (£=3 - 3 kenar)
dist=6 — 1 = 5|

zZ gecikme=0+2+5=7

Sekil 24.3: Siipernode hilesi — i¢ i¢e dongii YERINE tek BFS dalgas1 — Problem 2 IMZA. Uc panel
(motordan GERCEK: 3 router, teller (0-1,¢=2),(1-2,£=3), giris {0}). AGIRLIKLI HAT: router
RO-R1-R2; kenar agirlig1 = tel uzunlugu ¢; giris noktas1 RO amber gerceve. ZINCIR-ACMA:
her agirlik-¢ kenar1 € birim-kenara agilir, araya aux diiglimler (¢=2—1 aux/2 kenar, ¢=3—2 aux/3
kenar); tel < 100r — E = O(r), agirliksiz BFS gegerli. SUPERNODE s + TEK BFS: s biiyiik
amber diigiim girise +1 kenarla baglanir; es-merkezli BFS dalga yaylari; her router gecikme rozeti
dist(s,i) — 1 = (0, 2, 5); toplam kutusu X gecikme = 0 + 2 + 5 =7 (Solomon 40:18).

24.4 Problem 3: Potry Harter ve Buyiili Kapilar

ifade. n odal1 bir labirent, her oda < 4 kap1 (yani diigiim derecesi < 4). Kapilar kapali; bazilar biiyiilii
(enchanted) — a¢cmak maliyetli, digerleri bedava. Tiim odalar1 ziyaret etmek icin acilmasi gereken minimum
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24 Problem Oturumu 5

biiyiilii kapr sayisim O(n)’de bul.

@ Yaklasim — TSP tuzag:: aslinda bedava-kap1 bilesenlerini say

Tuzak: gezgin satic1 (TSP) gibi goriiniir ama degil. Tki gozlem onu basitlestirir: (1) bir biiyiilii kap
acildiktan sonra agik kalir — ileri-geri gegis artik bedava; (2) en kisa yol énemsizdir, yalniz acilan kapi
sayisi sorulur. Anahtar: bedava kapilarla birbirine baglh odalar tek bir “kiimedir” (bedava gezilebilen
obek). Geriye kalan, bu 6bekleri birbirine baglamak icin kac¢ biiyiilii kap1 gerektigidir — bu da bir
yayilma agaci sayimudir.

“we’re actually going to remove the enchanted doors.” — Solomon, 51:17

Coziim. Cizge kur: diigiim = oda, kenar = yalmz biiyiilii-olmayan (bedava) kapilar. Bu cizgenin bagh
bilesenlerini (full BFS/DFS) hesapla — her bilesen, bedava gezilebilen bir oda 6begidir. Cevap: (bagh
bilesen sayis1) — 1.

Gerekge: bilegenleri tek diiglim sayan bir meta-gizge diisiin; hepsini birbirine baglayan bir yayllma agacinin
(spanning tree) kenar sayisi tam olarak (diigiim sayis1 — 1) = (bilesen sayis1 — 1)’dir, ve her bdyle kenar bir
biiyiilii kapiya kargilik gelir.

def min_enchanted_doors(n_rooms, free_doors): # O0(n)
adj = make_undirected(free_doors) if free_doors else {}
for r in range(n_rooms):
adj.setdefault(r, []) # izole oda = kendi bileseni
return len(connected components(adj)) - 1 # bilesen - 1 (yayilma agaci)

“the number of edges in a spanning tree of my graph is exactly the number of vertices in my graph
minus 1.” — Solomon, 58:08

Karmagiklik. Derece < 4 — V = O(n) ve E = O(n); bagli bilesenler $O(V + E) =$ O(n).
24.5 Problem 4: Purity Atlantic ve Sabitten Yararlanma

ifade. Bir havayolu; ev sehri + ziyaret edilecek tam 3 sehir; toplam aktarma (connection) sayisini en aza
indiren rotay1 bul. ¢ sehir, f ugus; hedef O(c + f).

@ Yaklagim — verilen sabiti somiir: 3 sehir — O(1) permiitasyon ve ¢ift

“Tiim-¢iftler en kisa yol” gibi goriiniir ama yalnizca ilgilenilen 4 sehir (ev + 3) 6nemlidir. Burada
asil numara verilen sabiti somiirmektir: ziyaret edilecek sehir sayisi tam 3 oldugundan, permiitasyon
sayist 3! = 6 (sabit), gerekli sehir-cifti sayis1 2 - () = 12 (sabit). Bu sabitler patlamadig1 iin problem
dogrusal kalir.

“this is one of these problems where you're really taking advantage of the constants that we gave
you.” — Solomon, 1:09:06
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24.6 Problem 5: Cep Kiipii — Durum Cizgesi ve Ortada Bulusma

Coziim. Cizge: diiglim = sehir, kenar = ugus. 4 ilgili sehrin her cifti (12 yonlii ¢ift) i¢cin BFS ile en kisa yol
uzunlugunu hesapla (aktarma sayisi = yol uzunlugu — 1). Sonra 6 permiitasyonu (ev > 1 =52 — 3 — ev)
gez, her birinin toplam maliyetini bul, minimumu dondiir.

def best_three city tour(adj, home, cities): # O(c + f)
pts = [home] + list(cities) # 4 ilgili sehir
dist = {}
for p in pts: # 4 BFS (sabit sayida)
delta, _ = bfs(adj, p)
for g in pts:

dist[(p, q)] = delta.get(q)
best, order = None, None
for perm in permutations(cities): # 3! = 6 permitasyon
legs = [(home, perm[@]), (perm[@], perm[1]),
(perm[1], perm[2]), (perm[2], home)]
total = sum(dist[1l] - 1 for 1 in legs) # aktarma = yol - 1
if best is None or total < best:
best, order = total, perm
return best, order

Karmagiklik. 12x BFS = 12 - O(c + f) = O(c + f); 6 permiitasyon = O(1). Toplam O(c + f). (Eger
“m sehir” deselerdi m! patlardi — sabit olmasi kritik.)

24.6 Problem 5: Cep Kiipii — Durum Cizgesi ve Ortada Bulusma

ifade. 2 x 2 Rubik kiipii (pocket cube). Hamle = (yiiz f,, yon s). (a) Farkli konfigiirasyon sayismin 12
milyondan az oldugunu goster. (b) Her diigiimiin derecesini bul. (c) Bir kiipii en kisa hamle dizisiyle ¢bzen
hizli algoritma.

@ Yaklasim — durum-uzay ¢gizgesi + ortada bulusma (¢ift-yonlii BFS)

Klasik durum-uzayi cizgesi: diigiim = kiipiin bir konfigiirasyonu (renk durumu), kenar = bir hamle;
¢Oziim = “diiz” kiipe en kisa yoldur. (a) ve (b) dogrudan sayimla ¢oziiliir. (c) i¢in tek-yonlii BES yavastir
(orta seviyelerde milyonlarca diiglim); ortada bulusma (meet-in-the-middle) ile kaynaktan ve hedeften
paralel BFS yiiriitiiliir — iki dalga yari-derinlikte bulusur.

“think of every vertex of my graph as being the state of some system and every edge as being a
transition.” — Solomon, 1:14:18

Coziim.
(a) Konfigiirasyon iist simir1. Bir koseyi sabitlersek geriye 7 kose kalir; bunlar < 7! farkli diizende siralanabilir

ve her kose 3 yonde donebilir (37). Ust sinur:

377! = 11022480 < 12 milyon.
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(b) Derece. 3 dondiiriilebilir yiiz X 2 yon = derece 6 (her diigiimde sabit).

(c) Ortada bulusma. Tek-yonlii BFS, ¢oziilebilir tiim konfigiirasyonlar1 gezer (~3 milyon; durum ¢izgesi 3
bagli bilesenli, ¢cap 14). Bunun yerine kaynaktan ve hedeften paralel BES yap; seviye kiimeleri ortada kesisir,
higbir seviye yol uzunlugunun yarisindan ([w/2]) biiyiik olmaz.

def bidirectional bfs(adj, s, t): # ortada bulusma — Solomon 1:27:08
ds, dt = {s: 0}, {t: o} # iki ayri mesafe haritasa
gs, qt = deque([s]), deque([t]) # iki ayri kuyruk (paralel BFS)

while gs and qt:
# kiigik cepheyi genislet; komsu DIGER taraftaysa - bulusma, dur
# kesisim: ds[u] + 1 + dt[v]

“I'm going to run BFS sort of in parallel for two different vertices... The source and the target.”
— Solomon, 1:27:08

Sekil 24.4 bu kazanc1 bir durum-uzay1 maketi olan tam ikili aga¢ (127 diigiim) {izerinde motordan gercek
caligtirarak gosterir: iki u¢ yaprak s = 63 ve ¢ = 126 arasindaki en kisa yol koke ¢ikip inen 12 kenardir.
Tek-yonlii BFS tiim agaci tarar — 127 ziyaret; cift-yonlii BFS iki kii¢iik dalgay1 yari-derinlikte (6) bulusturup
yalniz 36 ziyaret eder.

Diiriistliik notu — kazan¢ USTEL dallanmadan gelir, ¢izgilerden degil

Notion’un “iistel biiyiime yariya iner” iddiasi yalmizca iistel dallanan durum-uzaylarinda dogrudur.
Figiirdeki yan panel bunu bir karsi-6rnekle diiriistce gosterir: dallanma ¢arpani 1 olan bir halka-20
cizgesinde (s=0, t=10) ¢ift-yonlii BFS de tek-yonlii BFS de 20 diigiim ziyaret eder — tasarruf YOKtur.
Ortada bulugmanin gercek kazanci, N biiyiiyen bir uzay1 2 - N [w/2] ’ye indirmesinden, yani iistel
dallanmay1 yari-derinlige cekmesinden gelir; cep kiipii bu iistel rejimde oldugu i¢in kazang gergektir.

Karmagikhik. Tek-yonlii BFS, coziilebilir tiim konfigiirasyonlar1 (~3 milyon) gezer. Ortada bulusma, gezilen
diigiim sayisin1 ~2 - N [w/2] ’ye indirir (/V,; = 7 hamlede erisilen konfigiirasyon sayist).

24.7 Ne Ogrendik?

! Yedi Tagmabilir Arag

Bu oturum, Ders 13-15’in BFS/DFS teorisini bes somut problemde uygulad: ve yedi taginabilir ara¢
kazandirdi:

1. Siipernode: birden ¢ok “hedef™i tek diiglime baglayip tek BFS ile hepsine mesafeyi ¢coz (i¢ ice
dongiiden kurtul).

2. Agirhikh — agirhksiz: kiiciik-toplamli tamsayi agirliklart kenar zincirine acip BFS’in dogrusalli-
gin1 koru.

3. Bagh bilesenler: “6bek” problemleri (biiyiilii kapilar) full BFS/DFS + (#bilesen — 1) ile ¢dziiliir;
yayilma agac1 arglimani.

4. Sabitten yararlan: “tam 3 sehir” gibi sabitler permiitasyon/cift sayisin1 O(1) yapar — m olsaydi
patlardi.
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24.7 Ne Ogrendik?

Ortada bulusma: cift-yonliu BFS listel biiyiimeyi yariya iner

s ve t'den iki dalga; kékte (yari-derinlik) bulusunca dur - durum-uzayi = tam ikili aga¢ (127 digim)
kok = 0

~ ~\

ortada bulusma kazanci
tek-yonli: 127 dugiim (= 22 yol)
cift-yonlii: 36 diigim (2 x 2° yarim

yari-derinlik 6'y1 ge¢gmez (Solomon 1:27:08|

s=0
sv3 diiriistliik: halk3-29 (dallanma = 1)

° 4 cift-ygnlii 20

o = tektyonli 20
tek-y6nli BFS tasarruf YOK
s'ten TUM agaca dalga
° ° ° ° ° N5
127 ziyaret
t=10
sv 6
s =63 t =126

pocket cube durum-uzay:: 37 x 7! = 11.022.480 < 12 milyon - digim derecesi = 3 yiiz X 2 yon = 6

Sekil 24.4: Ortada bulugsma — ¢ift-yonlii BFS iistel biiyiimeyi yariya iner — Problem 5 IMZA. Durum-uzay1
maketi: tam ikili agac 127 diigiim (motordan GERCEK). Iki u¢ yaprak s=63 (sol-alt) ve t=126
(sag-alt) amber isaretli; en kisa yol koke ¢ikip inen 12 kenar. Tek-yonlii BFS: s’ten TUM agaca
dev dalga — 127 ziyaret (soluk iicgen). Cift-yonlii: s ve t’den iki kii¢ciik amber kama; kokte (yari-
derinlik 6) bulugsma yildiz1 — 36 ziyaret. Karsilagtirma kutusu: 36 127, higbir dalga yari-derinlik
6’y1 gecmez (Solomon 1:27:08). YAN panel DURUSTLUK: halka-20 (dallanma=1) — ¢ift-yonlii
20 = tek-yonlii 20, TASARRUF YOK; kazang iistel dallanmadan gelir. Alt gerit: pocket cube
durum-uzay1 37 x 7! = 11.022.480 < 12 milyon; diigiim derecesi = 3 yiiz x 2 yon = 6.
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24 Problem Oturumu 5

5. Durum-uzayi ¢izgesi: diigiim = sistem durumu, kenar = ge¢is; bulmaca ¢c6zmek = en kisa yol
(Rubik, satrang, Al arama).

6. Ortada bulusma: kaynak + hedeften paralel BFS, iistel arama uzayin1 yari-derinlige indirir (ama
yalniz iistel dallanmada kazang verir).

7. Ucgen esitsizligi + arg min/arg max: yaklasim smirlarini (2R) ve siipernode mesafelerini
kanitlamanin araci.

24.8 Sonraki

Ders 18 (LL12) — Bellman-Ford

Sirada Ders 18 (L12): Bellman-Ford var — Jason Ku ile, DAG kisitin1 kaldiriyoruz: herhangi bir
agirlikh gizgede (¢evrim, hatta negatif agirlikli cevrim dahil) tek-kaynak en kisa yol. DAG relaxation’in
“kenar gevsetme” teknigi ayni kalir ama topolojik sira olmadigindan kenarlar tekrar tekrar gevsetilir;
negatif agirlikli cevrimler de tespit edilir.
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25 Bellman-Ford

DAG kisitini kaldiririz: herhangi bir agirlikli cizgede (¢cevrim ve negatif agirlik dahil) tek-kaynak en kisa yol;
sonlu en kisa yol V-1 kenardan uzun olamaz (basittir), ¢izgeyi V+1 seviyeye cogaltip DAG yaparak DAG
relaxation ¢agiririz, V kenarda hala kisalan taniklar1 bulup onlardan eksi sonsuz yayariz — hepsi O(V-E)

1 Boliim bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 12: Bellman-Ford (~57 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 12: Bellman-Ford

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 18 (L12)
* Hoca: Jason Ku (agirlikli en kisa yollar iinitesinin en genel algoritmasi)

* Okuma siiresi: ~27 dk

Bir onceki iinite dersinde (Ders 16) DAG relaxation, agirlikli SSSP’yi yalnizca ¢evrimsiz
cizgelerde O(V + E)’de ¢ozdii. Bu ders DAG kisitini kaldirir: Bellman-Ford herhangi bir
cizgede calisir, negatif agirlikli gevrimleri tespit eder ve onlardan erisilen diigiimlere —oo
atar.

25.1 Bu Derste Ne Var?

DAG relaxation (Ders 16) yalnizca ¢evrimsiz cizgelerde calisiyordu. Bu ders (Jason Ku), en genel tek-kaynak
en kisa yol algoritmasini verir: Bellman-Ford. Herhangi bir agirlikli ¢izgede — cevrimler ve negatif agirliklar
dahil — calisir; negatif agirlikli cevrimleri tespit eder ve onlardan erisilen diiglimlere —oo atar.

“if a negative weight cycle is reachable from our source, then the vertices in that cycle and
anything reachable from that cycle will potentially have an unbounded number of edges.” — Ku,
2:22

Ug ana fikir:

1. En kisa yollar basittir — ¢ sonluysa diigiim tekrarsiz (simple) bir en kisa yol vardir; bu da en fazla
V' — 1 kenar demektir.

2. k-kenar mesafesi + tamk — “en fazla k kenarli” mesafeyi izleyerek, V' kenarda hala kisalan digiim
bir tamktir (witness) — negatif cevrim kanit1.

3. Graf ¢ogaltma — ¢izgeyi V + 1 seviyeye kopyalayip DAG’a ¢cevir; DAG relaxation’1 ¢agir —» O(V - E).
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25 Bellman-Ford

Ders 18 (L12): Bellman-
Ford

— —

en kisa yollar basittir k-kenar mesafesi + tanik graf cogaltma algoritma — dort adim
} delta_k = en fazla k . G' kur — DAG relaxation
V+1 seviye + 0 kalma kenar
delta sonlu — tekrarsiz yol kenarli en kisa T — sonlu ata
seviye-ici kenar yok — ]
en fazla V-1 kenar V kenarda kisalan = tanik . taniktan eksi sonsuz yay —
i i DAG — relaxation
— negatif cevrim O(V-E)

Sekil 25.1: Ders 18’in (L12) kavram haritasi: kok = Bellman-Ford (Ku) — herhangi agirlikli ¢izgede en genel
SSSP. Dort dal — (1) en kisa yollar basittir: delta sonlu ise diigiim tekrarsiz yol var — en fazla
V-1 kenar; bu, sonsuz yol kiimesini sonlandirir. (2) k-kenar mesafesi delta_k = en fazla k kenarli
en kisa mesafe; V kenarda hala kisalan diigiim bir taniktir — negatif ¢evrim kaniti; delta = eksi
sonsuz ise diiglim bir taniktan erisilir. (3) graf cogaltma: ¢izgeyi V+1 seviyeye kopyala, kenarlar
yalniz bir iist seviyeye gider + 0 agirlikli kalma kenar1t — seviye-ici kenar yok — DAG; simdi
DAG relaxation kara kutusu cagrilir. (4) algoritma dort adim: G” kur — DAG relaxation — sonlu
mesafeleri ata — taniktan eksi sonsuz yay; toplam O(V-E). Sonug: ¢evrimli/negatif problemi,
¢6zmeyi bildigimiz cevrimsiz bir probleme indirger; bedeli yalniz bir V carpani.

@ Builder Notu — DAG Kisiti Kalkinca

DAG relaxation (Ders 16) topolojik siraya dayaniyordu, cevrim oldugunda topolojik sira yoktur. Bellman-
Ford ayn1 “relax” teknigini korur ama ¢evrime ve negatif agirliga izin verir; karsiliginda bir V' ¢arpam
oder. Piif noktas1 tek bir gézlemdir: sonlu bir en kisa yol V' — 1 kenardan uzun olamaz.

+ lleriye — yonlendirme: Bellman-Ford, distance-vector yonlendirme protokollerinin (RIP) teme-
lidir — her router komsularindan mesafe alip gevsetir.

« Tleriye — arbitraj: negatif agirlikli gevrim tespiti, doviz ¢evrim grafinda kar déngiisii (arbitraj)
bulmaktir.

« Tleriye — graf cogaltma: “diigiimii duruma gére cogalt” teknigi, durum-augmentasyonlu bir¢ok
problemde (zaman, yakit, mod) tekrar eder.

* Geriye — DAG relaxation (Ders 16): Bellman-Ford, problemi bir DAG’a indirgeyip o algoritmay1
kara kutu olarak kullanir.

Tek ciimle: En kisa yol sonluysa V- — 1 kenardan uzun olamaz; ¢izgeyi V + 1 seviyeye cogaltip DAG
yvaparak DAG relaxation cagiririz, V' kenarda hala kisalan diigiimleri tanik olarak isaretleyip —oo
yayariz — hepsi O(V - E).

25.2 1. Bellman-Ford’un Hedefi

Cizge ¢evrim ve negatif agirlik igerebilir. Hedef: her diigiim i¢in (s, v) hesapla — erisilemez ise +o0,
negatif agirhkh cevrimden erisilen ise —oo, digerleri sonlu. Ek olarak, varsa bir negatif ¢cevrim dondiir.
Caligma siiresi hedefi O(V - E).
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25.3 2. Isnma: Yonsiiz Cevrim ve Indirgeme

25.3 2. Isinma: Yénsiiz Cevrim ve indirgeme

Iki kisa aligtirma:

* Yonsiiz cizgede negatif cevrim < negatif kenar. Yonsiiz bir negatif kenar iizerinde ileri-geri gidersek
(uzunluk-2 cevrim) negatif ¢evrim olur. Yani yonsiiz hal ilging degil; bu ders yonlii cizgelere odaklanir.

« O(V-(V+E)) — O(V - E) indirgemesi. Bir algoritma SSSP’yi O(V - (V + E))’de ¢oziiyorsa:
once BFS/DFS ile s’den erisilebilenleri bul, gerisini at. Kalan ¢izgede V' = O(FE) (bagh bilesen en
fazla ' + 1 diigiim), dolayisiyla V + F = O(E) — toplam O(V - E). (Bu yiizden V - (V + F)
hedefiyle V' - E ayni.)

25.4 3. En Kisa Yollar Basittir

Cahsilan Ornek — Claim 1. (s, v) sonlu ise, s’den v’ye basit (simple, diigiim tekrarsiz) bir en kisa yol
vardir.

“if my shortest path distance from S to some vertex is finite... there exists a shortest S to V path
that is simple.” — Ku, 11:06

Kanit: bir en kisa yol bir ¢evrim C igerse, ¢ sonlu oldugundan w(C') negatif olamaz (negatif olsaydi tekrar
tekrar dolagip —oo yapardik). w(C') > 0 ise ¢evrimi atip daha kisa (veya esit) bir yol elde ederiz; tekrar
tekrar atarak basit bir yola ineriz.

Sonug (kutula): basit yol en fazla V' diigiim — en fazla V' — 1 kenar kullanir.
“simple paths have at most V minus 1 edges.” — Ku, 14:06

Yani  sonluysa, yalnizca en fazla V' — 1 kenarh yollar1 kontrol etmek yeter (sonsuz degil, sonlu bir kiime).
Sekil 25.2 bu gozlemi iki panelde gosterir: solda pozitif/sifir agirlikli cevrimi atinca basit yolun daha kisa/esit

oldugu mini 6rnek (gevrimli yol 11 vs basit yol 7), sagda zincir akigi (0 sonlu — basit yol — en fazla V' — 1
kenar) ve sonlu arama uzay1.

25.5 4. k-Kenar Mesafesi

k-kenar mesafesi 0, (s, v): en fazla k kenar kullanan en kisa s — v yolunun agirhgi. Eger 6,’y1k =V — 1
icin hesaplarsak ve d(s, v) sonluysa, gercek en kisa yolu bulmus oluruz (¢iinkii sonlu en kisa yol < V' — 1
kenar).

Bu, problemi sonlandirir: sonsuz sayida yol yerine, kenar sayisin1 V' — 1 ile sinirlayip adim adim mesafe
hesaplariz.
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25 Bellman-Ford

En kisa yollar BASITTIiR: 6 sonlu - cevrim at - en fazla V-1 kenar (Bellman-Ford'u SONLANDIRIR)

Sonugc: en kisa yol BASIT - V-1 kenar
GCevrimli yol vs cevrim atilmis BASIT yol

w(C) = 0 ise cevrimi AT 6(s, v) SONLU
l

BASIT en kisa yol VAR (cevrim atilir)

=< cevrim a-»b-a

l

1
yol en fazla V digum gezer

w(C) =3+1=4 (=0)

!

s g @ ? @ 2 t en fazla V- 1 kenar

(Ku 14:06)

cevFimii-yol—s—a-sboanbort 11 yol uzunlugu olasiliklari: 0 .. V=1 (SONLU kiime)
- — =

. @ on 2
BASIT yol s—a-b-t = 7 v daha kisa/esit 0 1 5 3 4 5 V-1

(¢cevrim NEGATIF olursa, or. w(C) = -2 <0 - & = —: en kisa yol YOK) sonsuz yol uzayr - SONLU arama (her uzunluk en fazla bir kez)

Sekil 25.2: En kisa yollar BASITTIR: & sonlu — ¢evrim at — en fazla V-1 kenar (Bellman-Ford’u SON-
LANDIRIR) (L12 §3 IMZA). SOL panel pozitif/sifir cevrim durumu: mini ¢izge s—a—b—t +
b—a geri kenar1 (cevrim a—b—a, w(C) = 3+1 =4 > 0). Cevrimli yol s—sa—b—a—b—t (¢evrim
parcasi soluk + makas ) agirlik 11 iistii gizili vs cevrimi ATILMIS BASIT yol s—a—sb—st (amber
kalin) agirlik 7 — w(C) > 0 ise ¢cevrimi at — daha kisa/esit. Dipnot: ¢cevrim NEGATIF olursa
(build_bf_example w(C) = -2 < 0) § = —o0, en kisa yol YOK. SAG panel kural kutusu: §(s,v)
SONLU — BASIT en kisa yol VAR — en fazla V diigiim — en fazla V-1 kenar (Ku 14:06);
altinda 0..V-1 sonlu say1 dogrusu (sonsuz yol uzayi yerine sonlu arama). Veri MOTORDAN:
path_weight basit = 7 < cevrimli = 11 (w(C)=420); build_bf_example cevrim = -2 (Ku 11:06,
14:06).
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25.6 5. Tanik (Witness) ve —00

25.6 5. Tanik (Witness) ve -00

Peki —oo diigiimleri? Anahtar gozlem: eger V' kenarh en kisa mesafe (6, k = V'), (V' — 1) kenarh mesafeden
(6, k = V — 1) kesinlikle kiiciikse, bu yeni (daha kisa) yol basit olamaz (V kenar > V' — 1 diigiim — tekrar
var) — icinde bir negatif ¢cevrim vardir. Boyle bir v’ye tanik (witness) denir.

“I'm going to call V is a witness.” — Ku, 19:53

Iddia: §(s,v) = —oo <> v, bir taniktan erigilebilir. Yani tiim taniklar1 bulup onlardan erisilen her diigiimii
—o0 isaretlemek yeter.

Sekil 25.3 6rnek ¢izgeyi ve J,, tablosunu birlikte gosterir: tistte negatif ¢evrimli ¢izge (kaynak a), altta
k = 0...5 satirlari; kK = V = 4 satirinda b diigiimiiniin —5 — —7 diismesi tamk vurgusudur (kenar tablosu
motordan: b siitunu [co, —5, —5, —5, =7, —T7)).

25.7 6. Her Negatif Cevrim Bir Tanik icerir

Calisilan Ornek — kamit. Iddiay1 kanitlamak icin sunu gostermek yeter:
“It suffices to prove that every negative weight cycle contains a witness.” — Ku, 22:43

Bir negatif cevrim C' al; her v i¢in tiggen esitsizligi: 0y, (s,v) < dy_1(s,v") + w(v',v) (v = v’nin
cevrimdeki onciilii). Bu esitsizligi ¢evrimdeki tiim diigiimler iizerinde topla: sol taraf » | dy,, sag taraf
> 0y_1 +w(C). w(C) < 0oldugundan, sol toplam sag toplamdan kesinlikle kiiciik olur. O halde ¢evrimde
en az bir diigiim Jy, < dy,_; esitsizligini saglamali — yani bir tamk igerir. (Hicbiri tanik olmasaydi toplam
esitsizligi ¢cokerdi: ¢eligki.)

Sekil 25.4 bu kanit1 li¢ panelde toplar: solda 6rnek cizge (tanik b yildizli, cevrimden erisilen b/c/d koyu

—00), ortada yayilim akis1 (tanik — DEFS erigilebilirlik - —oo boyamasi), sagda ¢evrim iizerinde toplama +
w(C') < 0 celigki argiimani.

25.8 7. Graf Cogaltma

Modifiye Bellman-Ford un fikri: bir diigiimiin bir¢ok siiriimiinii yap; v’nin k. siiriimii “v’ye en fazla k
kenarla ulagmak” durumunu temsil etsin. Buna graf cogaltma (graph duplication) denir.

“this is an idea called graph duplication.” — Ku, 30:51

V' 4+ 1 seviye kur; seviye k’daki v_k diigiimii, “v’ye en fazla k kenarla ulagsmak”. Kenarlar yalnizca daha
yiiksek seviyeye gider — cizge bir DAG olur (geriye kenar yok).

“if we connect edges from one level to only higher levels... then this graph is going to be a DAG.”
— Ku, 33:14
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25 Bellman-Ford

k-kenar mesafesi 6« + TANIK: 6 V < 6_{V-1} ise basit yol olamaz - negatif cevrim » —

Agirlikh cizge (kaynak a, negatif cevrim)

C
kaynak

| .
cevrim b-c-d-b
-5
a @ 3 toplam = -2 (negatif)

®

k\v a b C d
k=0 0 00 00 00
TANIK (Ku 19:53)
k=1 0 -5 Y ) 6_V(v) < 6_{V-1}(v)
- V-kenarli yol (V—1)-kenarlidan KISA
k=2 0 -5 -9 )
- 0 yol BASIT OLAMAZ (=< V-1 kenar sarti)
k=3 0 -5 -9 -6 U .
neqatif cevrim ICERIR
¥ /‘_\ =~ neqatt ¢ C
k = Vsatinnnda b: -5 - -7 DUSTU = TANIK
k=v=4| o -7 -9 -6
k=5 0 -7 -11 -6
6(a, v) = —o» < v bir taniktan erisilebilir (negatif cevrim her turda agirhg disirir - sinir yok)
burada b, ¢, d hepsi ¢evrimden erisilir - 6(a, b) = 6(a, c) = 6(a, d) = —»; yalniza = 0 sonlu

Sekil 25.3: k-kenar mesafesi 6, + TANIK: 6_V < 6_{V-1} ise basit yol olamaz — negatif cevrim — —oo
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(L12 §4-5 IMZA). UST: 6rnek cizge — a—b(=5) girisi + b/c/d ¢evrim iicgeni (b—c —4, c—d 3,
d—b —1; toplam -2 amber negatif rozet). ALT: §, (a, v) tablosu — satirlar k = 0..5, siitunlar a/b/c/d;
hiicrelerde 6 degerleri (oo glifi). k = V = 4 satirinda DUSEN b hiicresi (-5 — -7) AMBER dolgu
+ asagi-ok = TANIK; cevrim her turda —2 kazandirir. Sag kenar TANIK kutusu (Ku 19:53): 6_V(v)
< 8_{V-1}(v) = V-kenarl1 yol (V-1)-kenarlidan kisa — o yol BASIT OLAMAZ — negatif
¢evrim icerir — §(a,v) = —0o. ALT NOT: 6(a,v) = —00 <= v bir taniktan erisilebilir; burada
b,c,d hepsi ¢cevrimden erisilir — —o0, yalniz a = 0 sonlu. Veri MOTORDAN: k_edge_distances b
=[00,-5,-5,-5,-7,-7], ¢c = [00,00,-9,-9,-9,—-11], d = [00,00,00,-6,-6,-6]; k=V=4"te -5—-7
TANIK diisiisii.



25.8 7. Graf Cogaltma

Bellman-Ford: TANIK (V. turda diiser) - DFS erisilebilirlik » —« yayilimi - her negatif cevrim bir tanik icerir

YAYILIM p \
HER NEGATIF CEVRIM

TANIK BiR TANIK iCERIR
6_V(b) < 6_{V-1}(b)

(V. turda héla diser) Gevrim C = (Vo » v1 = ... > Vk = Vo) Uzerinde
her kenar icin ticgen esitsizligi:

Bellman-Ford 6rnegi (kaynak a) ‘
ou(vi) = 6y-1(Vi—1) + W(vi_1, Vi)
ERISILEBILIRLIK ’
kaynak * “N'o TARAMASI (DFS) Cevrim boyunca TOPLA (Z):
6 =80 taniktan ulasilan
a -5 3 tim duagimleri gez Z&V(V’.) < z@v_ 1(v;) + w(C)
cevrim i i
6§=0 &=-f bocod-b
-1 agirhgr =2 (¢evrim — her iki yanda ayni digim kimesi)
(<0)
6=-n

-» BOYAMASI w(C)=-2 <0 = 26y < 26y-1

ulasilan her digim
6=-o

Sol toplam KESIN kiigiik - en az bir vi'de
6_V(vi) < 6_{V-1}(vi) = TANIK
erisilen: { b, c,d } - -

Celiski: tanik yoksa hic distis olmaz, ama w(C)<0 ddslisti zorlar.

(b - ¢ - d, cevrim boyunca)
\ J

Sekil 25.4: Bellman-Ford: TANIK (V. turda diiser) — DFS erisilebilirlik — —oo yayilimi - her negatif cevrim
bir tanik icerir (L12 §5-6 IMZA). SOL panel 6rnek ¢izge (kaynak a): cevrim b—c—d—b (toplam
-2 < 0); TANIK olan b amber yildizli; ¢cevrimden erisilen b,c,d koyu dolgulu 6 = —o0; a = 0 temiz.
ORTA panel yayilim akisi (3 asama dikey): TANIK (6_V(b) < 6_{V-1}(b), V. turda hala diiser)
— ERISILEBILIRLIK TARAMASI (DFS, taniktan ulagilan her diigiim) — —oo BOYAMASI;
erisilen kiime { b, ¢, d }. SAG panel kanit kutusu (Ku 22:43): cevrim C iizerinde her kenar icin
ticgen esitsizligi §_V(v_i) < §_{V-1}(v_{i-1}) + w(v_{i—1}, v_i); ¢cevrim boyunca TOPLA
2> YXS5 VXS {V-1} +wWO); wC)=-2<0—>X85 V<X {V-1} - enazbir v_ide
diislis = TANIK (celiski: tanik yoksa diisiis olmaz ama w(C) < 0 zorlar). Veri MOTORDAN:
bellman_ford_classic(a) = {a:0, b:—00, c:—00, d:=00}; V. tur tanik = [b] (§,(b)=-7 < §;(b)=-5);
erisilen = {b,c,d}; cevrim w = -2.
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25 Bellman-Ford

DAG oldugu igin DAG relaxation’1 (dogrusal) ¢agirabiliriz. Cogaltilmis ¢izge V' kat biiyiir: V' - (V + 1)
digiim, V - (V + E) kenar — bu da DAG relaxation’t O(V - (V 4+ E)) = O(V - E) yapar (B6liim 2
indirgemesiyle).

Sekil 25.5 ornek ¢izgeyi V + 1 = 5 seviyeye acar (20 diigiim = 4 x 5): orijinal kenarlar seviye atlar, her
diigtime 0-agirlikli kalma kenar1 eklenir, seviye-i¢i kenar olmadigindan sonug¢ bir DAG’dir; vurgulu yol
ay — by = ¢y = dg — b, cevrimin “acilmig” halidir.

25.9 8. Graf Donlisiimii Ornegi

Ornek: a, b, ¢, d diigiimlii yonlii ¢izge; b — ¢ — d — b gevrimi (—4+ 3+ (—1) = —2, negatif). V+1 =5
kopya (seviye 0-4). Kurallar:

* Seviye ici kenar YOK (¢evrimleri kirar).

e Orijinal her (u, v) kenart igin: seviye k’daki u’yu, seviye k + 1°deki v’ye bagla (ayn1 agirlik). Orn. a_o
> b_1 (agirlik —5).

* Her diiglim icin 0-agirhklh “kalma” kenari: v_k - v_{k+1} (“bir kenar kullanmadan ayn1 yerde dur”
— en fazla k kenar kosulunu simiile eder).

“vertex Vk in level k represents reaching vertex V using at most k edges.” — Ku, 31:36

Boylece a_0’dan b_3’e bir yol = orijinal ¢izgede en fazla 3 kenarl1 bir a — b yolu (6rn. a — ¢ — d — b).
Kenarlar daima seviye atladigindan ¢izge ¢evrimsizdir.

1 Ayni cevrim, iki yerde

Sekil 25.5 ve bu boliimiin 6rnegi aym ¢izgeyi kullanir: motorun build_bf_example gevrimi b —
¢c—d—b=(—4)+ 3+ (—1) = —2, Notion §8 anlatisiyla birebir ayni ¢evrim. Yani ¢ogaltma
figiiriindeki vurgu yolu, buradaki doniisiim 6rneginin sayisal karsiligidir.

25.10 9. Bellman-Ford Algoritmasi

Dort adim:

def bellman_ford(graph, s):
# 1. V+1 seviyeli cogaltilmis DAG G' kur (seviye-atlamali + @-agirlikli kalma kenarlari)

G_prime = build duplicated_dag(graph) # O(V(V+E))
# 2. DAG relaxation ile s_@'dan tum v_k'ya delta hesapla
delta = dag_relaxation(G_prime, source=(s, 9)) # O(V(V+E))

# 3. Sonlu mesafeleri ata: d(s,v) = delta(s_©, v_{V-1})
d = {v: delta[(v, V - 1)] for v in graph.vertices}
# 4. Taniklari bul, eristikleri -inf isaretle
for v in graph.vertices:
if delta[(v, V)] < delta[(v, V - 1)]: # tanik kosulu
for u in reachable_from(graph, v): # O(E) her tanik
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25.10 9. Bellman-Ford Algoritmast

Graf cogaltma: V+1 seviye + 0-kalma kenarlari - DAG (Bellman-Ford'un kalbi)

vurgu: a-» b - c - d - b (¢cevrimin ACILMIS hali: orijinalde ¢evrim, burada SEVIYE ATLAYAN diiz yol)

k=0
=< 0 kenar
A GRAF COGALTMA (Ku L12 §7-8)
0 5 ¢ (v, k) digimii = "v'ye en fazla
k kenarla" (Ku 31:36)
k=1

orijinal kenar u-»v - seviye
atlar: (u,k) - (v,k+1)

< 1 kenar @

S}

e KALMA kenari (0): (v,k)-(v,k+1)

b6k < &k-1 korunur

k=2

< 2 kenar @

¢ seviye-ici kenar YOK
- geri kenar YOK
- bu cizge bir DAG (33:14)

SY

¢ simdi D16 dag_relaxation
KARA KUTUSU cagrilabilir

k=3

< 3 kenar @

\ boyut: V(V+1) digiim - toplam O(V } E)
o (-4]-1)!'q3 0
k=4 \ \

< 4 kenar @ b @ @4

o

Sekil 25.5: Graf cogaltma: V+1 seviye + 0-kalma kenarlart - DAG (Bellman-Ford un kalbi) (L12 §7-8
IMZA). Tek panel, 5 yatay serit k = 0.4 (V+1 = 5 seviye, solda seviye etiketi + < k kenar). Her
seritte a, b, c, d kopyalar kiiciik daireler. Orijinal kenarlar SEVIYE ATLAYAN oklar: a0—bl
(—=5) amber Ornek vurgulu; ¢cevrim kenarlar1t b—c(—4), c—d(3), d—b(-1) bir seviye atlayarak
cizilir (orijinalde ¢evrim, burada diiz). Her diigiime dik kesikli O-agirlikli KALMA kenari (v,k)
— (vk+1) (6, £ 6, ;). VURGU YOLU a0 — bl — ¢c2 — d3 — b4 amber kalin = ¢evrimin
ACILMIS hali. Sag NOT kutusu (Ku §7-8): (v,k) = v’ye en fazla k kenarla (31:36); orijinal kenar
- (u,k)—>(v,k+1); kalma kenar1 (v,k)—(v,k+1); seviye-i¢ci kenar YOK — geri kenar YOK — bu
cizge bir DAG (33:14); simdi D16 dag_relaxation kara kutusu ¢agrilabilir; boyut V(V+1) diigiim
— toplam O(V-E). Veri MOTORDAN: build_duplicated_dag — 4*5 = 20 diigiim; w2[(a0,bl)] =
-5 (seviye atlar), w2[(a0,al)] = 0 (kalma); adj2[a0] = [(a,1),(b,1)].
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25 Bellman-Ford

d[u] = float('-inf")
return d

Ugiincii adimda d(s,v) = (s, vy,_;) (V — 1 kenarli mesafe) atanir; bu, sonlu mesafeler i¢in dogrudur.

Sekil 25.6 bu dort adimi dikey bir akista toplar: (1) G’ kur (¢ogaltma), (2) DAG relaxation (Ders 16 kara
kutusu), (3) sonlu ata, (4) tanik + —oo yay; toplam O(V - E'). Yan notta motorun iki bagimsiz siiriimii
(via_dag ve classic) ornek cizgede ve 100 rastgele ¢izgede birebir ayni sonucu verir.

25.11 10. Dogruluk ve Calisma Siresi

Dogruluk (k iizerinden tiimevarim). Iddia: §(s,, v_k ) = 0,(s,v). Temel (k = 0): yalmz s, erisilir (0),
gerisi 0o. Adim: v_k’ya en kisa yol, bir 6nceki seviyedeki bir komgudan gelir; G"’nin komsuluklari orijinal
komsuluklar + “kalma” kenaridir — minimum, tam olarak ¢, tanimin1 verir. Béylece sonlu mesafeler dogru
atanir; tanik kosulu da —oo’lar yakalar.

Caligma siiresi. G’ kurma O(V - (V + E)) + DAG relaxation ayn1 + her tanik i¢in erigilebilirlik O(E), en
fazla V tank - O(V - E). Toplam O(V - E).

“this thing takes order V times E work.” — Ku, 54:30

(Not: orijinal Bellman-Ford bu ¢ogaltmay1 yapmaz — V' tur kenar gevsetir; recitation’da O(V") yer kullanan
optimizasyon gosterilir.)

Sekil 25.7 bu dersi SSSP algoritma manzarasina yerlestirir: BFS (agirliks1z), DAG relaxation (Ders 16,
DAG), Bellman-Ford (bu ders, herhangi ¢izge O(V - E'), amber vurgulu), Dijkstra (Ders 19, > 0); altinda
Bellman-Ford’un indirgeme seridi (¢ogalt - DAG — c¢oziilmiis kara kutu) ve motorun tutarlilik tanigi
(bellman_ford_classic == dag_sssp).

25.12 Bu Dersin Ozeti

Hedef: genel ¢izgede SSSP; oo (erisilemez), —oo (negatif ¢evrimden), sonlu; O(V - E).

Basit yol: § sonlu — tekrarsiz yol — en fazla V' — 1 kenar.

k-kenar mesafesi 0, : en fazla k kenarli en kisa yol; k = V' — 1 yeter (sonlu i¢in).

Tamk: d,, < dy,_; — negatif ¢cevrim; 6 = —o0 <> taniktan erisilir.

Her negatif ¢evrim bir tanik igerir (¢evrim iizerinde toplam + iiggen esitsizligi + w(C') < 0).
Graf ¢ogaltma: V' + 1 seviye, seviye-atlamali kenarlar + 0-agirlikli kalma — DAG.
Algoritma: G’ kur — DAG relaxation — §(s, vy,_; ) ata — tamktan —oo yay; O(V - E).

Nk wn =

! Tek Bir Ciimle

Bellman-Ford, “sonlu en kisa yol V' — 1 kenardan uzun olamaz” gergegini kullanir: ¢izgeyi V' + 1
seviyeye cogaltip DAG yapar, DAG relaxation ¢agirir, V' kenarda hala kisalan taniklart bulup onlardan
—oo yayar — hepsi O(V - F).

248



25.12 Bu Dersin Ozeti

Bellman-Ford = graf cogaltma + Ders 16 DAG relaxation kara kutusu - O(V-E)

genel SSSP: negatif kenar + negatif cevrim (=« tanigi) dahil - Ku L12 §9
V+1 seviye

O G' KUR — graf cogaltma 0(V- (V+E))

V+1 seviye - (u,k)=(v,k+1) kenar + (v,k)—=(v,k+1) 0-kalma kenarf

‘ (¢ogaltma)

DAG RELAXATION 0(V-(V+E)) DAG RELAX
O Ders 16 kara kutu

O SONLU ATA o(v)
d(v) = 6(so, v_{V—11}) - en kisa yollar BASIT » < V-1 kena

!

~ x &~ ~ ~
LU |
A W N = O

so'dan tlim vk'ye Ders 16 kara kutusu (topolojik sira = seviye)

¢cevrim b-c-d-b = -2 (negatif)

O TANIK + —x YAY 0(V-E) -
6(v_V) < 6(v_{V—1}) - tanik - erisilenlere — (negatif ceveim) C
-» (7
@=G)"
kaynak -1 -
d
TOPLAM (Ku 54:30) 0 (V - E) cevrimden erisilen b, ¢, d » 6§ = —

Yan not: klasik Bellman-Ford bu ¢ogaltmayi YAPMAZ — V-1 tur boyunca TUM kenarlari gevsetir, V. turda hala
gevseyen digum = tanik (Egzersiz 4). Motor iki sirim de galistirdi: via_dag == classic == {a:0, b,c,d:—»}
BIREBIR — érnek cizgede ve 100 rastgele cizgede de (sifir uyusmazlik).

Sekil 25.6: Bellman-Ford = graf ¢ogaltma + Ders 16 DAG relaxation kara kutusu — O(V-E) (L12 §9 IMZA).
Dikey akis, dort adim kutusu (numara + baslik + agiklama + siire rozeti). (1) G KUR — graf
¢ogaltma: V+1 seviye, (u,k)—(v.k+1) kenar + (v,k)—(v,k+1) 0-kalma kenar1 [O(V-(V+E))];
saginda V+1 seviye katman ikonu. (2) DAG RELAXATION — s, ’dan tiim v, "ye Ders 16 kara
kutusu (topolojik sira = seviye) [O(V-(V+E))]; saginda ‘Ders 16 kara kutu’ rozeti. (3) SONLU
ATA — d(v) = 8(sy, v_{V-1}); en kisa yollar BASIT — < V-1 kenar [O(V)]. (4) TANIK + —00
YAY — 8(v_V) < 8(v_{V-1}) — tanik; erisilenlere —oco (negatif ¢cevrim) [O(V-E)]; saginda
ornek cizge a—b(-5) + ¢cevrim b—sc—d—b = -2, cevrimden erigilen b,c,d diiglimleri —oo boyal1.
En altta TOPLAM = O(V-E) (Ku 54:30). Yan not: klasik BF bu ¢ogaltmay1r YAPMAZ — V-1
tur kenar gevsetir, V. turda hala gevseyen = tanik (Egzersiz 4); motor iki siiriimii de ¢alistirdi,
via_dag == classic == {a:0, b,c,d:—o0} (6rnek + 100 rastgele cizgede birebir). Veri MOTORDAN:
bellman_ford_via_dag == bellman_ford_classic; tanik §_V(b)=-7 < §_{V-1}(b)=-5.
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25 Bellman-Ford

SSSP algoritma manzarasi: Bellman-Ford en geneli — herhangi ¢izge, negatif cevrim tespiti (O(V-E))

algoritma kabul ettigi cizge (kisit) calisma siiresi
O BFS agirliksiz ¢izge 0(V + E)
> DAG relaxation DAG + her agirlik 0(V + E)
BELLMAN-FORD HERHANGI ¢izge — negatif cevrim TESPIT + —o 0(V - E) BUDERS
|
l '3 Dijkstra agirlik = 0 0(V log V + E) J

I
|
|
v

Bellman-Ford NASIL? — yeni algoritma icat etmez; problemi COZULMUS bir DAG SSSP'sine iNDIRGER:

cogalt
(V+1 seviye)

DAG'a indirge
(0-kalma kenarlari)

¢ozilmus kara kutu

—pp "
DAG relaxation

_—

Bellman-Ford = en GENEL SSSP ¢c6ziicii — negatif cevrimi bile tespit eder (6 = —x dondiirir)
bedeli V ¢arpani: O(V - E). Cizge daha kisitllysa (DAG - O(V+E), agirlik = 0 - Dijkstra) DAHA HIZLI y6ntem seg.

tutarlilik tanigi (motordan): ayni gogaltma fikriyle bellman_ford classic == dag_sssp (D16 DAG, kaynak e) - & = {e:0, f:3, g:5, h:6, d:3, c:8}

Sekil 25.7: SSSP algoritma manzarasi: Bellman-Ford en geneli — herhangi cizge, negatif ¢cevrim tespiti
(O(V-E)) (L12 SENTEZ). Dort satirlik kargilagtirma panosu (algoritma | kabul ettigi ¢izge/kisit |
caligma siiresi | ders): (1) BFS — agirliksiz cizge — O(V+E) [Ders 13]; (2) DAG relaxation —
DAG + her agirlik — O(V+E) [Ders 16]; (3) BELLMAN-FORD — HERHANGI cizge, negatif
cevrim TESPIT + —oo — O(V-E) [BU DERS, amber vurgulu]; (4) Dijkstra — agirlik > 0 — O(V
log V + E) [Ders 19]. Altinda BF indirgeme seridi: ¢ogalt (V+1 seviye) — DAG’a indirge (0-kalma
kenarlar1) — ¢06ziilmiis kara kutu DAG relaxation — BF yeni algoritma icat etmez, problemi
¢oziilmiis bir DAG SSSP’sine INDIRGER (OMSCS reduction refleksi). Alt kutu: BF = en GENEL
SSSP ¢oziicii, negatif ¢evrimi bile tespit eder (§ = —00); bedeli V carpan1 O(V-E); ¢izge kisitliysa
DAG (O(V+E)) veya Dijkstra (20) daha hizli. Tutarlilik tanig1 (motordan): bellman_ford_classic
== dag_sssp (D16 DAG, kaynak e) — § = {e:0, f:3, g:5, h:6, d:3, c:8}. Veri MOTORDAN: BF
classic == via_dag == {a:0, b:—00, c:—00, d:—00}; ¢ogaltilmigs DAG V+1 seviye = 20 diiglim.
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25.13 Kontrol Sorulart

25.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Neden “8 sonluysa en fazla V-1 kenarli yollar1 kontrol etmek yeter”? Bu Bellman-Ford’u
nasil sonlandirir?

Cevap: 0(s, v) sonluysa, en kisa yollarin i¢indeki her ¢evrimin agirligi > 0 olmalidir (negatif olsaydi
tekrar dolasip —oo yapardik). Sifir/pozitif cevrimleri atarak basit (diiglim-tekrarsiz) bir en kisa yol
elde ederiz; basit yol en fazla V' diigiim — V' — 1 kenar icerir. Boylece sonsuz sayida yol yerine, kenar
sayisint V' — 1 ile sinirli sonlu bir kiimeye bakariz — algoritma sonlanir (her £ = 0... V — 1 i¢in adim
adim mesafe).

1 Soru 2: “Tanik (witness)” nedir ve —oo diigiimleriyle iliskisi nedir?

Cevap: Tanik, V' kenarh en kisa mesafesi (V' — 1) kenarh mesafesinden kesinlikle kiiciik olan
bir diigiimdiir. Bu, V' kenarlik daha kisa bir yolun var olmasi demektir; ama V' kenar > V — 1
diigiim oldugundan o yol bir diigiimii tekrar eder — icinde bir negatif agirlikli cevrim vardur. ligki:
0(s,v) = —00 <> v bir taniktan erigilebilir. Ciinkii her negatif ¢evrim bir tanik igerir (kanitlandi) ve
negatif cevrimden erisilen her diigiim sinirsizca kisalan bir yola sahiptir. Algoritma tiim taniklart bulur,
onlardan erisilenleri —oo yapar.

1 Soru 3: Graf ¢ogaltma ¢izgeyi neden bir DAG’a cevirir, ve bu neden ise yarar?

Cevap: Cogaltmada her diigiimiin V' + 1 siirtimii (her seviye i¢in biri) yapilir ve kenarlar yalmz daha
yiiksek seviyeye gider (v_k -» v_{k+1} seviye atlamali ve “kalma” v_k - v_{k+1}). Geriye kenar
olmadigindan cevrim olugamaz — DAG. Ise yarar giinkii DAG relaxation’1 (Ders 16, dogrusal O(V + E))
bu ¢oZaltilmig ¢izgeye uygulayabiliriz; ¢izge V' kat bityiidiigiinden O(V - (V + E)) = O(V - E) elde
ederiz. Yani ¢evrimli problemi, ¢6zmeyi bildigimiz ¢evrimsiz bir probleme indirgemis oluruz.

1 Soru 4: Neden Bellman-Ford yonsiiz ¢izgelerde “ilging degil”?

Cevap: Yonsiiz bir cizgede tek bir negatif agirlikli kenar bile bir negatif ¢evrim iiretir: o kenar {izerinde
ileri-geri gidersek (uzunluk-2 ¢evrim) toplam agirlik negatiftir, sonsuza dek tekrarlanabilir. Yani yon-
siizde “negatif ¢evrim var m1?” sorusu “negatif kenar var m1?” ile aymidir (O(F) basit kontrol) ve s’nin
bagl bileseninde negatif kenar varsa her sey —oo olur. Bu yiizden problem yalnizca yonlii ¢izgelerde
anlamli; ders yonlii hale odaklanir.

25.14 Egzersizler
Egzersiz 1. Kiiciik bir negatif-¢evrimli yonlii ¢cizgede, k = 0... V i¢in d,,(s, v) tablosunu elle doldur; hangi
diigiimlerin tanik oldugunu (dy, < dy,_,) isaretle.

Egzersiz 2. Bir ¢izge i¢in ¢ogaltilmis DAG G”’yi (V + 1 seviye, kalma kenarlar1) ¢iz; a_0’dan bir v_{V-1}’e
bir yolun, orijinalde en fazla V' — 1 kenarli bir yola karsilik geldigini dogrula.

Egzersiz 3. “Her negatif cevrim bir tanik icerir” kanitini, ¢evrim iizerinde toplama ve iicgen esitsizligi
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25 Bellman-Ford

adimlarim yazarak yeniden lret.

Egzersiz 4. Bellman-Ford’u Python’da yaz (¢cogaltma olmadan, klasik V' -tur kenar gevsetme); negatif ¢cevrim
tespitini V. turda bir gevsetme olup olmadigina bakarak ekle.

Egzersiz 5. O(V - (V 4+ E)) — O(V - F) indirgemesini bir ¢izgede uygula: BFS ile erisilemeyenleri at,
kalan ¢izgede V' = O(FE) oldugunu dogrula.

25.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Sonraki: Ders 19 (LL13) — Dijkstra

Ders 19 (L13): Dijkstra — Jason Ku ile, agirliklar negatif degilse ¢cok daha hizli bir algoritma: Dijkstra.
Negatif cevrim derdi olmadigindan, a¢gozlii (greedy) bir oncelik kuyruguyla her diigiimii bir kez
“kesinlestirir” — O(V log V' + E), dogrusala yakin. Bellman-Ford’un V' - E’sinden hizli; ¢ogu gergek
problem (yol ag1) icin tercih edilen.

Ders 19 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 1 (J;, tablosu) ve 4 (klasik Bellman-Ford) ¢oz.

* “Simple yol < V — 1 kenar” ve “tanik” tanimlarin1 ezberden anlat.

* Ana ciimleyi tekrar oku: “Sonlu en kisa yol V' — 1 kenardan uzun olamaz; ¢ogalt, DAG yap,
gevset, tantklart —oo yap.”

25.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Bellman-Ford hedefi Genel cizgede SSSP; oo/ —oco/  Bol. 1
sonlu; O(V - E)

Basit en kisa yol 0 sonlu — tekrarsiz - <V —1  BoL 3
kenar

k-kenar mesafesi 9, En fazla k kenarli en kisa yol; Bol. 4
k=V —1 yeter

Tanik (witness) dy < Oy — negatif cevrim Bol. 5-6
kaniti

—oo kurah 0 = —o0 < bir taniktan Bol. 5
erisilebilir

Graf cogaltma V + 1 seviye, seviye-atlamali + Bol. 7-8
kalma kenar1 — DAG

Algoritma G’ kur — DAG relaxation — § Bol. 9
(sg = V — 1 seviyesi) — tanik
—00

Calisma siiresi O(V - E) (DAG relaxation V kat  Bdl. 10
biiyiik cizgede)
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25.17 Builder ve OMSCS Baglantilart

25.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

Bu ders, “DAG kisitint kaldiran en genel SSSP” fikrini kurar ve graf cogaltma ile ¢evrimli/negatif
problemi ¢6ziilmiis bir DAG’a indirger — kopriilerin 6zeti:

1. Bellman-Ford — distance-vector yonlendirme (RIP), ag topoloji kesfi, gecikme tabanli yol.

2. Negatif cevrim tespiti — arbitraj (doviz ¢evrim grafi kar dongiisii), kisit tutarsizlig1 (fark kisitlari).

3. Graf ¢ogaltma — durum-augmentasyonu: zaman-genisletilmis ¢izge, yakit/mod katmanlari,
takvim cakigmasi.

4. k-kenar mesafesi — sinirli-atlama en kisa yol (en fazla k aktarma), kademeli yayilim.

5. DAG’a indirgeme — “zor problemi kolay kara kutuya ¢evir” (reduction); OMSCS CS 6515 ana
temast.

6. Ucgen esitsizligi + toplama argiimam — ortalama/amortize analiz, potansiyel fonksiyon kanit-
lar.

! Tek bir sey alip gideceksen

Bellman-Ford’un sirr1 tek bir gozlemdir — sonlu bir en kisa yol V' — 1 kenardan uzun olamaz. Cizgeyi
V' + 1 seviyeye cogaltip ¢cevrimsiz (DAG) héle getirir, ¢6zmeyi bildigimiz DAG relaxation’1 ¢agirir;
V' kenarda hala kisalan diigiimleri “tanik” olarak yakalayip onlardan erigilen her seye —oo yayar.
Cevrimli/negatif problemi, ¢evrimsiz bir probleme indirger — bedeli yalnizca bir V' faktorii, yani

OV - E).
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26 Dijkstra

Agirliklar negatif degilse mesafe en kisa yol boyunca artar; bu yiizden diigtimleri bir éncelik kuyrugundan
artan mesafe sirasinda ¢ekip kenarlarini gevseterek tek-kaynak en kisa yolu ¢cozeriz — degistirilebilir oncelik
kuyrugu decrease_key ile gevseyen tahminleri giinceller, BFS’in agirlikli genellemesi, neredeyse dogrusal
O(VlogV +E)

1 Boliim bilgisi

e Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 13: Dijkstra (~57 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 13: Dijkstra

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 19 (L13)

* Hoca: Jason Ku (agirlikli en kisa yollar {initesinin negatif-olmayan agirlik icin hizli algoritmasi)
* Okuma siiresi: ~26 dk

Bir 6nceki ders (Ders 18) Bellman-Ford herhangi bir gizgede ¢aligtyordu ama O(V - E)
— yogun cizgede O(V3) — yavasti. Bu ders, agirhklar negatif degilse cok daha hizl
bir algoritma verir: kaynaktan disa artan mesafe sirasinda ilerleyen Dijkstra, neredeyse
dogrusal O(VlogV + E).

26.1 Bu Derste Ne Var?

Bellman-Ford (Ders 18) herhangi bir gizgede calistyordu ama O(V - E) (yogun cizgede O(V3)). Bu ders
(Jason Ku), agirhiklar negatif degilse cok daha hizli bir algoritma verir: Dijkstra. Negatif ¢evrim derdi
olmadigindan, kaynaktan digsa artan mesafe sirasinda ilerler ve O(V log V' + E) — dogrusala yakin —
suireye iner.

“If weights greater than or equal to 0, then distances increase along shortest paths.” — Ku, 8:35
Ug ana fikir:

1. Negatif olmayan agirhik — tekdiize mesafe — en kisa yol boyunca mesafe azalmaz; bu, “kaynaktan
disa biiyiiyen kiire” sezgisini miimkiin kilar.

2. Artan sira bilinirse DAG relaxation — diigiimleri artan mesafe sirasinda isleyebilseydik, ¢izgeyi bir
DAG’a cevirip dogrusal ¢ozerdik.

3. Degistirilebilir 6ncelik kuyrugu — siradaki en yakin diigiimii verimlice bulmak icin decrease_key
destekli bir oncelik kuyrugu.
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https://www.youtube.com/watch?v=NSHizBK9JD8
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-13-dijkstra/

26 Dijkstra

Ders 19 (L13): Dijkstra

Gozlem 2: sira bilinirse degistirilebilir 6ncelik oncelik kuyrugu secimi —

Gozlem 1: mesafe ARTAR

algoritma + dogruluk

DAG kuyrugu stire
agirlik 2 0 — en kisa yol artan mesafe sirasi — DAG build + delete_min - en yakim ¢ikar — gevset }
boyunca relaxation decrease_key — decrease_key dizi V2 « ikili yigin E log V
mesafe azalmaz; disa dogrusal; sifir kenar id ile anahtar diistir - Ders gevsetme giivenli + ¢ikinca Fibonacci yigim E + V log V

biyliyen kiire birlestir 12 + sozluk [

Sekil 26.1: Ders 19’un (L13) kavram haritas1: kok = Dijkstra (Ku) — negatif olmayan agirlikli tek-kaynak en
kisa yol, BFS’in agirlikli genellemesi. Bes dal — (1) Gozlem 1: agirlik negatif degilse mesafe
en kisa yol boyunca artar; kaynaktan diga biiyiiyen kiire sezgisi. (2) Gozlem 2: diiglimlerin artan
mesafe sirasi bilinirse ¢izge bir DAG’a iner — DAG relaxation dogrusal ¢ozer; sifir agirlikli
kenarlar birlestirilir. (3) degistirilebilir 6ncelik kuyrugu: build, delete_min, decrease_key; id ile
anahtar diigiir; oncelik kuyrugu (Ders 12) art1 capraz bag sozliigii. (4) algoritma art1 dogruluk: en
yakini ¢ikar, kenarlar1 gevset, decrease_key ile giincelle; gevsetme giivenli art1 ¢ikinca delta. (5)
oncelik kuyrugu se¢imi siireleri belirler: dizi kare V, ikili y1gin E log V, Fibonacci y18in1 E art1 V
log V. Sonug: BFS’i agirlikli diinyaya tasir; sirr1 tek gozlem, negatif yoksa mesafe artar.

@ Builder Notu — Negatif Yoksa A¢gozliiliik Dogru

Bellman-Ford genel ¢izgeyi O(V - E')’de ¢6ziiyordu. Dijkstra, agirliklarin negatif olmadigi kabuliiyle tek
bir gozlemden gii¢ alir: mesafe en kisa yol boyunca artar, dolayisiyla “en yakin diigiimii kesinlestir, bir
daha dokunma” aggozlii stratejisi dogrudur. Bedeli V' - E' degil, neredeyse dogrusal O(V log V + F)’dir.

+ lleriye - GPS/yonlendirme: Dijkstra, Google Maps/Waze ve ag yonlendirmenin (OSPF link-
state) cekirdek algoritmasidir.

« lleriye — sezgisel arama: Dijkstra’ya sezgisel (heuristic) eklenince A* olur; oyun yol bulma ve
robotik hareket planlamada standart.

* fleriye — oncelik kuyrugu secimi: array (yogun) vs binary heap (seyrek) vs Fibonacci heap
(teorik) — veri yapisi se¢imi karmagiklig1 belirler.

* Geriye — DAG relaxation (Ders 16) + oncelik kuyrugu (Ders 12): Dijkstra ikisini birlestirir.

Tek ciimle: Negatif agirlik yoksa mesafe en kisa yol boyunca artar; bu sayede diigiimleri artan mesafe
strasinda bir oncelik kuyrugundan cekip kenarlarint gevseterek SSSP’yi O(V log V' + E)’de ¢ézeriz —
BFS’in agirlikli genellemesi.

26.2 1. Manzara: U¢ Algoritma ve Dijkstra’nin Yeri

Simdiye dek agirlikli SSSP i¢in ii¢ yol gordiik: (1) BFS (agirliklart tek-kenarlara acarak — yalniz pozitif
ve kiiclik-toplamli), (2) DAG relaxation (¢evrimsiz, herhangi agirlik, dogrusal), (3) Bellman-Ford (genel,
negatif gevrim dahil, O(V - E)). Bellman-Ford yogun gizgede O(V3) — yavas.

Cogu gercek problemde agirliklar negatif degildir (“evime negatif mesafe yok™). Bu kisitla ¢ok daha iyisini
yapabiliriz: Dijkstra, neredeyse dogrusal O(V log V' + E). (Buradaki log V' pratikte ~30-60’tan biiyiik
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26.3 2. Gozlem 1: Negatif Olmayan Agirlik — Mesafe Artar

olmaz.)

26.3 2. Gozlem 1: Negatif Olmayan Agirlik - Mesafe Artar

[k anahtar gozlem: agirliklar > 0 ise, en kisa yol boyunca mesafe (zayif) tekdiize artar.
“If weights greater than or equal to 0, then distances increase along shortest paths.” — Ku, 8:35
Yani s — v en kisa yolu bir u’dan gegiyorsa, d(s,u) < 0(s, v) (aradaki alt-yolun agirhgi negatif olamaz).

Bu, “kaynak merkezli bir kiireyi disa biiyiitiip once yakin diiglimleri kesfet” stratejisini miimkiin kilar. Negatif
agirlik olsaydi, cok uzaktaki bir diigiim negatif kenarla kiire i¢ine “sizabilirdi” — bu strateji ¢okerdi.

Sekil 26.2 bu gozlemi esmerkezli mesafe kiirelerinde gosterir: kaynak s merkezde, her diigiim 0 (s, v) yarigaph
bir kiirede; en kisa yol s — ¢ — a — b daima disa dogru (6: 0 — 3 — 7 — 9, kesinlikle artan). Sagdaki
kars1-0rnek panel, hayali bir —8 kenar1 eklenince uzak diigiimiin i¢ kiireye “sizip” yapinin ¢oktiigiini —
negatif agirligin neden yasak oldugunu — gosterir.

26.4 3. Gozlem 2: Artan Sira Bilinirse DAG Relaxation

Ikinci gozlem: SSSP’yi daha hizh ¢6zebiliriz — eger diigiimleri artan mesafe sirasinda 6nceden bilirsek.

“we can solve single source shortest paths faster if we’re given an order of vertices in increasing
distance beforehand.” — Ku, 11:22

Neden? Gozlem 1 sayesinde, bu siraya gore geriye giden her (pozitif) kenar en kisa yola katilamaz —
atilir. Geriye yalniz ileri kenarlar kalir — bir DAG — DAG relaxation (dogrusal). (0-agirlikli kenarlar
istisna: ayn1 mesafedeki diigiimler aras1 O-kenar, siray1 cevirerek diizeltilir; 0-agirlikli cevrim tek diigiime
birlestirilir/coalesce.) Sorun: bu siray1 6nceden bilmiyoruz — onu hesaplamamiz gerek.

26.5 4. Dijkstra’nin Fikri

Dijkstra (BFS’in agirlikli genellemesi; Hollandal bilgisayar bilimci, “Dijkstra”da J sesi yok — Y’den gelir)
iki gézlemi birlestirir:

“Relax edges from vertices in increasing distance from source.” — Ku, 23:09

Kenarlari, diigiimleri artan mesafe sirasinda alarak gevset. Ama “siradaki en yakin diiglim” hangisi? Bunu
onceden bilmedigimizden, kademeli hesaplariz:

“find the next vertex efficiently using a data structure.” — Ku, 23:47
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26 Dijkstra

Gozlem 1: agirhik = 0 -» mesafe en kisa yol boyunca ARTAR (esmerkezli kiire sezgisi)

Esmerkezli mesafe kiireleri (kaynak s merkezde)

en kisa yol s » ¢ » a » b daima DISA dogru - 6 monoton artar

acgozIi strateji de COKER. 1

b vt .
- | KARSI-ORNEK 1
,ll 1 hayali negatif kenar eklenirse |
6=9 K4 1 1
|
5=7 | :
F | 1
A2 I |
6=7 { ! @ — I
! 1 *® 1
! | >
: 6 ARTAR 1 T
‘ (0-3-7-9) 1 1
6=5 ' I o 1
H | 1
| I i
\ 1
| - uzak diigiim mesafesi g:eri DUSER
6=3 I - dis kiireden ig kiireye S{ZAR
C 1
| esmerkezli kiire yapisi ¢oker J
|
|
|

[negatif agirhk YASAK] :

6 =0( S Jkaynak

Gozlem 1 (Ku L13 §2): agirhk = 0 ise mesafe en kisa yol boyunca ARTAR — "distances increase along shortest paths" (Ku 8:35).

Sonug: en yakini kesinlestir, bir daha dokunma (Dijkstra a¢gézItligl dogru) — ¢ikarilma sirasi = artan mesafe s, c, d, a, b.

Sekil 26.2: Gozlem 1 (Ku L13 §2): agirhik > 0 — mesafe en kisa yol BOYUNCA ARTAR — esmerkezli
mesafe kiireleri sezgisi (.13 §2). SOL: kaynak s merkezde (0,0); yaylar § = 3, 5, 7, 9 (6rnek
cizgenin 6 degerleri). Her diigiim kendi 6 yaricapl kiirede; en kisa yol s—c—a—b amber, diigtim
mesafeleri 0—3—7—9 ARTAN; yol boyunca § biiyiir oku. SAG — KARSI-ORNEK: ayni kiire
fikrine b’den i¢ kiireye hayali —8 kenar1 eklenirse uzak diigiim mesafesi geri DUSER (dis kiireden
i¢ kiireye SIZAR) — esmerkezli yap1 ¢oker — a¢gozlii strateji ¢oker; negatif agirlik YASAK
gerekgesi. ALT NOT: ¢ikarilma sirasi = artan mesafe s, c, d, a, b; “distances increase along shortest
paths” (Ku 8:35). Veri MOTORDAN: dijkstra(s) = {s:0, c:3, d:5, a:7, b:9}; en kisa yol s>c—a—b
mesafeleri 0—»3—7—9 kesinlikle ARTAN; tiim agirliklar > 0.

258



26.6 5. Degistirilebilir Oncelik Kuyrugu
26.6 5. Degistirilebilir Oncelik Kuyrugu

Gereken yapr1: degistirilebilir oncelik kuyrugu (changeable priority queue) — ii¢ islem:

“changeable priority queue has three operations... build... delete min... Decrease the key.” —
Ku, 24:42

* build(items): n 6geyle kur.
* delete_min(): en kiiciik anahtarli 6geyi cikar.
* decrease_key(id, k): belirli id’li 6genin anahtarin1 daha kiigiik bir k’ya diisiir.

Fark: her 6genin bir anahtar1 (key, mesafe tahmini) ve benzersiz bir id’si (diglim) vardir. decrease_key, id
ile 6geyi bulup anahtarini giinceller. Implementasyon: normal bir 6ncelik kuyrugu (Ders 12) + bir sézliik (id
— kuyruktaki konum) cross-link. Diigiim id’leri 0... V' — 1 ise, sozliik yerine direct access array — O(1)
(hash’in beklenen O(1)’i yerine kesin O(1)).

Sekil 26.3 imza sekildir: solda binary min-heap agaci (her diiglimde (key, id)) + altinda id—konum cross-
link sozligii; ortada decrease_key (2, 0) adimi (id 2’nin anahtar1 8 — 0, koke sift-up); sagda {i¢ islem ve
maliyetleri. Capraz bag, gevseyen bir diigiimii taramadan O(1) konumlandirmay1 — dolayisiyla O(log n)
decrease_key’i — miimkiin kilar.

26.7 6. Dijkstra Algoritmasi
Baglat: d(s,v) = oo tiim v; d(s, s) = 0. Kuyrugu kur. Bosalana dek: en kiigiik tahminli «’yu ¢ikar, ¢ikis
kenarlarin1 gevset (gevsetince decrease_key ile kuyrugu giincelle).

“Dijkstra... designed this very nice generalization of BFS for weighted graphs.” — Ku, 22:02

def dijkstra(adj, weight, s):
d = {v: float('inf') for v in adj}

d[s] = ©
Q = ChangeablePriorityQueue((v, d[v]) for v in adj) # build
while Q: # bos degilse
u = Q.delete min() # en yakin dugum
for v in adj[u]:
if d[u] + weight[(u, v)] < d[v]: # ucgen esitsizligi ihlali
d[v] = d[u] + weight[(u, V)] # relax
Q.decrease_key(v, d[v]) # kuyrugu guncelle
return d

Cahsilan Ornek. Pozitif agirlikli, gevrimli yonlii gizge. s = 0 ile basla; s’yi ¢ikar, a — 10, ¢ — 3 gevset.
Kuyruktaki en kiiciik: ¢ (3). ¢’yi ¢ikar,a — 7 (3 4+ 4), b — 11, d — 5 gevset. En kiiciik: d (5). d’yi ¢ikar,
b — 10 (5+ 5). En kiigiik: a (7). a’y1 ¢ikar, b — 9 (7 4 2). Sonra b (9). Sonug: 6 = {s:0, ¢:3,d:5, a:7,b:9}
— dogru en kisa mesafeler.

Sekil 26.4 bu 6rnegin tam adim izini gosterir: istte ¢alisilan cizge (amber kenarlar = en kisa yol agaci), altta
5 satirlik tablo. Her satir: delete_min edilen diiglim (kesinlesti/donduruldu), gevsetilen kenarlar, kuyrukta
kalanlar ve d tablosunun anlik durumu. b diigiimii co — 11 — 10 — 9 ii¢ ayn turda diiser — ac¢g6zlii
cikarma sonradan iyilesmeyi engellemez, ¢cikarilma aninda deger kesinlesir.
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26 Dijkstra

Degistirilebilir oncelik kuyrugu: min-heap + id—konum cross-link - decrease_key O(log n)

Uc temel islem (Ku 24:42)
Dijkstra'nin motoru — kuyruktaki bir diigtiimdin anahtarini gevsetme (relax) ile disirir - Ku L13 §5
r

Binary min-heap + cross-link diigim = (key, id)

build 0(n)

kék = min

decrease_key(2, 0) - ~
id 2'nin anahtari 8 -» 0 delete min 0(109 n)
- id2
decrease_key 0(log n)
: -

sift-up -
pos s6zlugi (cross-link) (yukan sizil)
id konum 0 < parent —» yukari yukselir; o A e
ﬁ id 2 KOKE gecer (yeni min) id'ler 0..V-1 ise:
pos = dogrudan erisim dizisi
1 [1] konum pos[2] ile O(1) - konum aramasi KESIN 0(1)
bulundu - O(log n) sizilme
2 [2]
3 [o]
4 [4]

id —» konum O(1) bulunur
(D14 isaretgi dersinin akrabasi)

Sekil 26.3: Degistirilebilir oncelik kuyrugu = binary min-heap + id—konum CROSS-LINK sozliigii —
decrease_key O(log n) (L13 §5 IMZA). SOL: 5 diigiimlii min-heap agaci, her diigiimde (key, id)
cifti + altinda pos sozliigii tablosu (id — heap-konumu satirlari); her satirdan agactaki diigiime ince
amber cross-link oku (id — konum O(1); D14 isaret¢i dersinin akrabasi). ORTA: decrease_key(2,
0) adim1 — id 2’nin anahtar 8 {istii ¢izili — 0, kokten yukar: sift-up oklari; pos[2] ile konum
O(1) bulundu — O(log n) siiziilme. SAG: tic islem kutusu build O(n) / delete_min O(log n) /
decrease_key O(log n) (Ku 24:42) + id’ler 0..V-1 ise pos = dogrudan erisim dizisi — kesin
O(1) notu. Veri MOTORDAN: ChangeablePQ([(0,5),(1,3),(2,8),(3,1),(4,9)]) heapify sonrasi a =
[(1,3),(3,1),(8,2),(5,0),(9,4)], is_valid_heap True; decrease_key(2,0) sonra delete_min() == (2,0)
(id 2 koke gecti).
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26.7 6. Dijkstra Algoritmast

Dijkstra adim izi: en yakini ¢ikar - gevset - decrease_key — cikarma sirasi = artan mesafe

Calisilan ornek (w: E -» Z=0, kaynak s)

kaynak S

calisilan érnek (Ku L13 §6) - ChangeablePQ (delete_min / decrease_key, O((V+E) log V))

0 (@
2

4
3
Ol

amber kenarlar = en kisa yol agaci (gevsetmeyle d'yi belirleyen)

delete_min

#1

#2

#3

#4

#5

d=0

kesinlegti -

d=3

kesinlesti

d d=5

kesinlesti

d=7

kesinlesti -

b d=9

kesinlegti

®

8 5
@

gevsetilen kenarlar (v: eski-yeni)

donduruldu

dondurulgu

+ dondurulgu

dondurulgu,

+ donduruldu

a: ©-10

a: 10-7

b: 11-10

b: 10-9

C: 03

b:

0-11

d: -5

kuyruk kalan

¢, d a b

d,a, b

@ (bos)

d tablosu (anhk)

0 |10
s a
V] 7
s a
1] 7
s a
V] 7
s a
V] 7
s a

11

10

Gézlem B: her diigiim BiR kez delete_min edilir, sonra dondurulur — bir daha dokunulmaz (agirlik = 0 » mesafe yol boyunca ARTAR).

Cikarilma sirasi = ARTAN mesafe: s(0) = ¢(3) = d(5) - a(7) - b(9) (motor order ASSERT). b: »-11-10-9 Uc turda dlser, son delete_min'de 9.

Sekil 26.4: Dijkstra adim izi: en yakim ¢ikar - gevset - decrease_key — cikarma sirasi = ARTAN mesafe
(L13 §6 IMZA). UST: ¢alisilan drnek cizge (build_dijkstra_example) sabit yerlesim; diigiim =
daire, kenar = yonlii ok + agirlik rozeti; amber kenarlar = en kisa yol agaci (gevsetmeyle d’yi
belirleyen: s—c, c—a, c—d, a—b). ALT: 5 satirlik adim tablosu (motor order = artan mesafe).
Her satir: delete_min edilen diigiim (amber daire + d-degeri + kesinlesti-donduruldu rozeti) - o
turda gevsetilen kenarlar (v: eski—yeni, b siitunu co—11—10—9 amber vurgu) - kuyruk kalan
mini-kutusu - d tablosunun anlik durumu. ALT NOT (Gézlem B): her diigiim BIR kez cikar, sonra
dondurulur — bir daha dokunulmaz; ¢ikarilma sirasi s(0)—c(3)—d(5)—a(7)—b(9). Veri MOTOR-
DAN: dijkstra_trace order = [(s,0),(c,3),(d,5),(a,7),(b,9)]; c relaxed [(a,10,7),(b,00,11),(d,00,5)], d
[(b,11,10)], a [(b,10,9)]; trace.d == dijkstra == {s:0,a:7,b:9,c:3,d:5}; b evrimi co—11—-10—-9.
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26 Dijkstra

26.8 7. Dogruluk: iki Gézlem

Iddia: algoritma sonunda tiim v igin d(s, v) = d(s,v). Iki gdzleme dayanr:

» Gozlem A: gevsetme bir kez d’yi gergek §’ya esitlerse, sonda da dyle kalir. Clinkii gevsetme yalniz
diisiiriir ve giivenlidir (relaxation safe, Ders 16): tahmin daima gercek bir yolun agirlig1 veya co — en
kisa mesafenin altina inemez.

“relaxation is safe.” — Ku, 41:57

» Gozlem B: bir diigiim Q’dan ¢ikarildiginda tahmini zaten ¢’dir. Tim diigiimler ¢ikarildigindan, hepsi
dogru olur.

“it suffices to show that my estimate equals the shortest distance when v is removed from the Q.”
— Ku, 43:02

Calsilan Ornek — kamt (tiimevarmm). Q’dan cikarilan ilk & diigiim iizerinde tiimevarim. Temel (k = 1):
ilk ¢ikan s, d(s) = 0 = §. Adim: v/, k. ¢ikan diigiim; s — v en kisa yolunda, Q’dan heniiz ¢tkmamus ilk
diigiim y, énciilii « ise — x ¢ikmig oldugundan (timevarim) d(x) = §(z), ve y, x’in en kisa yolundaki ardili
oldugundan d(y) = d(y). Negatif olmayan agirhk — d(y) < §(v”). Giivenlilik = d(v") > §(v"). Ve v’
minimum ¢ikarildigindan d(v") < d(y) = d(y) < 6(v”). Tiim esitsizlikler esitlige sikisir — d(v") = 0(v”).
v' (Burada negatif olmayan agirhk sart — Gozlem 1’in 6zii.)

Sekil 26.5 bu zinciri gorsellestirir: iistte s... 2 — 3 ... v" en kisa yol semas1 (¢ikmig diigiimler dolu, kuyruk-
takiler beyaz), altta sikigan esitsizlik zinciri 0(v") < d(v") < d(y) = §(y) < §(v”) ve her bagin gerekgesi.
Son bag (§(y) < §(v")) agirhik > 0’a dayanmir — negatif olsaydi tam burada kirilirdi. Motor, bagimsiz bir
capraz kanit olarak Dijkstra ile Bellman-Ford un ayni drnekte birebir ayni1 §’y1 verdigini dogrular.

26.9 8. Calisma Siiresi: Oncelik Kuyrugu Secimi

Algoritma her seyi kuyruk iglemleriyle yapar: 1 build (B), V' delete_min (M her biri), £’ decrease_key (D her
biri):

T=B+V -M+FE-D

Oncelik kuyrugu secimi sonucu belirler:

« Array (direct access): delete_min O(V') (tiim diziyi tara), decrease_key O(1) — O(V?). Yogun
cizgede (FE ~ V?2) dogrusal — basit ve iyi.

* Binary heap (ikili y13in): delete_min O(log V'), decrease_key O(log V') (ebeveynle yukari swap) —
O((V + E)logV) = O(Elog V). Seyrek ¢izgede iyi.

* Fibonacci heap: O(E + V' log V') — hem seyrek hem yogunda en iyi teorik sinir.

“This data structure is called the Fibonacci heap.” — Ku, 55:10
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26.9 8. Calisma Siiresi: Oncelik Kuyrugu Secimi

Dijkstra dogrulugu: sikisan esitsizlik zinciri -» d(v’) = 6(v’)

¢ikarilma sirasina tiimevarim - adirlik = 0 zincirin son badini tasir - Ku L13 §7

v’ cikarilmak iizere—"ye giden bir en kisa yol iizerinde, kuyrukta kalan iLK digiim = y

kaynak cikmis - d=6 kuyrukta ILK wiagdi cikariliyor

‘ cikmis (kesinlesti) kuyrukta (henlz degil) L
ayni &(v’) —»fmar SIKISIR

6(v') = d(v') = d(y) = 6(y) = o(v')

guvenli gevsetme minimum ¢ikarildi timevarim AGIRLIK = 0

HEPSI ESIT = d(V)=6()

Son bag 8(y) = 6(v') AGIRLIK = 0'a dayanir: y, v'ye giden yolun bir ON-EKi oldugundan én-ek = tam yol.
Agirlik negatif olsaydi 6(y) > 6(v') olabilir - zincir KIRILIR (Dijkstra tam burada ¢oker). Ku 43:02 + 41:57.

Bagimsiz capraz kanit — motor iki algoritmayi da calistirdi: dijkstra == bellman_ford == {s:0, c:3, d:5, a:7, b:9} BIREBIR.

Sekil 26.5: Dijkstra dogrulugu: SIKISAN esitsizlik zinciri — d(v ) = §(v ) (L13 §7 IMZA). UST SERIT: en
kisa yol semast s ... x (¢ikmis, d=8 rozeti) — y (kuyrukta ILK, d(y)=6(y)) ... v (simdi ¢ikariliyor);
cikmis diigiimler slate DOLU, kuyruktakiler BEYAZ. ALT: esitsizlik zinciri biiylik kutu §(v ) <
d(v ) £ d(y) = 6(y) € 6(v ), her bagin altinda gerek¢ce — giivenli gevsetme / minimum c¢ikarild1 /
tiimevarim / AGIRLIK > 0 (sonuncusu amber: negatifte tam burada ¢oker); sikisma cemberi en
sol ve en sag 8(v ) aym — HEPSI ESIT — d(v)=8(v). ALT NOT (Ku 43:02 + 41:57): son bag
y’nin v yolunun 6n-eki olmasina dayanir (6n-ek < tam yol, agirlik negatif degilse); negatifte 6(y)
> 8(v ) olabilir — zincir KIRILIR. Bagimsiz capraz kanit — motor iki algoritmay1 da ¢alistirdi:
dijkstra == bellman_ford == {s:0, c:3, d:5, a:7, b:9} BIREBIR.
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26 Dijkstra

Pratik: Fibonacci heap karmagiktir, nadiren implemente edilir; ¢izgenin seyrek/yogun oldugu bilinirse heap/ar-
ray yeter. Teori sorusunda O(E + V' log V') sinirin1 kullan.

Sekil 26.6 bu ii¢ se¢imi tek formiil tizerinden karsilastinir: 7' = B + V' - delete_min + £ - decrease_key
formiiliine array / binary heap (amber: derste kullamlan) / Fibonacci heap takilir — O(V2)/ O(Elog V') /
O(E + V'1og V). Segim ¢izgenin yogunluguna baghdir; teori sorusunda en iyi sinir Fibonacci’nin O(E +
Vlog V) sidir.

PQ secimi Dijkstra'nin calisma siiresini belirler: T = B + V-delete_min + E-decrease_key

ayni algoritma, lg farkl éncelik kuyrugu — Ug¢ farkli asimptotik - Ku L13 §8 (motor: ChangeablePQ = binary heap)

T=B + V - delete min + E - decrease_key

B = kuyrugu kur (build) - V kez en yakini ¢ikar (delete_min) - = E kez gevsetmede glincelle (decrease_key) — Ku L1388

VAY
ARRAY delete_min (V l;e_z) decrease_key (=< E) T= m
(dogrudan erisim) O(V) 0(1) 0(\’2 ) ogun E = V2

* derste kullanilan

seyrekcizgedeiyi

BINARY HEAP delete_min (V lile_z) decrease_key (= E) T=
(min-heap + cross-link) 0 ( 109 V) 0 ( 109 V) 0 ( E log V) eyrek E ~ V
FIBONACCI HEAP delete_min (V kez) decrease_key (< E) 1 = teorik eniyi
-t a pratikte karmasgik,
(amortize) 0 ( 109 V) 0 ( 1) * 0 ( E + V log V) implemente (Ku 55:1

*_Fibonacci heap: delete_min / decrease_key AMORTIZE sinirlar (decrease_key amortize O(1) - toplamda V-log V baskin)

PQ secimi ¢cizgenin YOGUNLUGUNA bagh: yogunda array O(V?) - seyrekte binary heap O(E log V).

Teori sorusunda en iyi sinir olarak O(E + V - log V) (Fibonacci) kullan — asimptotik tavan budur.

Sekil 26.6: PQ sec¢imi Dijkstra’nin ¢aligma siiresini belirler: T = B + V-delete_min + E-decrease_key (L13
§8 IMZA). UST: genel formiil panosu (Ku) — B = kuyrugu kur, V kez delete_min, < E kez
decrease_key. 3 PQ satirt: (1) ARRAY (dogrudan erigim) delete_min O(V) / decrease_key O(1)
— T = O(V?), yogun ¢izgede iyi; (2) BINARY HEAP (amber, derste kullanilan, min-heap + cross-
link) ikisi de O(log V) — T = O(E log V), seyrek cizgede iyi; (3) FIBONACCI HEAP (amortize)
delete_min O(log V)* / decrease_key O(1)* — T = O(E + V log V), teorik en iyi ama pratikte
karmasgik nadiren implemente (Ku 55:10). ALT SERIT: PQ secimi ¢izgenin YOGUNLUGUNA
bagli (yogunda array O(V?), seyrekte binary heap O(E log V)); teori sorusunda en iyi smir O(E +
V log V) kullan. Veri MOTORDAN: dijkstra(s) = {s:0, c:3, d:5, a:7, b:9}; ChangeablePQ = binary
heap is_valid_heap True; delete_min sirast ARTAN mesafe s(0) c(3) d(5) a(7) b(9) (G6zlem B).

Sekil 26.7 Dijkstra’nin dayandig1 kabulii sentezler: agirlik > 0 kalktiginda ne olur. Ornek ¢izgeye negatif
bir b — ¢ (—8) kenar1 eklenir (negatif cevrim b — ¢ — d — b = —1). “Kesinlestir, bir daha dokunma”
Dijkstra (c’yi 3’te dondurur) bu kenar1 gérmez ve orijinal sonlu yamit1 verir — yanls; oysa Bellman-Ford
negatif cevrimden erisilen herkesi —oo isaretler. Bu, Ders 20’deki PS6 (Solomon) Problem 1’in kopriisiidiir
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26.10 Bu Dersin Ozeti

— orada bu c¢izge elle adim adim iglenir.

Negatif kenar Dijkstra'yr KIRAR — "kesinlestir, bir daha dokunma" varsayimi ¢coker

Ayni cizge — iki algoritma, FARKLI yanit
ornek cizgeye b-c(—8) eklendi - Ku L13 sentez + PS6 Problem 1 képrtist

Solomon PS6 4:49 — kesinlestirilen diigiim "zamanda donar" mm Bellman-Ford
) s 0 0
4

10 2
a 7 —o0
o oY Yilg
kaynak S 4
N
3 @@ ) /5' b 9 -
94 (-8) =1<3 =
kesif ama ¢ donmus c =2 d
- dokunulamaz dlcl= 9 3 —00
DONDURULDU (#2)
negatif cevrim b-c-d-b = —8+2+5 = -1 d 5 —00

= fark (Dijkstra yanls) - s hari¢ tim ddgimler
Agirlik = 0 varsayimi KIRILINCA Gé6zlem 1 (mesafe yol boyunca artar) diiser - kesinlestirme yanlis: donmus diigiime daha iyi yol

sonradan bulunsa da glincellenmez. Cézim: Bellman-Ford (Ders 18) — negatif kenar + ¢cevrimi isler. PS6 Problem 1 bunu

elle adim adim calistirir (Ders 20 teaser). Motor: dijkstra(finalize) # bellman_ford_classic, fark = {a, b, c, d}.

Sekil 26.7: Negatif kenar Dijkstra’y1r KIRAR — “kesinlestir, bir daha dokunma” varsayimi ¢oker (L13 sentez
+ PS6 kopriisii). SOL: ornek ¢izge + eklenen b—c(—8) kalin kirik amber kenar; Dijkstra igleme
sirasi rozetleri (#1..#5); ¢ “d[c]=3te DONDURULDU (#2)” kilit ikonu; b islenince (#5) b—c
tizerinden 9 + (-8) = 1 < 3 kesfi (kesik amber ok) ama ¢ donmus — dokunulamaz (YASAK
isareti); negatif cevrim b—sc—d—b = —8+2+5 = —1; Solomon PS6 4:49 “zamanda donar” notu.
SAG: karsilastirma tablosu diigiim / Dijkstra / Bellman-Ford (motor degerleri BIREBIR); fark
hiicreleri amber (s hari¢ tiim diigtimler). ALT NOT: agirlik > 0 varsayimu kirilinca Gozlem 1 diiger
— kesinlestirme yanlis; ¢coziim Bellman-Ford (Ders 18); PS6 Problem 1 elle isler (Ders 20 teaser).
Veri MOTORDAN: dijkstra(finalize) = {s:0,a:7,b:9,c:3,d:5} (YANLIS), bellman_ford_classic =
{s:0, a,b,c,d:—00} (DOGRU); fark = {a,b,c,d}; donmus kesif 9+(-8)=1<3; cevrim = —1.

26.10 Bu Dersin Ozeti

Dijkstra: negatif olmayan agirliklt SSSP; BFS’in genellemesi; ~dogrusal.

Gozlem 1: agirlik > 0 — mesafe en kisa yol boyunca (zayif) artar.

Gozlem 2: artan sira bilinirse — DAG relaxation (0-agirlik birlestir/cevir).

Degistirilebilir 6ncelik kuyrugu: build / delete_min / decrease_key (id + key, cross-link sozliik).
Algoritma: d = oo, d(s) = 0; en yakim ¢ikar, kenarlar1 gevset, decrease_key ile giincelle.
Dogruluk: gevsetme giivenli + Q’dan ¢ikinca d; negatif olmayan agiurlik sart.

Siire: B+ V - M + E - D — array O(V?) / heap O(E log V') / Fibonacci O(E + V' log V).

NoWwnkwn e~
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26 Dijkstra

! Tek Bir Ciimle

Dijkstra, negatif olmayan agirlikta “mesafe en kisa yol boyunca artar” gozlemini kullanir: diigiimleri
bir 6ncelik kuyrugundan artan mesafe sirasinda ¢eker, kenarlarini gevsetir, boylece SSSP’yi O(F +
V'log V')’de — BFS’in agirlikli genellemesi olarak — ¢ozer.

26.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Dijkstra neden negatif agirliklarda calismaz? Hangi gozlem ¢oker?

Cevap' Dijkstra, Gozlem 1’e (agirlik > 0 — mesafe en kisa yol boyunca artar) dayanir; bu sayede

en yakm dpgumu keslljnllegur bir daha dokunma™ a(;(’O/lil stratejisi dogrudur 1Neoaul agirhk 018211< q)],
Eo‘l% uzakKta e§11§t(11r&](ﬁu%11¥18nc? 1‘1]6 %‘L}d BOE%Erllle% en l(lialfllfyﬂlsgauglr yo ﬁsiafnp ()Iﬁ)eii j8ere dln

ca
I l‘ ll lll‘ ll . N _Adana - AN
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glr lkt uheé mu 1..1(113?%11#16%%2 ?lllrljrllﬁ r)ddgieqllﬂfcr%lﬁlr Tmnlemen‘raqvnn normal oncelik

e?ap ﬁ}(% am sure delete_min < 7 dettease key: delete rrnn 5 decwase key

G PR iy O 180
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| gzggde en iyi. Fibonacci heap — O(F A K log 1), her durumda en ivi teorik ama pratikte karmasl]



26.12 Egzersizler
26.12 Egzersizler

Egzersiz 1. Kiiciik bir pozitif-agirlikh ¢izgede Dijkstra’y: elle calistir: her adimda Q’dan ¢ikan diigiimii,
gevsetilen kenarlar ve giincel d degerlerini yaz.

Egzersiz 2. Degistirilebilir oncelik kuyrugunu binary heap + direct access array ile Python’da implemente et
(build / delete_min / decrease_key); decrease_key’in O(log V') oldugunu dogrula.

Egzersiz 3. Ayni cizgede Dijkstra’yi array, binary heap ve (kavramsal) Fibonacci heap sinirlartyla karsilastir;
cizge seyrek/yogun iken hangisinin kazandigini goster.

Egzersiz 4. Bir negatif kenarli kiiciik ¢izge bul; Dijkstra’nin neden yanlis sonug verdigini, hangi diiglimiin
erken kesinlestigini adim adim goster.

Egzersiz 5. Dijkstra’ya ebeveyn isaretcisi ekle (gevsetirken P(v) = w); algoritma sonunda en kisa yol agacin
yeniden kur.

26.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Sonraki: Ders 21 (LL14) — Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (APSP)

Ders 21 (L.14): Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (APSP) — Jason Ku ile, tek kaynak yerine tiim diigiim
ciftleri arasinda en kisa yol. (Araya Ders 20 = PS6 problem oturumu girer.) Naif yol: her diigiimden
Dijkstra/Bellman-Ford. Daha akillis1 Johnson algoritmasi: negatif agirliklari, bir potansiyel fonksiyonla
negatif-olmayana “yeniden agirliklandirip” Dijkstra’yt V' kez ¢alistirmak.

Ders 21 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 1 (elle Dijkstra) ve 2 (degistirilebilir PQ) ¢oz.

+ Ug calisma siiresi sinirin1 (array/heap/Fibonacci) ve hangi ¢izgede hangisi oldugunu ezberle.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Negatif yoksa mesafe artar; en yakini cek, gevset, decrease_key.”

26.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Dijkstra kapsam Negatif olmayan agirliklt SSSP; Bal. 1
BFS genellemesi

Gozlem 1 Agirlik > 0 — mesafe en kisa yol  Bol. 2
boyunca artar

Gozlem 2 Artan sira bilinirse — DAG Bal. 3
relaxation

Degistirilebilir PQ build / delete_min / decrease_key  BOl. 5
(id + key)

Dijkstra dongiisii En yakini ¢cikar — kenarlar1 gevset Bol. 6

— decrease_key
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26 Dijkstra

Kavram Tanim Sayfada

Dogruluk Gevsetme giivenli + Q’dan ¢ikinca Bol. 7
0; negatif yok sart

Array PQ O(V?); yogun cizgede iyi Bol. 8

Heap / Fibonacci O(ElogV)/O(E+ VlogV) Bol. 8

26.15 Builder ve OMSCS Baglantilari

@6 koprii

Bu ders, “negatif yoksa mesafe artar” gozlemiyle aggozlii SSSP’yi kurar ve degistirilebilir oncelik
kuyrugu ile neredeyse dogrusal siireye iner — kdopriilerin ozeti:

1. Dijkstra — GPS/yonlendirme (Google Maps, Waze), ag link-state (OSPF), oyun yol bulma.

2. Sezgisel arama — Dijkstra + heuristic = A*; robot hareket planlama, video oyunu NPC, harita

rotalama.

Degistirilebilir oncelik kuyrugu — olay simiilasyonu (event queue), zamanlayici, Prim MST.

Acgozlii + giivenli gevsetme — a¢gozlii algoritma kanit deseni (exchange argument).

5. PQ veri yapisi se¢imi — seyrek/yogun bilinciyle karmasiklik ayari; gergek sistemde profil-temelli
secim.

6. Fibonacci heap — teorik optimal vs pratik basitlik; “asimptotik en iyi her zaman pratik en iyi
degildir”.

= w

! Tek bir sey alip gideceksen

Dijkstra’nin sirr1 tek bir gézlemdir — negatif agirlik yoksa mesafe en kisa yol boyunca artar, dolayisiyla
“en yakin diiglimii kesinlegtir, bir daha dokunma” acgdozlii stratejisi dogrudur. Diigiimleri bir 6ncelik
kuyrugundan artan mesafe sirasinda gekip kenarlarini gevseterek SSSP’yi neredeyse dogrusal O(E +
V'log V')’de ¢ozeriz. Bu, BFS’in agirlikli diinyaya taginmug halidir.
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27 Problem Oturumu 6

Ders 16-19’un uygulamasi: bes agirlikli en kisa yol problemi indirgemeyle Dijkstra/BFS’e iner — negatif
kenarin kirdig1 dondurma, Johnson ile agirlikli yarigap, slipernode art1 ikili arama, durum makinesi ile graf
¢ogaltma, darbogaz icin modifiye gevsetme

1 Oturum bilgisi

* Solomon’un videosu: YouTube — Problem Session 6 (=88 dk)

¢ OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 6

¢ Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 20 (Problem Oturumu 6)
¢ Hoca: Justin Solomon

¢ Okuma siiresi: =24 dk

27.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

Altinci problem oturumu (Justin Solomon) agirlikh en kisa yollar iizerine bes problemi isler (Sekil 39.1):
Dijkstra’yi elle ¢alistirmak, tiim-ciftler en kisa yol (Johnson) ve birkag “kilik degistirmis” en kisa yol problemi.
Tema yine indirgeme: problem ¢cogu zaman dogrudan Dijkstra degil, ama siipernode, graf cogaltma, ikili
arama veya modifiye gevsetme ile Dijkstra/BFS’e iner.

“if there’s an obvious algorithm staring us in the phase to solve a given algorithms problem, we
should try that first before we try something more clever.” — Solomon, 15:01

Her problem “iIfade — Yaklagim — Coziim — Karmagiklik” akistyla islenir.

@ Yaklasim — ortak strateji: 6nce bariz olani dene, sonra indirgemeyi ara

Bes problemin tamami ayni refleksle baglar: once “asil ne soruluyor” ve “hangi sabitler verildi” diye
metni soy; eger ortada bariz bir algoritma (dogrudan Dijkstra, tanim1 uygula) varsa onu dene. Bariz
degilse problemi bildigin bir araca indirge: siipernode (¢cok hedef — tek kaynak), graf cogaltma (konum
+ durum — katman), cevap-lizerinde ikili arama (log n biitce — esik ara) veya modifiye gevsetme
(liggen-esitsizligi analogu her giincelleme formiilii Dijkstra iskeletine takilir). Bu oturum, agirlikli en
kisa yol kasin1 bu bes indirgemeyle calistirir.
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https://www.youtube.com/watch?v=Md9QOXomxFs
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/mit6_006s20_prob6/

27 Problem Oturumu 6

Ortak tema:
zor goriinen agirliki
problemi
e DOGRU INDIRGEMEYLE
Dijkstra/BFS'e indir

Problem Oturumu 6
(Ders 16-19 uygulamasi)

v

Problem 1 Problem 4

Problem 2 Problem 3 Problem 5
Dijkstra elle + negatif . robiem . roplem Kiire kapasitesi -ro em 3
Kenar Agirlikl yaricap Sensorlerden uzak dur N P Nakliye darbogazi
(dondurma varsayimi ki) (Johnson + tanmim uygula) (slipernode + ikili arama) coaltma) (modifiye gevsetme)

Sekil 27.1: Problem Oturumu 6’nin kavram haritasi: kok (PS6) bes probleme dallanir ve ortadaki ortak
tema diiglimii besini birden yonlendirir. Problem 1 Dijkstra’y1 elle calistirir, sonra negatif bir
kenarin dondurma varsayimini nasil kirdigin1 gosterir; Problem 2 agirlikli yarigab1 Johnson
algoritmasini kara kutu olarak ¢agirip tanimi1 dogrudan koda dokerek ¢ozer; Problem 3 sensor
problemini bir siipernode art1 cevap-iizerinde ikili aramaya indirir; Problem 4 kiire kapasitesini
durum makinesine cevirip ¢izgeyi kapasite katmanlarina ¢cogaltir; Problem 5 darbogaz yolunu
toplama yerine min/maks ile gevseten modifiye bir Dijkstra ile bulur. Ortak tema — zor goriinen
agirlikli problemi dogru indirgemeyle Dijkstra veya BFS’e ¢evir — Solomon’un her probleme
ayn1 kapidan girmesini saglar.

27.2 Problem 1: Dijkstra Elle ve Negatif Kenarin Kirdig1 Varsayim

ifade. (a) Verilen pozitif-agirhkli cizgede s’den Dijkstra’y1 ¢alistir (mesafeler + iglem siras1). (b) Bir kenarin
agirhigini negatif yap; Dijkstra calistirilirsa ne kirilir?

@ Yaklasim — dondurma varsaymmu: islenen diigiime bir daha dokunma

Dijkstra her adimda en yakin islenmemis diigiimii ceker, komgularini tiggen esitsizligiyle giinceller.
Kilit 6zellik: bir diiglim islenince (kesinlestirilince) dondurulur — bir daha dokunulmaz. Bu a¢gozlii
dogruluk, agirliklarin negatif-olmamasina dayanir: ileride kesfedilen hicbir yol, ¢coktan kesinlegsmis bir
diigiimii kisaltamaz. Negatif bir kenar bu garantiyi yok eder; ¢oziimii géormek i¢in tek negatif kenarli
cizgeyi elle adim adim ¢aligtirmak yeterlidir.

“once I visit a vertex, I never touch it again. It gets frozen in time.” — Solomon, 4:49
Coziim.

(a) Pozitif agirhiklarla Dijkstra. Kaynaktan basla, en yakin iglenmemis diigiimii ¢ek, kenarlarin1 gevset,
dondur; sirayla tiim diigtimler kesinlesir. Cikarilma siras1 mesafeye gore artar (Ders 19 Gozlem 1’in sonucu:
agirlik > 0 — mesafe en kisa yol boyunca artar).

(b) Negatif kenar dondurmayi kirar. Cizgeye bir negatif kenar (6rnegimizde b — c agirlik —8) eklenince,
b islendiginde b — c iizerinden 9 + (—8) = 1 < 3 bulunur — yani ¢’ye daha kisa bir yol kesfedilir, ama ¢
coktan dondurulmustur. Dijkstra’nin “iglenen diiglime bir daha dokunma” varsayimi karilir; ¢’yi kuyruga geri
eklemek gerekir ama Dijkstra buna izin vermez. (Bu 6rnekte ek olarakb — ¢ —d — b= —8+2+5 = —1
negatif bir cevrim olusur, bu yiizden ¢evrime erisilen her diigim Bellman-Ford’da eksi sonsuz olur.)

def dijkstra_vs bf(adj, weight, s): # dondurma davranisini izle
d = {v: INF for v in adj}; d[s] = ©
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27.3 Problem 2: Agwrlikli Yaricap ve Johnson

Q = ChangeablePQ((v, d[v]) for v in adj)
done = set(); violations = []
while len(Q):
u, = Q.delete_min()
done.add(u) # DONDUR
for v in adj[u]:
cand = d[u] + weight[(u, v)]
if v in done: # donmus duglime daha kisa yol!
if cand < d[v]:
violations.append((u, v, cand, d[v]))
continue # Dijkstra DOKUNMAZ (varsayim)
if cand < d[v]:
d[v] = cand; Q.decrease_key(v, d[v])
return d, bellman_ford classic(adj, weight, s), ..., violations

“that breaks our assumption, which is that as soon as I visit a vertex, I never have to touch it
again.” — Solomon, 10:59

Sekil 27.2 bu ¢okiisii motordan gergek verilerle gosterir: 6rnek cizgeye b — ¢ (—8) kenari eklenir; donmus
davrami taklit eden Dijkstra hala {s:0, a:7, b:9, ¢:3, d:5} (negatif kenar1 yok sayan, yanhs sonug) verirken,
ihlal listesi tam olarak [(b, ¢, 1, 3)]’tiir — b iglenince 9 + (—8) = 1 < 3 = d|c] kesfedilir ama ¢ donmustur.
Bellman-Ford ise negatif ¢cevrimi yakalar: s harig¢ tiim diigiimler eksi sonsuza diiger.

Karmasgiklik. (a) standart Dijkstra. (b) negatif kenar — Dijkstra gecersiz; Bellman-Ford gerekir (Ders 18).
27.3 Problem 2: Agirlikh Yaricap ve Johnson

ifade. Agirlikli yonlii ¢izge (negatif agirlik olabilir, negatif cevrim yok). Agirhkl eksantriklik e(u) =
max,, &(u, v); agirhkh yaricap = min,, £(u). Yarigapt O(V3)’te bul.

@ Yaklasim — akilli olma, tamimu dogrudan algoritmaya cevir

Bu, Ders 17 (PS5)’teki yarigap probleminin agirlikli versiyonudur. Burada hile aramaya gerek yok: tanimi1
dogrudan algoritmaya dok. Eksantriklik i¢in tiim-ciftler mesafe gerekir; bunu Johnson algoritmasi
verir (Ders 21°de acilacak; negatif cevrim olmadigindan ¢alisir). Johnson’1 bir kara kutu olarak ¢agrr,
sonra i¢ ice dongiiyle eksantriklikleri ve minimumlarini topla. Karmagiklik biitgesi O(V3) bu naif
yaklasimi zaten rahatca karsilar.

“that’s called Johnson’s algorithm.” — Solomon, 15:49

Coziim. U¢ adim, dogrudan tamimdan:
1. Johnsonile tiim 6 (u, v) giftlerini hesapla— O(V - E+V?1log V) < O(V?3) (basit gizgede E < 2V?).

2. Her u igin i¢ ice dongiiyle £(u) = max, §(u,v) — O(V?).
3. min, e(u) — O(V).
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27 Problem Oturumu 6

Negatif kenar dondurmayi KIRAR — "kesinlestir, bir daha dokunma" varsayimi ¢coker

ornek cizgeye b-c(—8) eklendi - PS6 Problem 1 (Solomon) — ihlal [('b','c',1,3)]

Solomon PS6 4:49 — kesinlestirilen d(igliim "zamanda donar"

kesif ama ¢ donmus c m2p{d
- dokunulamaz d[c]=
DONDURULDU (#2)

negatif cevrim b->c-d-b = —-8+2+5 = -1

Ayni gizge — iki algoritma, FARKLI yanit

s 0 0

a 7 eksi sonsuz
b 9 eksi sonsuz
c S eksi sonsuz
d 5 eksi sonsuz

= fark (Dijkstra yanls) - s hari¢ tiim digimler

Tek negatif kenar HEM dondurma ihlalini dogurur (b-c ile 9-8 = 1 < 3, ama ¢ donmus - giincellenmez) HEM de (burada)

negatif gevrim yaratir (b»c—-d-b = —1) - erisilen her digiim BF'de eksi sonsuz. Dijkstra'nin agg6zlii varsayimi ¢oker.

Co6ziim: Bellman-Ford (Ders 18) — negatif kenari + ¢evrimi isler. PS6 Problem 1 bunu elle adim adim calistirir.

Sekil 27.2: Negatif kenar dondurmay1 KIRAR — Problem 1 IMZA. Ornek ¢izgeye b—c(-8) eklenir (motordan
GERCEK). SOL: cizge (D19 yerlesimi); b—c kenar1 kalin amber kesikli; Dijkstra igleme sira
rozetleri #1..#5; ¢ diigiimii ‘d[c]=3"te DONDURULDU (#2)’ kilit ikonu; b islenince (#5) b—c
tizerinden 9+(—8)=1 < 3 kesfi — ihlal okunda YASAK isareti (donmug diigiime dokunulamaz,
Solomon 4:49); negatif cevrim notu b—sc—d—b = —1. SAG: diigiim / Dijkstra / Bellman-Ford
tablosu (motor degerleri BIREBIR) — Dijkstra {s:0,a:7,b:9,c:3,d:5} (negatif kenar1 ihmal etti,
YANLIS), Bellman-Ford s hari¢ hepsi ‘eksi sonsuz’ (negatif ¢evrim yakalandi); fark hiicreleri
amber. Alt not: tek negatif kenar hem dondurma ihlali hem negatif cevrim dogurur; ¢6ziim Bellman-

Ford (Ders 18).
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27.4 Problem 3: Atniss ve Sensorler — Siipernode ve Ikili Arama

flk terim baskindir, dolayistyla toplam O(V3) olur ve problem biitgesiyle uyumludur.

def weighted_radius(adj, weight): # 0(V?) — tanimi uygula

delta = johnson(adj, weight) # tim-¢iftler 6 (kara kutu)
if delta is None:

return None, None # negatif c¢evrim » tanimsiz
best, center = None, None
for u in adj: # her u: €(u) = maks 6

ecc = max(delta[u][v] for v in adj)

if best is None or ecc < best: # R = min_u €(u)

best, center = ecc, u
return best, center

Johnson burada kara kutudur — i¢inde siipernode + Bellman-Ford potansiyeli ile kenarlar1 negatif-olmayana
yeniden agirliklandirip V' kez Dijkstra galigtirir, ama bu problem i¢in 6nemli olan tek sey ¢iktisinin tiim-¢iftler
mesafe tablosu oldugudur. Motor iizerinde bir dogrulama: rastgele iiretilen 30 negatif-cevrimsiz ¢izgede
weighted_radius (Johnson tabanl) ile her diigiimden Bellman-Ford kosan bagimsiz bir V' x BF tamg1
birebir ayn1 yaricapi verir — yani indirgemenin dogrulugu farkli bir mekanizmayla teyit edilir.

Karmagikhk. O(V?3) — yalnizca “tanimi uygula” ile, higbir akilli numara olmadan.

27.4 Problem 3: Atniss ve Sensérler — Siipernode ve ikili Arama

Ifade. n kavsakli boru ag1, her kavsak derecesi < 4 (pozitif uzunluklu borular), bazi1 kavsaklarda hareket
sensorii. Atniss, s’den t’ye giderken herhangi sensore olan minimum uzakhg en biiyiik tutan yolu ister;
O(nlogn)’de.

@ Yaklasim — kilik degistirmis erisilebilirlik: iki katman + cevap-iizerinde ikili arama

Bu dogrudan en kisa yol degil; kilik degistirmis bir erisilebilirlik problemidir. Iki katmana ayir: (i)
her kavsagin en yakin sensore uzakligini bul, (ii) “en az k uzakta kalarak s — ¢ gidilir mi?” sorusunu
k iizerinde ikili arama ile ¢6z. Ikinci katmanin ipucu sinifta yalniz bir algoritmanin log n siirede
kostugudur: ikili arama. Yanit monoton (biiyiik k& gecilebilir ise kiigiik k£ de gegilir) oldugundan, esigi
stral1 bir dizi indeksinde aramak giivenlidir.

“it’s sort of a readability problem in disguise.” — Solomon, 24:16
Coziim. U¢ adimda:

1. Siipernode x ekle, tiim sensorlere 0-agirlikli kenarla bagla; x’ten Dijkstra — her kavsagin en yakin
sensor mesafesi (O(nlogn)).

“add a new vertex... and make that vertex distance 0 to every one of my sensors.” — Solomon,
31:10

2. G, = sensor-mesafesi > k olan kavsaklarin alt-gizgesi; GG;,’da BFS, “k yarigap1 disinda s — ¢ var mu?”
sorusunu O(n)’de yanitlar.
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27 Problem Oturumu 6

3. En biiyiik £*’y1 bul: kavsaklar1 sensor-mesafesine gore sirala (O(n log n)), dizi indeksi iizerinde ikili
arama (log n adim x O(n) BFS).

“we only have one algorithm that runs in log n time in this class, which is binary search.” —
Solomon, 41:44

def max_min_sensor_dist(adj, weight, sensors, s, t): # O(n log n)
sd = nearest_sensor_dist(adj, weight, sensors) # 1. siUpernode Dijkstra
cands = sorted(set(sd.values())) # esik adaylari (sirali)
lo, hi, best = @, len(cands) - 1, None
while lo <= hi: # 3. indeks Uzerinde ikili arama
mid = (lo + hi) // 2; k = cands[mid]
if survives_threshold(adj, sd, s, t, k - 1): # 2. G_k'da BFS
best = k; lo = mid + 1
else:

hi = mid - 1
return best

Indirgemenin dogrulugunu kiigiik bir ¢izgede bagimsiz bir tanik teyit eder: tiim basit yollart DFS ile gezip her
yolun minimum sensor-mesafesini alan, sonra bunlarin maksimumunu dondiiren kaba-kuvvet, ikili aramanin
buldugu k* ile ayni degeri verir.

Karmagiklik. Dijkstra O(n log n) + ikili arama logn x O(n) = O(nlogn).

27.5 Problem 4: Ashley ve Critter’lar — Graf Cogaltma ve Durum Makinesi

ifade. n aciklik, her aciklik derecesi < 5; her patika (uzunluk l,, lizerinde ¢, critter). Yiiriiyen kisi her
patikadaki tiim critter’lar1 toplamak zorunda; £ kiire kapasitesi var, magazalarda bosaltir. Kiire yetmezse
“{iziiliir’. Uziilmeden en kisa yol; biitce O(nk lognk).

@ Yaklasim — durum makinesi: konuma ‘kalan kapasite’ durumunu ekle, cizgeyi katmanla

Klasik durum makinesi / graf cogaltma: konuma ek olarak “kalan kapasite” durumunu izle. Her
fiziksel agiklig1 k£ 4 1 kopyaya ¢ogalt — her kopya “kag bog kiire kaldi” bilgisini tagir. Bir critter patikasi
kapasiteyi tiiketir; magaza tam doldurur. Yeterli bog kiire olmadan bir patikaya girilemez (o kenar
yoktur), bu yiizden “iiziilme” durumu otomatik olarak modelin disinda kalir. Bu ¢cogaltilmig cizgede
Dijkstra, hem konumu hem kapasiteyi takip ederek dogru cevabi verir.

“it’s kind of like a state machine.” — Solomon, 56:42
Coziim. Her acikligin k + 1 kopyast: v, ; = “agiklik c, i bos kiire”. Kenarlar (her (a, b) patikasi, c critter):

* Magaza yoksa: v, ; — v, ;. (1 > ¢ geregi — yoksa liziiliir);
* Magaza varsa: v, ; — v, ;. (0nce bosalt, sonra topla).

Burada V' = O(kn) ve E' = O(kn). Dijkstra’y1 v, ’dan calistir; hedef herhangi v, ;. Sonug oo ise “iiziintii
kacimilmaz”. (Bu ¢izge DAG degil — iki magaza arasi ileri-geri bedava ¢evrim olabilir, bu ylizden DAG
relaxation degil Dijkstra gerekir.)
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27.6 Problem 5: Nakliye ve Darbogaz — Modifiye Dijkstra

def shortest no_sadness(paths, stores, k, s, t): # O(nk log nk)
adj, weight = build_capacity graph(paths, stores, k) # k+1 kapasite katmani
d = dijkstra(adj, weight, (s, k)) # tam kiire ile basla
return min(d[(t, i)] for i in range(k + 1)) # herhangi (t,i) min; oo = lziinti
1=2,c=2 1=3,c=1
Sekil 27.3 bu ¢ogaltmayr motordan gergek bir kiiciik 6rnekle gosterir: s > m t, magaza

m, kapasite £ = 2. Katmanh ¢izgede tek gegerli yol (s,2) — (m,0) — (¢,1) agirhk 2 + 3 = 5’tir; m
magazali oldugu icin ¢ikista kiire tam dolar (k — ¢ = 2 — 1 = 1). Kapasite k = 1’e diigiiriiliince s — m
patikasi ¢ = 2 critter ister ama maksimum ¢ = 1 < 2 oldugundan o kenar hi¢ olugmaz — sonug¢ oo = iiziintii
kacinilmaz.

Karmagiklik. Dijkstra, O(kn) boyutlu ¢izgede — O(nklognk).

Durum makinesi: konum + kalan kiire = digim - c¢izgeyi k+1 katmana cogalt

@ katmanl gizge (k = 2)
digim = (konuggmkalan bos kiire i) ® k =1 (yetersiz kiire)
bos kire 13 ﬁ t

patika 2 critter ister; maksi=1 <2
basla’2 kiire

@ fiziksel critter hatti 2 (2 @ 62 s m ¢
her patika belli sayidmpagihenister — kireyi tiketir i=1 (s, @ t,1
COE =) ©
(s) m (t) —» (1) 32 @ 61
> critter 1 critter _ som KENAR YO'
® ' i=0 (s,0 @ t,0

magazada (m) kureyi TAM doldur: "6nce bosalt, sonra to()la"
s,1)»m YOK
i=1 < c=2 -» UYULUR

i=0 (s,0 m,0 t,0 8(s-t) = + Uzinti kacinilmaz

Solomon PS6 56:42 — konum + durum (kalan bos kiird) (§'&§?<U5%B)1§’FEQQ lg'ka%nfsn:ﬁ—dggésakmbasl) - V = 0(nk), Dijkstra O(nk log nk)

Sekil 27.3: Durum makinesi — konum + kalan kiire = diigiim; ¢izgeyi k+1 katmana ¢ogalt — Problem 4
IMZA. Ug panel (motordan GERCEK: paths=[(s,m,2,2),(m,t,3,1)], stores={m}). FIZIKSEL
HAT: s —[0=2, 2 critter]- m(MAGAZA ikonu) —[¢=3, 1 critter]- t. KATMANLI CiZGE (k=2):
3 siitun (s/m/t) x 3 satir (bos kiire i=2/1/0); aktif en kisa yol amber (s,2)—(m,0) w=2 (2 critter
topland1), m MAGAZALI ¢ikista bosalt (m,0)—(t,1) w=3; gecersiz ornek (s,1)—»m YOK (i=1
< ¢=2 — uyulur); yol toplam (s,2)—(m,0)—(t,1) = 2+3 = 5 rozeti. k=1 PANEL: hicbir s—>m
kenar yok (patika 2 critter ister, maks i=1) — 6(s—t)=+00 liziintli kacinilmaz. Alt not: Solomon
56:42, V=0(nk), Dijkstra O(nk log nk).

27.6 Problem 5: Nakliye ve Darbogaz — Modifiye Dijkstra

ifade. n kamyon rotasi (kaynak, hedef, maks agirhk w;, maliyet ¢;); yonlii. (1) Gonderilebilen en agir server
w*, (2) o0 agirligi en az maliyetle tasima. (< 34/ sehir.)
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27 Problem Oturumu 6

@ Yaklasim — darbogaz diinyasinin iicgen esitsizligi: modifiye gevsetme + iki asama

Bir yolun darbogaz (bottleneck) = yoldaki minimum kenar agirhigidir; B(s, t) = tiim 7 yollari iizerinde
darbogazin maksimumu (max ). Anahtar gézlem bir esitsizliktir: B(s,t) > min(B(s,v), w(v,t)),
bir v* icin esitlikle — bu, darbogaz diinyasimn ii¢gen esitsizligidir. Ucgen-esitsizligi analogu olan her
giincelleme formiilii Dijkstra iskeletine takilabilir: toplama yerine min, en kiiciigii kesinlestirme yerine
en biiyligii kesinlestirme. Sonra w* bilinince problem ikinci asamada siradan bir maliyet-Dijkstra’ya
iner.

“the bottleneck of pi is going to be the minimum edge weight of any edge in pi.” — Solomon,
1:12:24

Coziim.

(1) En agir w*. Darbogaz esitsizligi, Dijkstra’nin giincelleme formiiliiniin analogudur: toplama yerine
min/maks ile gevget — gelen komsular arasinda en biiyiik darbogazi se¢. Modifiye Dijkstra w*’1 verir.

“rather than updating by summing edge lengths, we update by using this formula.” — Solomon,
1:26:05

(2) En az maliyet. w* bilinince, yalniz w* tasiyabilen rotalari tut; kenar agirli§1 = maliyet olan bir ¢izgede
Dijkstra — en az maliyet. V' = 3./n oldugundan array-PQ Dijkstra O(V?) = O(n).

def widest_path(adj, capacity, s): # (1) darbogaz-maks
B = {v: @ for v in adj}; B[s] = INF # kaynagin darbogazi sonsuz
Q = ChangeablePQ((v, -B[v]) for v in adj) # max-PQ: anahtarlari negatif tut
done = set()
while len(Q):
u, _ = Q.delete_min()
done.add(u)

for v in adj[u]:
if v in done:

continue
cand = min(B[u], capacity[(u, v)]) # TOPLA degil MIN (darbogaz-ili¢geni)
if cand > B[v]: # KUCULT degil BUYUT

B[v] = cand; Q.decrease_key(v, -cand)
return B

Sekil 27.4 bu iki asamay1 motordan gercek verilerle gosterir: s — ¢ dogrudan (kapasite 10, maliyet 5) ile
s — t5, — t alternatifi (kapasiteler 4, 4; maliyetler 1, 1). Asama 1’de darbogaz gevsetmesi dogrudan rota igin
min (oo, 10) = 10, alternatif i¢in min(4,4) = 4 bulur; max(10,4) = 10 - w* = 10. Asama 2’de yalniz
kapasitesi > 10 olan kenarlar kalir (alternatif rota 4 < 10 ile elenir), kalan ¢izgede maliyet-Dijkstra en ucuz
tasimay1 5 olarak verir.

Karmagikhik. (1) modifiye Dijkstra; (2) array-PQ Dijkstra O(V?) = O((y/n)?) = O(n).
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27.6 Problem 5: Nakliye ve Darbogaz — Modifiye Dijkstra

Darbogaz = modifiye Dijkstra: gevsetmeyi degistir, iskeleti koru (PS6 Problem 5)

darbogaz gevsetmesi B(v)=maks(min(B(u),kap.)) — toplama—MIN, kiicliltme—BUYUTME - p ) .
t @ w* = 10 siz -» maliyet-Dijkstra

iki rota: s —

dogrudan (kap. 10) vs tz (izerinden (kap. 4, 4)

kap. 10
S > t
AN Pl
kap. 4 kap. 4
N : /
Ucgen-esitsizligi-analogu HER giincell

® darbogaz gevsetmesi

B(v) = max (min(B(u), c(u,Vv)))
darbogaz gevsetmesi (modifiye Dijkstra)
klasik: d(v) =min(d(u) + w(u, v))

- MIN - kiigilltme » BUYUTME|

s = tz - t alternatif

min(4, 4) = 4

s - t dogrudan

min(w, 10) = 10

N

(Solomon 1:26:05)

maliyet 5

kap. 4 < —» elendi

en ucuz (kap.z10) =5

formiilii Dijkstra iskeletine takilabilir: 6nce w* (en genis yol), sonra w* tasiyan

alt-cizgede maliyet-Dijkstra - en ucuz tasima. V = 3-Vn digiimde array-PQ - O(V?) = O(n). Motor: widest_path(...)['t'] = 10,

cheapest_at_capacity(..., w*=10) = 5.

Sekil 27.4: Darbogaz = modifiye Dijkstra: gevsetmeyi degistir, iskeleti koru — Problem 5. Iki asama (motordan
GERCEK). SOL: iki rota s t — dogrudan (kapasite 10, maliyet 5) vs t, lizerinden (kapasiteler
4.,4; maliyetler 1,1). ASAMA : darbogaz gevsetme formiil kutusu B(v)=maks(min(B(u),kap)) —
toplama—MIN, kiiciiltme—-BUYUTME (klasik d(v)=min(d(u)+w) ile kiyas); rota darbogazlari
dogrudan min(co,10)=10 amber-kazanan vs alternatif min(4,4)=4; w=maks(10,4)=10 rozeti.
ASAMA : w210 siiz — alternatif rota (kap 4 < 10) elenir soluk, dogrudan kazanir; kalan ¢izgede
maliyet-Dijkstra — en ucuz=5. Alt not: iicgen-esitsizligi-analogu her giincelleme formiilii Dijkstra
iskeletine takilir; V=3vYn — array-PQ O(V?)=0(n) (Solomon 1:26:05).
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27.7 Ne Ogrendik?

I Alt1 Taginabilir Arag
Bu oturum, Ders 16-19’un agirlikli en kisa yol teorisini bes somut problemde uygulad: ve alt1 taginabilir
arac kazandirdi:
1. Dijkstra’min dondurma varsaymmi: negatif kenar bu varsayimi kirar (diigiim geri eklenmeli) —
bu ylizden Dijkstra yalniz negatif-olmayan agirlikta ¢aligir; negatif kenarda Bellman-Ford gerekir.
2. “Once bariz olam dene”: yarigap gibi problemler, akilli numara yerine tanimi dogrudan kodla-
mayla (Johnson + i¢ ice dongii) O(V3)’te ¢oyziiliir.
3. Siipernode: bircok hedefe (sensor) tek 0-agirlikli kaynakla baglanip tek Dijkstra ile “en yakin
hedef” mesafesini bul.
4. Cevap-iizerinde ikili arama: “log n biitge” — ikili arama ipucu; monoton evet/hayir esigini (k)
sirali dizi indeksinde ara.
5. Graf ¢ogaltma / durum makinesi: konum + durum (kalan kapasite) — k + 1 katman; O(kn)
cizgede Dijkstra.
6. Modifiye gevsetme: iicgen-esitsizligi analogu olan her giincelleme formiilii (darbogaz) Dijkstra
iskeletine takilabilir — toplama yerine min/maks.
27.8 Sonraki

Ders 21 (L14) — Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (APSP) ve Johnson

Sirada Ders 21 (L.14): Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (APSP) var — Jason Ku ile, bu oturumda kara
kutu olarak kullandigimiz Johnson algoritmasim agiyoruz: negatif agirlikli bir ¢izgede tiim diigiim
ciftleri aras1 en kisa yol. Piif nokta, bir potansiyel fonksiyonla kenarlar1 negatif-olmayana “yeniden
agirliklandirip” Dijkstra’y1 V' kez caligtirmaktir.
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28 Tum-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

Her diigiime siipernode’dan en kisa mesafeyi potansiyel atayip kenarlar1 w = w + h(u) — h(v) ile yeniden
agirliklandirirsak (liggen esitsizligi bunu negatif-olmayan yapar, telescoping en kisa yollar1 korur), negatif
agirhikl tiim-ciftler en kisa yolu VxDijkstra hizinda O(V? log V + V-E) ¢6zeriz — Johnson yeni bir algoritma
degil, Bellman-Ford ile Dijkstra’y1 birlestiren akilli bir indirgemedir; ¢izge iinitesinin son dersi

1 Boliim bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 14: APSP and Johnson (~57 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 14: APSP and Johnson

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 21 (L14)
* Hoca: Jason Ku (tiim-¢iftler en kisa yollar; ¢izge iinitesinin SON dersi)

* Okuma siiresi: ~27 dk

Bu, cizge iinitesinin son dersidir. Tek kaynak yerine #im diigiim ciftleri arasinda en kisa
yol: APSP (all-pairs shortest paths). Naif yol — her dii¢iimden Bellman-Ford — O(V'?2 -
E) (yogun ¢izgede V*’e yakin). Johnson, negatif agirlikli bir ¢izgeyi akillica yeniden
agirhklandirip Dijkstra’y1 V kez ¢alistirmay1 miimkiin kilar — O(V?logV + V - E),
neredeyse dogrusal.

28.1 Bu Derste Ne Var?

Bu, cizge iinitesinin son dersi (Jason Ku). Tek kaynak yerine tiim diigiim ciftleri arasinda en kisa yol: APSP.
Naif yol — her diigiimden Bellman-Ford — O(V2 - E) (yogun ¢izgede V*’e yakin). Johnson algoritmasi
ise, negatif agirlikli bir ¢izgeyi akillica yeniden agirhklandirip Dijkstra’y1 V' kez calistirmay1 miimkiin kilar
— O(V%1ogV +V - E), neredeyse dogrusal.

“make edge weights non-negative while preserving shortest paths.” — Ku, 14:35
Uc ana fikir:

1. APSP ciktis1 ©(V?) — her cift igin bir say1; dogrusaldan iyisini umut edemeyiz, ama V xDijkstra’y1
negatif agirlikta da istiyoruz.

2. Potansiyel ile yeniden agirliklandirma — her diigiime bir potansiyel h(v) atayip w’(u,v) =
w(u,v) + h(u) — h(v); bu en kisa yollar1 korur (telescoping).

3. h = 0(s,v) — siipernode’dan en kisa mesafeyi potansiyel secince, liggen esitsizligi kenarlar1 negatif-
olmayan yapar; sonra VxDijkstra.
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https://www.youtube.com/watch?v=EmSmaW-ud6A
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-14-apsp-and-johnson/

28 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

Ders 21 (L14): APSP ve

U itsizligi = h =
APSP ciktisi Theta(V kare) | | Katdi fikir: sabit ekle ‘ Potansiyel doniistimii ggendee@:t:l(zs 15: | Stipernode + Bellman-Ford |

h(v) en ¢ok h(u) arti

her (u,v) icin bir say1, w-prime = w arti h(u) eksi . . s-yildiz her dugiime sifir;
. . N w(u,v), w-prime negatif-
dogrusaldan az-kenarli yola 6nyargi, h(v); telescoping . GARANTI gelen kenar yok
olmayan
iyisi umulamaz; naif = vV en kisa yolu BOZAR ic potansiyeller iptal, en negatif. oylmama - licoen h = delta(s-yildiz), sonra V
kez SSSP kisa yol KORUNUR S - e kez Dijkstra

esitsizligi

Sekil 28.1: Ders 21’in (L14) kavram haritasi: kok = APSP ve Johnson (Ku) — cizge iinitesinin son dersi;
tiim-¢iftler en kisa yol. Bes dal — (1) APSP ciktis1 Theta(V kare): her (u,v) cifti icin bir say1,
dogrusaldan iyisi umulamaz; naif = V kez SSSP. (2) Kétii fikir: her kenara sabit ekle; az-kenarl
yola Onyargi, en kisa yolu bozar. (3) Potansiyel doniisiimii w’ = w + h(u) - h(v); telescoping ile i¢
potansiyeller iptal, en kisa yol korunur. (4) Ucgen esitsizligi: negatif-olmama kosulu h(v) <= h(u)
+ w(u,v) tam olarak licgen esitsizligi; h = delta(s,v) secimi w’ >= 0 garanti eder. (5) Siipernode:
s* her diiglime sifir agirlik, gelen kenar1 yok; Bellman-Ford ile h, sonra V kez Dijkstra. Sonug:
Johnson yeni algoritma degil, Bellman-Ford ile Dijkstra’y1 birlestiren akilli tutkal; O(V kare log V
art1 V carp1 E).

@ Builder Notu — Johnson = Akilli Tutkal

APSP’nin ciktist zaten ©(V'2) — her cift i¢in bir mesafe. Naif yol her diigiimden Bellman-Ford’dur
(O(V? . E), yogun cizgede V*’e yakin). Johnson, negatif agirlig1 bir potansiyelle ortadan kaldirip
Dijkstra’y1 V kez galistirarak bunu O(V21og V + V - E)’ye indirir. Yeni bir kanit yoktur — agir is
Bellman-Ford (bir kez) ve Dijkstra (V kez) kara kutularindadir.

« ileriye — mesafe matrisi: APSP, yol aginda “tiim-ciftler siire matrisi” 6nbellegi (rota servisleri,
lojistik optimizasyon) demektir.

* fleriye — fark kisitlar1: potansiyel/yeniden-agirliklandirma, fark-kisit sistemleri (difference
constraints) ve dogrusal programlama dualitesiyle akrabadir.

« ileriye — reduction ustaligi: Johnson yeni bir algoritma degil — “imzali problemi negatif-
olmayan probleme indirgeyen tutkal”; OMSCS CS 6515 ana refleksi.

* Geriye — Bellman-Ford + Dijkstra: Johnson ikisini kara kutu olarak birlestirir.

Tek ciimle: Her diigiime siipernode’dan en kisa mesafeyi potansiyel atayip kenarlari w’ = w + h(u) —
h(v) ile yeniden agirliklandirirsak (ii¢gen esitsizligi bunu negatif-olmayan yapar, telescoping en kisa
yollart korur), negatif agirliklt APSP’yi VxDijkstra hizinda O(V21og V +V - E) ¢ozeriz.

28.2 1. APSP Problemi ve O(V?) Ciktisi

APSP: agirlikli bir ¢izgede her (u, v) ¢ifti igin 6 (u, v) dondiir. (Negatif agirlikli gevrim varsa iptal et — bu
derste yok varsayiyoruz, ama negatif kenarlar olabilir.)

“the shortest path distance from u to v for every u and v.” — Ku, 1:42
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28.3 2. Naif Coziim: V x SSSP

Cikt1 boyutu ©(V?) (her cift igin bir say1); dolayisiyla dogrusaldan (gizge boyutu) iyisini umut edemeyiz —
en az karesel.

28.3 2. Naif Coziim: V x SSSP

En basit yol: her diigiimden bir SSSP algoritmasi. Secenege gore:

.Vx
e V x

Bellman-Ford: O(V? - E) — genel ama yavag (yogun cizgede V%’ yakin).
Dijkstra (agirlik > 0): O(V21logV + V - E) — seyrek cizgede neredeyse dogrusal.

Seyrek cizgede fark: VxBellman-Ford ~ V3, VxDijkstra ~ V2 log V — tipki insertion sort (n?) ile merge

sort (n log

n) arasindaki ayrim. Hedef: negatif agirlikh ¢izgede de VxDijkstra hizin1 elde etmek.

Sekil 28.2 bu manzaray1 tek panelde toplar: solda drnek ¢izge ve 4 x 4 § matrisi (motorun Johnson ¢iktist; g1kt

boyutu ©(V2) = 16 hiicre), sagda iki naif yontem — VxBellman-Ford (O(V? - E), yavas) ile VxDijkstra
(hizli, ama “w > O sart” kilidiyle). Hedef, en altta: negatif agirlikta da VxDijkstra hizim1 yakalamak —
Johnson.
APSP: tiim (u,v) ciftleri icin 6 — cikti ®(V?); naif = V x SSSP (Dijkstra hizli ama w = 0 ister)
Ornek cizge (w: E - 7)
Naif ¢oziim: her diigiimden SSSP calistir (V kez)
b
-2 2
@ ; ‘@ V x Bellman-Ford 0(vz - E)
AU 2
a A
@ her digiimden D18 SSSP - negatif kenan KALDIRIR ama yoguh grafta ~Vv*
X YAVAS
negatif kenarlar: a»b (=2), c=»d (-1)
6(u, v) matrisi — APSP ciktisi
u\v a b c d
V x Dijkstra 0(V2 log V + V-E)
a (1] -2 1 0
b 0 3 2 Sikti boyutu her digimden D19 SSSP - cok daha hizli, AMA bir kisit var
0(V2) = 16 hiicre i
c o a dog,,usa/da” yisi v HIZLI @ agirik = 0 SART
d 0
Hedef: negatif agirlikta DA V x Dijkstra hizi - JOHNSON
agirliklari, en kisa yollari KORUYARAK negatif-olmayana dénlstlr (potansiyel) (Ku 14:35)
All-Pairs Shortest Paths - cizge Unitesi finali - Ku L14 §1-2
Sekil 28.2: APSP problemi + naif ¢oziimler (Ku L14 §1-2): ¢ikti O(V?); naif = V x SSSP. SOL UST: 6rnek

¢izge (build_johnson_example) sabit yerlesim; diiglim = daire, kenar = yonlii ok + agirlik rozeti;
negatif kenarlar a—b(-2), c—>d(-1) amber vurgulu. SOL ALT: 4x4 § matrisi (motor johnson
ciktist; satir=kaynak, siitun=hedef; +00 erisilmez; kosegen 0) + saginda “cikt1 boyutu O(V?) =
16 hiicre, dogrusaldan iyisi umulamaz” rozeti. SAG: iki naif yontem — (1) V x Bellman-Ford
O(V2-E) slate “yogun graf ~V* YAVAS”; (2) V x Dijkstra O(V? log V + V-E) amber “HIZLI” ama
kilit ikonu “agirlik > 0 SART”. ALT NOT: hedef = negatif agirlikta da V x Dijkstra h1zt — Johnson
(make non-negative while preserving, Ku 14:35). Veri MOTORDAN: johnson == brute_apsp
(VxBF bagimsiz tanik BIREBIR); 4x4 = 16 hiicre; $[a]={a:0,b:-2,c:1,d:0}; §[d]={a,b,c:+00,d:0}.
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28 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

28.4 3. Fikir: Yeniden Agirliklandirma

Anabhtar fikir: kenar agirliklarin1 negatif-olmayan yapacak sekilde degistir — ama en kisa yollar1 koruya-
rak.

“make edge weights non-negative while preserving shortest paths.” — Ku, 14:35

Basarirsak, yeni ¢izge G’ iizerinde VxDijkstra ¢aligtirip, mesafeleri orijinal G’ye geri ¢eviririz. (Miimkiin
degildir eger G negatif agirlikli cevrim igeriyorsa — o zaman en kisa yol basit degildir, oysa negatif-olmayan
cizgede en kisa yollar basittir — celigki.)

28.5 4. Kot Fikir: Her Kenara Sabit Ekle

Akla gelen ilk sey: en kiiciik (negatif) agirhigin tersini her kenara ekle — hepsi negatif-olmayan. Ama en kisa
yollar1 bozar.

“Makes weights non-negative, but does not preserve shortest paths.” — Ku, 23:45

Neden? Her kenara ayni sabit eklemek, az kenarh yollara onyargi (bias) yaratir: 3-kenarli bir yol +3c,
1-kenarl yol +c artar. Kenar sayis1 farkli yollar farkli degisir — en kisa yol degisebilir.

Sekil 28.3 bunu birebir bir karsi-6rnekle gosterir: solda orijinal ¢izge (s — ¢ dogrudan=3; s =+ m — t =2;
en kisa = 2-kenarl1 yol), sagda her kenara +2 eklenmis héli (dogrudan = 5; iki-kenarli = 6; en kisa degisti —
dogrudan kenar). Sebep: 2-kenarli yol 4-2c¢ kayar, 1-kenarli yol 4-c kayar — farkli kayma siralamay1 bozar.
Dogru doniigiim (potansiyel) her yolu ayni sabitle kaydirmalidir.

28.6 5. lyi Fikir: Potansiyel Déniisiimii

Daha akilli doniisiim: bir diigiim v i¢in, tiim ¢ikis kenarlarna / ekle, tiim giris kenarlarindan / ¢ikar.

“If I add a number to all outgoing edges from a vertex, and I subtract that same number from the
weights of all of the incoming edges... preserves shortest paths.” — Ku, 25:20

Cahsilan Ornek — neden korur. Bir yolu diisiin: v’den gecen her yol, v’ye bir giris kenari (—h) ve bir
cikig kenart (+h) kullanir — degisim iptal olur (net 0). v’ye hi¢ degmeyen yol etkilenmez. Yalnizca v’nin
baglangic (yol +h) veya bitis (yol —h) oldugu durumda degisir — ama o zaman v’den ¢ikan/giren tiim yollar
ayn1 miktarda degisir — en kisa yol yine en kisa kalir.
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28.6 5. Lyi Fikir: Potansiyel Doniigiimii

KOTU FiKiR: her kenara sabit ekle — kenar sayisina bagh kayma en kisa yolu DEGISTIRIR

negatif kenari yok etmek igin sabit eklemek Dijkstra'yi kurtarmaz - Ku L14 §4

[ ORIJiNAL agirhiklar ] HER KENARA +2 (kotu fikir)

her kenara
m sabit c = +2 @
v N

1 1 — a3 3
a4

7/
kaynak{ S —3> t ) hedef kaynak{ S = t ) hedef
s-t (1 kenar): 3 s-t (1 kenar): 5
s-m-t (2 kenar): 2 s->m-t (2 kenar): 6
en kisa = iki kenarl yol (2 < 3) en kisa = dogrudan kenar (5 < 6)

X en kisa yol DEGIiSTi

2-kenarli +2c=+4 # 1-kenarli +csz+2

Neden YANLIS — az kenarli yola ényargi:

k kenarh bir yola toplam +k-c eklenir. Farkh kenar sayili yollar FARKLI kayar = en kisa yol siralamasi bozuluf.
Burada: 2-kenarli yol +4, 1-kenarli yol +2 kaydi; 2 < 3 iken 6 > 5 oldu (Ku 23:45).

Dogru doniisiim her yolu AYNI sabitle kaydirmali -» potansiyel h: w'(u,v) = w(u,v) + h(u) — h(v) (telescoping)
yol toplamina yalniz h(s)—h(t) eklenir — kenar sayisindan BAGIMSIZ; licgen esitsizligi w = 0 GARANTI (Johnson §6).
Saglama (motor): build_johnson_example reweight - w’ = {ab:0, ac:4, bc:1, bd:1, cd:0} HEPSIi = 0.

Sekil 28.3: KOTU FIKIR (Ku L14 §4): her kenara sabit ekle — kenar sayisina bagli kayma en kisa yolu
DEGISTIRIR. iki panel, ayn1 iiggen ¢izge (s, m, t; dogrudan s—t alt kenar). SOL — ORIJINAL:
s—t (1 kenar) = 3, s—»>m—t (2 kenar) = 2; KAZANAN iki-kenarli yol amber (2 < 3). SAG — HER
KENARA +2: s>t = 5, s-»>m—t = 6; KAZANAN DEGISTI — dogrudan kenar amber + “x en
kisa yol DEGISTI” uyar1 rozeti (2-kenarli +2c=+4 = 1-kenarli +c=+2). ORTA kutu: k-kenarli yol
+k-c kayar; farkli kenar sayis1 — farkli kayma — siralama bozulur (Ku 23:45). ALT NOT: dogru
doniisiim her yolu AYNI sabitle kaydirmali — potansiyel h: w = w + h(u) — h(v) telescoping;
saglama (motor) build_johnson_example reweight w = {ab:0, ac:4, bc:1, bd:1, cd:0} HEPSI > 0.
Veri MOTORDAN (path_weight): orijinal 3 vs 2, +c sonrasi 5 vs 6; kayma 1-kenarli +2, 2-kenarli

+4; kazanan yer degistirdi.
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28 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)
28.7 6. Potansiyel Fonksiyon ve Telescoping

Bunu her diigiime bagimsiz uygula: bir potansiyel fonksiyonu h : V' — 7. Yeni ¢izge G’: her kenar
w’ (u,v) = w(u,v) + h(u) — h(v).

“define a potential function h that maps vertices to integers.” — Ku, 31:39

K]
h(v,_y) — h(v;)]. Ara terimler teleskoplamr (her i¢ diigiimiin +h ve —h’si iptal) — w’ (v, — vy,)
w(vy — vy) + h(vy) — h(vy,). Yani v,’dan v;,’ya her yol aym sabit (h(vy) — h(v},)) kadar degisir — en
kisa yol degismez.

Caligilan Ornek — telescoping kamiti. v, — v; — ... — v, yolunun yeni agirhgt: > [w(v,_;,v;) +

Sekil 28.4 Johnson’in imza fikrini gosterir: iistte @ — b — ¢ yolu, her kenarin iistiinde doniisiim agilimi
(w'(a,b) =—2+0—(—2) =0,w'(b,c) = 3+ (—2) — 0 = 1); ortada telescoping — iki agilim alt alta,
i¢ terimler —h(b) ve +h(b) amber cift-cizgiyle iptal, geriye w(a — ¢) + h(a) — h(c) kalir; sagda gegis
diigiimii sezgisi (—h(v) + h(v) = 0); altta sonug — her yol ayni sabitle kayar, en kisa yol korunur, iistelik
h = 0(s*,v) se¢imiyle w” > 0.

28.8 7. Negatif-Olmama Kosulu = Ucgen Esitsizligi
Hangi h kenarlar1 negatif-olmayan yapar? w’ (u, v) = w(u, v) + h(u) — h(v) > 0 kosulunu diizenle:

h(v) < h(u) + w(u, v)
“That looks like almost exactly the definition of the triangle inequality.” — Ku, 40:16

Bu, iicgen esitsizliginin ta kendisi! Demek ki 2 (v) = (s, v) (bir kaynaktan en kisa mesafe) segersek — ve
bu mesafeler sonluysa — kosul kendiliginden saglanir. Reweight sonrasi tiim kenarlar negatif-olmayan olur.

Sekil 28.5 bu denkligi ii¢ bolgede gosterir: solda cebirsel tiretme (w’ (u, v) > 0 < w(u,v)+h(u)—h(v) >
0 < h(v) < h(u)+w(u, v) = liggen esitsizligi), ortada iiggen semasi (s* tepe, u ve v alt; h(v) < h(u)+w),
sagda 5-kenarli reweight tablosu (her satirda w/h(u)/h(v)/w’; hepsi > 0). Altta: h = §(s*, -) segersek
ticgen esitsizligi otomatik saglanir.

28.9 8. Siuipernode ile Potansiyeli Hesapla

Sorun: tiim diiglimlere erigebilen bir kaynak olmayabilir (¢izge baglh olmayabilir). C6ziim: siipernode.
“Add new vertex s with 0-weight edge to every vertex.” — Ku, 42:00

Yeni siipernode s’ten her diigiime 0-agirlikli kenar ekle (G ). s’ten Bellman-Ford ile 0 (s, v) hesapla (negatif
agirlik olabileceginden Dijkstra degil). Iki durum: $ (s, v) = $ eksi sonsuz ise negatif cevrim vardir (s’in
gelen kenar1 yok — ¢evrim s’ten gegemez — orijinal G’de) — iptal et. Aksi halde tiim J(s, v) sonlu —
h(v) = (s, v) gegerli potansiyel.

Sekil 28.6 bu adim1 gosterir: solda 6rnek ¢izge + iistte siipernode s*, ondan her diigiime 0-agirlikli kesikli
kenarlar, “s*’e gelen kenar yok — yeni ¢evrim yaratmaz” rozeti, her diiglimiin altinda Bellman-Ford’la
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28.9 8. Siipernode ile Potansiyeli Hesapla

Potansiyel doniisiimii + telescoping: w’(yol) = w(yol) + h(baslangic) — h(bitis)

Johnson'in tutkali — i¢c potansiyeller telescoping ile iptal, en kisa yol korunur - Ku L14 §5-6
Yol a -» b - c (potansiyel doniisimii altinda)
w'(a, b) =w(a, b) + h(a) — h(b) w/(b, c) =w(b, c) + h(b) — h(c)

a »( b >

=2+0-(-2)=0 =3+(-2)-0=1 GECiS DOGOMO

v'den gegen yol

TELESCOPING (i¢c potansiyelleriptalotur) Chev) 4h(v)

—( v |—>
w'(a, b) = w(a, b) + h(a) =hi7) @ @

—h(b) + h(b) =0 —h(v) + h(v) =0
w'(b,c) = w(b, c) ) —h(c) ara digim net
degisim YOK
- J
w'(yol) = w(yol) + h(a) — h(c) =1+0-0=1

SONUC: ayni (u, v) cifti arasindaki HER yol AYNI sabitle h(u) — h(v) kayar

- agirliklar kayar ama SIRALAMA degismez - en kisa yol KORUNUR - ayrica h(v)=>56(s*,v) segimiyle w" = 0 (lggen esitsizligi) -» Dijkstra

Motor teyidi: w* tiim kenarlarda = 0 - Johnson(6) == brute_apsp(6) (telescoping en kisa yolu korur — birebir)

Sekil 28.4: Potansiyel doniisiimii + telescoping (Ku L14 §5-6 IMZA): w (yol) = w(yol) + h(baslangic) —
h(bitis). UST: yol a — b — c, her kenar iistiinde doniisiim acilim1 w (a,b)=w(a,b)+h(a)~h(b) (=
—2+0-(-2) =0) ve w (b,c)=w(b,c)+h(b)-h(c) (= 3+(-2)-0 =1). ORTA TELESCOPING: iki a¢ilim
alt alta; i¢ terimler —h(b) (satir 1) ve +h(b) (satir 2) AMBER cift-¢izgiyle iptal (-h(b)+h(b)=0);
kalan w(yol)+h(a)-h(c) kutuda (= 1+0-0 = 1). SAG mini panel: v’den GECEN yol icin ara
diiglim gelen kenar ... —h(v), giden kenar +h(v) ... — net 0 (Ku 25:20). ALT serit SONUC:
aynt (u,v) ¢ifti arasindaki HER yol AYNI sabitle h(u)-h(v) kayar - SIRALAMA degismez,
en kisa yol KORUNUR; ayrica h(v)=6(s*,v) secimiyle w > O (iicgen esitsizligi) — Dijkstra.
Veri MOTORDAN: h = {a:0, b:-2, c:0, d:-1}; w = {ab:0, ac:4, bc:1, bd:1, cd:0} HEPSI >
0; path_weight(wp,[a,b,c]) == path_weight(w,[a,b,c]) + h[a] — h[c] (1 == 1+0-0); johnson ==
brute_apsp (telescoping en kisa yolu korur).
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28 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

Negatif-olmama kosulu w’'(u,v) = 0 = ucgen esitsizligi h(v) = h(u) + w(u,v)

Johnson reweight (L14 §7): w = w + h(u) — h(v), h = 6(s* -) - Ku L14 — cizge (initesi FINALI

Uggen: s*'tan v'ye en kisa yol, kenar w LI(D] h(v) w’ = w+h(u)-h(v)
W/(U, V) > 0 u tzerinden gitmekten kéti olamaz
negatif-olmama ISTE siipernode (kaynak) =0 2 0 2 24(0)=(-2) = 0 P
i3 *
S
w(u,v)+ h(u)—h(v)=0 a-c 4 0 0 4+(0)-(0) = 4 v
w'=w+ h(u) — h(v) yerine koy
i h(u) h(v) b-c 3 -2 0 3+(-2)-(0) =1 v
h(v) = h(u) + w(u, v)
h(v) yalniz birak b-d 2 -2 -1 2+(-2)—(-1) =1 v
v
BU UCGEN ESITSIZLIiGi @ @ cod || -1 0 -1 -14(0)=(-1) = 0 v
(Ku 40:16 'almost exactly the definition') w(u, v)

h(v) = h(u) + w(u, v) . _
TUM w = 0 — negatif-olmama SAGLANDI

h = 6(s*, -) en kisa mesafeleri SECERSEK, iicgen esitsizligi OTOMATIK saglanir - tiim w’ = 0 GARANTI.
Slpernode s* her digime erisir + gelen kenari yok - yeni negatif cevrim yaratmaz; potansiyel dénisimu en kisa yollari KORUR.

Motor: johnson(adj, w) == brute_apsp(adj, w) (VxBellman-Ford bagimsiz tanik — BIREBIR, sifir uyusmazlik).

Sekil 28.5: Negatif-olmama kosulu w (u,v) > 0 = liggen esitsizligi h(v) < h(u) + w(u,v) (KuL14 §7, 40:16 “al-
most exactly the definition”). SOL: cebir kutusu adim adim — w (u,v) > 0ISTE  w(u,v)+h(u)=h(v)
>0 h(v) < h(u)+w(u,v); son satir amber “BU UCGEN ESiTSiZLiGi”. ORTA: licgen semas1
s* (siipernode/kaynak, tepe) — u (mesafe h(u)) + s* — v (mesafe h(v)) + kenar u—v (agirlik w,
amber kapanig); sonug rozeti h(v) < h(u) + w(u,v); “s’tan v’ye en kisa yol u iizerinden gitmekten
kotii olamaz”. SAG: 5 kenar tablosu (a—b, a—c, b—c, b—d, c—d), her satirda w / h(u) / h(v)
/w = w+h(u)—h(v) ve v (hepsi = 0); altta “TUM w = 0 — negatif-olmama SAGLANDI”.
ALT NOT: h = &(s,-) en kisa mesafe SECERSEK iicgen esitsizligi OTOMATIK — tim w > 0
GARANTI; siipernode s* her diigiime erisir + gelen kenar1 yok — yeni negatif ¢cevrim yaratmaz.
Veri MOTORDAN: h = {a:0, b:=2, c:0, d:—1}; w = {ab:0, ac:4, bc:1, bd:1, cd:0} HEPSI > 0;
johnson == brute_apsp (VxBF bagimsiz tanik BIREBIR).
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28.10 9. Johnson Algoritmasi ve Calisma Siiresi

hesaplanan 1 (v) (a:0, b:—2, c:0, d:—1); sagda IPTAL durumu — D18’in negatif-gevrimli 6rnegi (b — ¢ —
d — b = —2), johnson() None doner ($ = $ eksi sonsuz tespit).

Johnson §8: suipernode s* + Bellman-Ford - potansiyel h(v) = 6(s*, v) -» reweight w =0

Siupernode s* ekle » Bellman-Ford - h(v)

siipernode
s*'e GELEN kenar YOK
- yeni ¢evrim yaratmaz
iPTAL durumu
V]
D18 érnegi — ¢evrim b-c-d-b = -2
o [v]
h=-2 [

-4
-2 \ 2 @— 5 b 3
-1

¢evrimden erisilen b, ¢, d » 6 = —w

NEGATIF CEVRIM - iPTAL

h=0 johnson() = None (6 = —» tespit)

h(v) = 6(s*, v) — Bellman-Ford ile (negatif kenar var = Dijkstra OLMAZ)

Ku 42:00 — "add new vertex with 0-weight edges": s*'e gelen kenar yok - ¢evrim yaratmaz; h sonsuz degilse
sonraki adim w'(u,v) = w(u,v) + h(u) = h(v) = 0 GARANTI (Gggen esitsizligi) » V x Dijkstra mimkuin olur.

Motor tanigi: h = {a:0, b:-2, c:0, d:-1} - w = {ab:0, ac:4, bc:1, bd:1, cd:0} HEPSi = 0 - johnson == brute_apsp.

Sekil 28.6: Johnson §8 (Ku L14, 42:00): siipernode s* + Bellman-Ford — potansiyel h(v) = 8(s, v) — reweight

w = 0. SOL: ornek cizge (build_johnson_example) + USTTE siipernode s (biiyiik amber); s'den
her diigiime 0-agirlikli KESIKLI kenar (“0” rozetli); “s’e GELEN kenar YOK — yeni ¢evrim
yaratmaz” amber rozeti; her diiglim altinda h = &(s, v) rozeti (a:0, b:—2, c:0, d:—1); orijinal negatif
kenarlar a—b(—2), c—>d(—1) amber;”h Bellman-Ford ile — negatif kenar var — Dijkstra OLMAZ”
notu. SAG mini panel — IPTAL durumu: D18 érnek cizgesi (cevrim b—sc—d—b = —2); s eklenip
Bellman-Ford kosunca cevrimden erisilen b,c,d = § = —0co — johnson() = None — “NEGATIF
CEVRIM — IPTAL” kutusu. ALT NOT: Ku 42:00 “add new vertex with O-weight edges”; s*’e
gelen kenar yok — cevrim yaratmaz; h sonsuz degilse w = w + h(u) — h(v) > 0 GARANTI (iicgen
esitsizligi) — V x Dijkstra miimkiin. Veri MOTORDAN: h = {a:0, b:-2, c:0, d:-1}; w = {ab:0,
ac:4, be:1, bd:1, cd:0} HEPSI > 0; johnson == brute_apsp; johnson(build_bf_example()) is None
(IPTAL); cevrim b—c—d—b agirhigr = 2.

28.10 9. Johnson Algoritmasi ve Calisma Siiresi

Johnson, bir indirgeme algoritmasidir: imzali (signed) APSP — negatif-olmayan APSP.

“It’s really a reduction problem or a reduction algorithm.” — Ku, 47:08
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28 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

def johnson(graph):
# 1. Supernode s ekle: s'ten her dugume ©-agirlikli kenar
Gs = add_supernode(graph)
# 2. Bellman-Ford ile h(v) = delta(s, v)

h = bellman_ford(Gs, source=s) # O(V*E)
if any(h[v] == float('-inf') for v in graph):
return "NEGATIF CEVRIM" # iptal
# 3. Yeniden agirliklandir: w'(u,v) = w(u,v) + h(u) - h(v) »>= 0
G_prime = reweight(graph, h) # O(E)

# 4. Her dugumden Dijkstra (G' negatif-olmayan)

delta_prime = {u: dijkstra(G_prime, u) for u in graph} # V * Dijkstra
# 5. G mesafelerini geri cevir: delta(u,v) = delta'(u,v) - h(u) + h(v)
return recover_original_distances(delta_prime, h) # O(V*(V+E))

Cahgma siiresi. (1) O(V + E), (2) Bellman-Ford O(V - E), (3) O(E), (4) VxDijkstra O(VZlog V +V - E),
(5) O(V - (V + E)). Baskin terim (4) » O(V?1logV +V - E).

“Johnson’s is really just glue to transform a graph in a clever way.” — Ku, 56:24

Yeni bir tiimevarim/kanit yok; agir is Bellman-Ford (bir kez) + Dijkstra (V kez) kara kutularinda. Johnson
yalnizca “akilli tutkal”. Negatif agirlikli APSP’yi, VxBellman-Ford’un V3iinden ¢ok daha hizli, seyrek
cizgede neredeyse dogrusal cozer.

Sekil 28.7 beg adimi dikey bir akista toplar: (1) siipernode ekle O(V + E), (2) Bellman-Ford O(V - E) —
Ders 18 kara kutusu, eksi sonsuz ¢ikarsa IPTAL, (3) reweight O(E), (4) VxDijkstra O(V21ogV + V - E)
— Ders 19 kara kutusu, BASKIN terim, (5) geri ¢evir O(V (V + E)); toplam O(V2logV + V - E). Sagda
ornek ¢izge (w — w’ rozetleriyle) ve “Johnson = yeni algoritma degil, akilli tutkal/indirgeme” yan notu.

28.11 Bu Dersin Ozeti

APSP: tiim ¢ift 6(u, v); ¢ikt1 ©(V2); negatif gevrim — iptal.

Naif: VxBellman-Ford O(V? - E) / VxDijkstra O(VZlogV + V - E).

Yeniden agirliklandirma: kenarlari negatif-olmayan yap ama en kisa yollari koru — G’ de V xDijkstra.
Kaotii fikir: sabit ekle — az-kenarl yollara bias, bozar.

Potansiyel 1: w’ = w + h(u) — h(v); telescoping ile en kisa yol korunur.

h(v) = (s, v): negatif-olmama kosulu = iiggen esitsizligi.

Siipernode + Bellman-Ford: /’yi hesapla, negatif cevrimi yakala; sonra VxDijkstra — O(V?2 log V +
V-E).

Nk we -

! Tek Bir Ciimle

Johnson, siipernode’dan Bellman-Ford ile buldugu (s, v)’yi potansiyel yapip kenarlart w’ = w +
h(u) — h(v) ile negatif-olmayana gevirir (iiggen esitsizligi garanti eder, telescoping en kisa yollari
korur), sonra VxDijkstra cagirarak imzali APSP’yi O(V21og V + V - E)’de ¢ozer.
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28.11 Bu Dersin Ozeti

Johnson APSP: siipernode + Bellman-Ford potansiyeli + VxDijkstra - O(V2log V + V-E)

negatif kenarli APSP — iki kara kutuyu birlestiren akilli indirgeme - Ku L14 §9 (¢izge unitesi finali)

SUPERNODE EKLE — s
O s* - her dugime 0 agirlik - GELEN kenari yok (yeni gevrim Jok)
v
BELLMAN-FORD Dérs 18 - KARA KUTU
O h = &(s*, -) potansiyel; —x gikarsa NEGATIF CEVRIM — IPTAL Bellman-Ford
N
+ —» - IPTAL
REWEIGHT (negatif cevrim)
O w =w + h(u) = h(v) = 0 (icgen garanti) - en kisa yollari KQRUR
v
V x DIJKSTRA pdrs 19 - KARA KUTU
O her digimden Dijkstra (w" = 0 gegerli) - BASKIN terim Dijkstra
T BASKIN
+ Ornek gizge - kenar rozeti = w -» w’
h = 6(s*, ') potansiyeli - herw =0
GERI CEVIiR h=-2
O 6(u,v) = &(u,v) — h(u) + h(v) - potansiyeli geri al - gergek @

S
-2 -0 2-1
-
h=0 a) 3-1 (d h=-1

TOPLAM 0(VzlogV + V-E) N BT

Yan not: Johnson = YENI algoritma DEGIL — akilli h=0

TUTKAL/indirgeme. iki bilyitk KARA KUTUyu birlestirir:

Ders 18 Bellman-Ford (potansiyel) + Ders 19 Dijkstra (Vx).

Cizge Unitesinin KAPANIS dersi (Ku 47:08 + 56:24 "just glue").

Motor tanigi: johnson(G) == brute_apsp(G) (VxBF, BAGIMSIZ mekanizma) — érnek + 60 rastgele + cizgede BIREBIR.

Sekil 28.7: Johnson APSP boru hatt1 (Ku L14 §9 IMZA): siipernode + Bellman-Ford potansiyeli + VxDijkstra
— O(V? log V + V-E). 5 adim dikey akis: (1) SUPERNODE EKLE — s* — her diigiime 0
agirlik, GELEN kenar1 yok, O(V+E); (2) BELLMAN-FORD — h = §(s*,-) potansiyeli (Ders 18
KARA KUTU), —oo ¢ikarsa NEGATIF CEVRIM — IPTAL, O(V-E); (3) REWEIGHT — w =
w + h(u) — h(v) > 0 (iicgen garanti, en kisa yollart KORUR), O(E); (4) V x DIJKSTRA — her
diigiimden Dijkstra (Ders 19 KARA KUTU, w > 0 gegerli), BASKIN terim, O(V?logV + V-E);
(5) GERI CEVIR — 8(u,v) = § (u,v) — h(u) + h(v), O(V(V+E)). TOPLAM O(V?logV + V-E).
Sag panel: ornek cizge, kenar rozeti w > w (a—b -2—0, a—>c 4—4, b—>c 3—1, b—>d 21,
c—d —1-0), diigiim potansiyeli h = {a:0, b:=2, c:0, d:~1}. Yan not: Johnson = YENI algoritma
DEGIL, akilli TUTKAL/indirgeme; iki biiyiik kara kutuyu (Ders 18 + Ders 19) birlestirir; ¢izge
tinitesinin KAPANIS dersi (Ku 47:08 + 56:24 “just glue”). Veri MOTORDAN: h ve w EXACT;
johnson == brute_apsp (VxBF BAGIMSIZ tanik); 8(a,d) = 0 = path_weight(w,[a,b,d]).
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28 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

28.12 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: “Her kenara ayn1 sabit ekle” neden en kisa yollar1 bozar, ama potansiyel doniisiimii neden
bozmaz?

Cevap: Her kenara ayni c eklemek, bir yolun agirligini (kenar sayisi)xc kadar artirir — yani farkli kenar
say1l1 yollar farkli degisir, az-kenarli yola 6nyargi dogar; eskiden en kisa olan ¢ok-kenarli yol artik en kisa
olmayabilir. Potansiyel doniigiimiinde w’ = w + h(u) — h(v); bir yol boyunca ara diigiimlerin +h(u)
ve —h(v) terimleri teleskoplanir, yalmzca h(vy) — h(vy,) kalir. Yani ayni (v, vy,) ¢ifti arasindaki her
yol aym sabit kadar degisir — goreli siralama korunur, en kisa yol yine en kisa kalir.

1 Soru 2: Potansiyeli neden h(v) = &(s, v) seciyoruz? Bu neyi garanti eder?

Cevap: Reweight sonrasi kenarlarin negatif-olmamast i¢in w(u, v) + h(u) — h(v) > 0, yani h(v) <
h(u) + w(u,v) gerekir — bu tam olarak ti¢gen esitsizligidir. En kisa yol mesafeleri d(s, -) liggen
esitsizligini her zaman saglar (§(s,v) < 0(s,u) +w(u, v)). Dolayisiyla h(v) = d(s, v) segilirse, tim
yeni kenar agirliklar1 otomatik olarak negatif-olmayan olur — bagka bir kosul aramaya gerek kalmaz.

1 Soru 3: Siipernode neden gerekli, ve neden onu eklemek yeni bir negatif cevrim yaratmaz?

Cevap: h(v) = §(s,v)’yi hesaplamak igin #iim diigiimlere sonlu mesafede ulagsan bir kaynak gerekir;
ama orijinal ¢izge bagl olmayabilir, hi¢bir diigiim hepsine ulagamayabilir (ulagilamayan i¢in $ = $
art1 sonsuz, ise yaramaz). Siipernode s, her diigiime 0-agirlikli kenarla baglanir — her diigiime sonlu
(£ 0) mesafe. Yeni negatif ¢cevrim yaratmaz ¢iinkii s’in hic¢ gelen kenari yoktur — higbir cevrim
s’ten gecemez. Dolayisiyla Bellman-Ford bir eksi sonsuz bulursa, o ¢evrim zaten orijinal G’de vardi —
giivenle iptal edilir.

1 Soru 4: Johnson neden “yeni bir algoritma degil, tutkal” olarak tanimlanryor?

Cevap: Johnson kendi bagina yeni bir timevarim/kanit veya cekirdek hesaplama icermez; agir isi
zaten bildigimiz iki kara kutu yapar: Bellman-Ford (potansiyeli bulmak i¢in bir kez) ve Dijkstra
(negatif-olmayan G iizerinde V kez). Johnson’1n katkisi, imzali (negatif agirlikli) problemi, Dijkstra’nin
calisabilecegi negatif-olmayan bir probleme indirgeyen akilli yeniden-agirliklandirmadir. Yani bir
reduction: zor baglami, hizli ¢6zebildigimiz kolay baglama ceviren tutkal.

28.13 Egzersizler

Egzersiz 1. Kiiciik bir negatif-kenarli (¢evrimsiz) ¢izgede siipernode ekle, Bellman-Ford ile h(v) = (s, v)
hesapla, kenarlar1 w’ ile yeniden agirliklandir; tim w” > 0 oldugunu dogrula.

Egzersiz 2. Telescoping kanitini bir yol iizerinde adim adim yaz: ara terimlerin iptal olup w(vy, — v;,) +
h(vy) — h(v) kaldigim goster.

Egzersiz 3. “Her kenara sabit ekle” fikrinin bir kars1-6rnegini kur: iki diigiim arasinda farkli kenar say1l1 iki
yolla, sabit eklemenin en kisay1 degistirdigini goster.
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28.14 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 4. Johnson’1 Python’da yaz (Bellman-Ford + reweight + VxDijkstra); calisma siiresinin O(V2 log V +

V' - F) oldugunu argiimanla goster.

Egzersiz 5. Siipernode’un gelen kenar1 olmamasinin neden kritik oldugunu, gelen kenar1 olsaydi hangi yanlis

sonucun dogabilecegini acikla.

28.14 Sonraki Ders icin Hazirlik

Sonraki: Ders 23 (L15) — Dinamik Programlama 1 (Erik Demaine)

Ders 23 (L.15): Dinamik Programlama — 1 (Erik Demaine). Araya Ders 22 (Quiz 2 Gézden Gecirme)
girer; ¢izge iinitesinin son dersi olan bu Johnson dersini ve onceki agirlikli en kisa yol derslerini quizden

once gozden gecirme firsatidir.

Yeni bir iiniteye gegiyoruz: artik size hazir bir algoritma sunmak yerine, kendi algoritmamz tasarla-
may1 6gretecegiz — dinamik programlama (DP). En kisa yollarin “optimal alt yap1” ve “Ortiisen alt
problemler” sezgileri, DP’nin temelini olusturur.

Ders 23 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 1 (reweight) ve 2 (telescoping) ¢6z.
* Johnson’in 5 adimini ve her adimin siiresini ezberden anlat.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Siipernode’dan &(s,v)’yi potansiyel yap, reweight et, VxDijkstra calig-

2»

fr.

28.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

APSP Tiim cift 0 (u, v); ¢ikt1 O(V?2); Bol. 1
negatif cevrim — iptal

Naif ¢oziim VxBellman-Ford O(V? - E) / Bol. 2
VxDijkstra O(V2logV +V - E)

Yeniden agirhklandirma Kenarlar1 > 0 yap, en kisa yollart  Bol. 3
koru

Sabit ekleme (kotii) Az-kenarli yola bias — bozar Bol. 4

Potansiyel h w' =w+ h(u) — h(v); Bol. 5-6
telescoping korur

h =4§(s,v) Negatif-olmama = iiggen Bol. 7
esitsizligi

Siipernode s — her diigiim 0-agirlik; Bol. 8
Bellman-Ford; eksi sonsuz —
iptal

Johnson siiresi O(V21logV +V - E) B6l. 9
(VxDijkstra baskin)
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28 Tiim-Ciftler En Kisa Yollar (Johnson)

28.16 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

Bu ders, APSP c¢iktisinin zorunlu @(Vz) alt sinirindan baslayip Johnson’in akilli indirgemesiyle negatif
agirlikh tiim-ciftler en kisa yolu neredeyse dogrusala indirir — kopriilerin 6zeti:

1. APSP — yol ag1 mesafe matrisi (rota servisi onbellegi), lojistik, ag gecikme matrisi.

2. Potansiyel / yeniden agirhiklandirma — fark-kisit sistemleri (difference constraints), dogrusal
programlama dualitesi.

3. Ucgen esitsizligi = negatif-olmama — metrik gomme, gecerli sezgisel (admissible heuristic)
tasarimi.

4. Siipernode — c¢ok-kaynak/cok-hedef indirgemesi (akis, kiimeleme).

5. Johnson = reduction — “zor baglami kolay kara kutuya cevir’; OMSCS CS 6515 indirgeme
refleksi.

6. Negatif cevrim tespiti (tek Bellman-Ford) — erken durma ile biiyiik is tasarrufu; arbitraj/tutar-
s1zlik kontrolii.

! Tek bir sey alip gideceksen

Johnson, negatif agirlikli tiim-¢iftler en kisa yolu, VxBellman-Ford un yavasligina katlanmadan ¢6zer.
Sirr1 bir potansiyel fonksiyonudur: siipernode’dan Bellman-Ford ile bulunan (s, v)’yi her diigiime
atayip kenarlart w’ = w+h(u)—h(v) ile yeniden agirhiklandirir. Uggen esitsizligi bunu negatif-olmayan
yapar, telescoping en kisa yollar1 korur — boylece hizli Dijkstra’y1 V kez ¢alistirabiliriz. Johnson yeni bir
algoritma degil; zor problemi kolay kara kutuya ¢eviren akilli bir indirgemedir. Bununla ¢izge iinitesi
kapanir; sirada algoritma fasarlamay: 6greten dinamik programlama var.
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29 Quiz 2 Gozden Gecgirme

Cizge blogu toplu tekrar1 — modelleme ve indirgeme, ¢izge algoritma haritasi, SSSP hiyerarsisi, Johnson,
graf degistirme stratejileri ve dort gercek sinav problemi

1 Oturum bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Quiz 2 Review (=82 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Quiz 2 Review

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 22 (Quiz 2 Review)
* Hoca: Jason Ku

* Okuma siiresi: =28 dk

Bu normal bir ders degil — Quiz 2 6ncesi toplu tekrar oturumudur (¢izge blogu). Kursun
agirhikli/agirliksiz ¢izge derslerini tek ¢ati altinda toparlar ve sinavda nasil diisiiniilecegini
Ogretir.

29.1 Bu Quiz Review Ne Hakkinda?

Bu, Jason Ku ile Quiz 2 6ncesi toplu tekrar oturumudur. Kursun ¢izge blogunu (Ders 13-21: iki agirliksiz +
dort agirlikli ¢izge dersi, PS5 + PS6) tek cat1 alinda toparlar ve sinavda nasil diisiiniilecegini 6gretir. Quiz 1
materyali “fair game”dir ama vurgu cizge algoritmalarindadir. icerik ii¢c eksende ilerler: (1) ¢izge algoritma
haritasi, (2) modelleme + graf-degistirme stratejileri, (3) dort gercek sinav problemi ¢oziimii.

“there’s really a small number of graph algorithms but they can solve a lot of different problems.”
— Ku, 1:27

Ku’nun ana mesaji: ¢izge iinitesi “indirgeme” iinitesidir — az sayida giiclii kara kutu (BFS, DFS, Dijkstra,
Bellman-Ford, Johnson) var; is, problemi dogru bir ¢izgeye modelleyip o kara kutulardan birine indirgemek-
tir.

“defining a graph is an important aspect of that problem solving.” — Ku, 9:50

@ Builder Notu — Bu = Cizge Midterm

Quiz 2, kursun ¢izge blogu simnavidir: erisilebilirlik, bilesenler, topolojik siralama, SSSP (dort algoritma),
APSP/Johnson. Veri yapilar1 ve siralama Quiz 1°de kaldi; dinamik programlama Quiz 3’e kalir.

* Bu = ikinci sinav. OMSCS CS 6515 (Graduate Algorithms) ekseninde Quiz 2, ¢izge algoritmalari
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29 Quiz 2 Gozden Gegirme

Modelleme ve indirgeme
cizgeye cevir - kara kutuya
indirge

//////

Ders 22: Quiz 2 Review

Cizge algoritma haritas

SSSP hiyerarsisi

|

erisilebilirlik - full BFS/DFS

DAG araglar - Bellman-
Ford

BFS — DAG — Dijkstra
— Bellman-Ford

APSP ve Johnson

I

|

potansiyel ile yeniden
agirliklandir
— V kez Dijkstra

Graf degistirme

|

diigiim cogaltma -
siipernode
on isleme (filtreleme)

Sekil 29.1: Ders 22°nin (Quiz 2 Review) kavram haritasi: kok = Quiz 2 Review. Bes dal — (1) modelleme ve
indirgeme: sozel problemi bir ¢izgeye cevir (diigiim/kenar/agirlik/yon tanimla), sonra bilinen kara
kutuya indirge, algoritmay1 asla modifiye etme. (2) cizge algoritma haritasi: erigilebilirlik, full
BES ve DFS ile bagh bilesen, DAG araglar (topolojik sira ve ¢evrim), Bellman-Ford ile negatif
cevrim. (3) SSSP hiyerarsisi: BFS sonra DAG relaxation sonra Dijkstra sonra Bellman-Ford —
artan genellik. (4) APSP ve Johnson: potansiyel ile yeniden agirliklandir, sonra her diigtimden
Dijkstra. (5) graf degistirme stratejileri: diigiim ¢ogaltma ile durum izleme, stipernode ile ¢cok
kaynak ya da cok hedef, 6n isleme ile filtreleme. Sonu¢: Quiz 2 = icat degil modelleme sinavi.

+ indirgeme refleksidir — lisansiistii dersin girig varsayimu.
* Modelleme = gercek diinya refleksi. “Sozel problemi bir ¢izgeye gevir” becerisi, lisans sonrasi
en sik kullanilan algoritmik beceridir.
« Tleriye — graduate algorithms: “algoritmay1 modifiye etme, kara kutuya indirge” disiplini,
lisansiistii derste ve gercek sistemde temeldir.

Tek cliimle: Quiz 2, “yeni ¢izge algoritmast yaz” demez; “problemi dogru bir cizgeye modelle, ne
sakladigini ve aradigini net soyle, BFS/Dijkstra/Bellman-Ford/Johnson kara kutusuna indirge, sonra
siireyi grafin boyutundan analiz et” der.

29.2 1. Quiz 2 Neyi Olcer — Modelleme ve indirgeme

Sinav, ¢izge algoritmasi icat etmeni beklemez (onlarin dogrulugunu derslerde sayfalarca kamtladik). ki

refleks One cikar:

* Modelleme: sozel problemde ¢izge verilmemis olabilir — onu sen tammmlarsin (diigiim? kenar? agirlik?
yonlii mii?). Once temiz bir soyut problem ifade et: “bu soyut problemi ¢dzebilseydim, s6zel problemi

kolayca ¢ozerdim.”

“see if you can state cleanly an abstract problem.” — Ku, 10:54

+ Indirgeme, modifiye etme degil: verilen algoritmalari degistirmeye ¢alisma; onlari kara kutu olarak
kullan. Karmagiklik, grafi “bariz-olmayan” yapmaktan gelir (girdi grafi # ¢6ztimde kullanacagin

graf).

“the way in which we introduce complexity into problems is to make the graph non-obvious.” —

Ku, 13:19
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29.3 2. Cizge Algoritmalart Haritast

29.3 2. Cizge Algoritmalari Haritasi

Az algoritma, ¢ok problem. Ana kara kutular:

Erisilebilirlik (tek kaynak): s’den nereye ulagilir; bir bagh bilesen, < |E/| diigiim.

Full BFS/DFS: tiim grafi gez, bagh bilesenleri say — O(V + E).

DAG araclar: full DFS ters bitig siras1 — topolojik siralama; geri kenar — ¢evrim tespiti.
Bellman-Ford: negatif agirlikli cevrim tespit/bul.

“there’s really a small number of graph algorithms but they can solve a lot of different problems.”
— Ku, 1:27

29.4 3. SSSP Hiyerarsisi: BFS - DAG — Dijkstra —» Bellman-Ford

Tek-kaynak en kisa yol icin, artan genellik (azalan kisit) sirastyla:

* BFS — agurliksiz; O(V + E).

 DAG relaxation — cevrimsiz, herhangi agithk; O(V + E).
* Dijkstra — agirhik > 0; O(VlogV + E).

* Bellman-Ford — herhangi (negatif ¢evrim dahil); O(V - E).

“in general you want to choose an algorithm that’s higher on this list but sometimes the algorithms
higher on this list don’t apply.” — Ku, 5:41

Kritik sinav tuzagi: listede yukaridakini se¢ ama yalmiz uygulanabilirse. Bir DAG degilken DAG relaxation
kullanirsan yanhs olur (sifir puan). Sikisinca, dogru-ama-yavag Bellman-Ford yaz — yanlig-ama-hizlidan
iyidir.

“you’ll get more points because it is a correct algorithm than if you apply a faster algorithm that
doesn’t apply.” — Ku, 6:13

@ Builder Notu — Modelleme = Gergek-Diinya Refleksi

“Sozel problemi bir ¢izgeye cevir” becerisi sinif disinda her yerde: bagimlilik ¢6ziimii (paket yoneticisi
= topolojik sira), navigasyon (en kisa yol = Dijkstra), sosyal/oneri graflar1 (BFS ile erisilebilirlik). Quiz
2’nin sana 0grettigi refleks tam olarak budur: once diigiim/kenar/agirhk tanimla, sonra hangi kara
kutunun uygulandigini sdyle. “En kisitli uygulanabilir algoritmay1 se¢” disiplini, pratikte performans
bilincidir.

29.5 4. APSP ve Johnson

Tiim-giftler en kisa yol: en basiti her diigiimden SSSP (V' x Bellman-Ford veya V' x Dijkstra). Johnson, negatif
agirlikli ¢izgede V' x Bellman-Ford un yavagligindan kurtarir: siipernode’dan Bellman-Ford ile potansiyel
h = §(s,v) bul, kenarlart w” = w + h(u) — h(v) ile negatif-olmayana gevir (iiggen esitsizligi garanti eder,
en kisa yollar korunur), V x Dijkstra galisur — O(V?logV + V - E).
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29.6 5. Graf Degistirme Stratejileri

Girdi graf1, ¢6ziimde kullanacagin graf olmayabilir. U klasik doniisiim:

* Diigiim cogaltma (state): gezerken bir “durum” izlemek gerekiyorsa, diigiimleri cogalt — her olas1
durum i¢in ayn diiglim (6rnegin kalan kapasite, ka¢ adimda bir mola).

“you can expand the number of vertices in your graph to keep track of what state I'm in.” — Ku,
13:47

* Siipernode / yardima diigiim: bir¢cok kaynaktan/hedefe ayni anda aramak i¢in, hepsine kenarli bir
yardimci diigiim ekle, tek SSSP calistir.

“adding an auxiliary node... run a single source shortest path algorithm from that super node.”
— Ku, 14:30

+ On isleme (preprocessing): bazi kenarlar1 yasakla, yon ver veya grafi filtrele (yasak diigiimleri at,
cevrimi kir, gereksiz kismi buda).

@ Builder Notu — Siipernode ve Diigiim Cogaltma Sistem Ornekleri
Iki doniisiim gercek sistemlerde siirekli goriiniir:

 Siipernode = cok-kaynak/cok-hedef indirgemesi. Bir veri merkezinde “en yakin herhangi bir
CDN diigiimii” sorusu, tiim CDN diigiimlerine sifir-agirlikli bagh tek yardimeir kaynaktan tek
SSSP’ye iner. Bu derste Problem 3 (donut filtreleme) tam olarak bu kalib1 kullanir.

* Diigiim cogaltma = durum-augmentasyonu. Zaman-genisletilmis ¢izge (her diiglim x zaman
dilimi), mod/kapasite katmanlar1 (her diigiim x kalan yakit). PS6’da “kac bos kiire tastyorum”
durumu bu sekilde katmanlandi; bu derste Problem 4 (>V kenarli yol) katmanh ¢izge ile ¢oziiliir.

29.7 6. Sinav Taktigi ve Puan Kaybi

+ Once grafi tammla. Sozel problemde graf yoksa, “diigiim = ..., kenar = ..., agirlik = ...” diye agikca
kur. (En sik puan kaybi: graf tanimlamamak.)

* Grafi tam belirt: kag diigtim/kenar, cevrimsiz mi, agirliklar ne. Graderin isini kolaylastir.

* Cozdiigiin problemi soyle: “bu grafta en kisa yol / bagli bilesen / topolojik sira artyorum.” Yanlig
algoritma secsen bile, dogru problemi belirtmek puan getirir.

* Dogruluk ciimlesi: “yeni graftaki X, orijinal problemdeki Y’ye karsilik gelir.”

* Siireyi analiz et: grafin boyutu (V, F)) + algoritmanin o boyuttaki siiresi. (Unutmak biiyiik kay1p.)

“almost any question in this class can... get 80 to 90 percent of the points by writing maybe three
lines.” — Ku, 1:03:03
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29.8 Bu Quiz Review’in Ozeti

1. Quiz 2 = ¢izge blogu (Ders 13-21); az algoritma, ¢ok problem; ana is modelleme + indirgeme.

2. Algoritma haritasi: erisilebilirlik, full BFS/DFS (bilesen), DAG (topolojik/¢cevrim), Bellman-Ford
(negatif ¢evrim).

3. SSSP hiyerarsisi: BES — DAG relaxation — Dijkstra — Bellman-Ford; yukariy1 se¢ ama uygulanabi-
lirse.

4. APSP/Johnson: potansiyel ile yeniden agirliklandir — V x Dijkstra — O(VZlogV +V - E).

Graf degistirme: diiglim cogaltma (state), siipernode (¢ok kaynak/hedef), on isleme (filtrele/yonlendir).

6. Taktik: grafi tanimla + tam belirt + ¢6zdiigiin problemi soyle + dogruluk ciimlesi + siire analizi.

9,1

! Tek Bir Ciimle

Quiz 2, icat degil modelleme sinavidir: problemi dogru bir ¢izgeye cevir, ne sakladigini ve aradigini
acikca yaz, BFS/Dijkstra/Bellman-Ford/Johnson kara kutusuna indirge — algoritmay1 asla modifiye
etme — ve siireyi grafin boyutundan analiz et.

29.9 Quiz-tarzi Problemler

Asagida dort quiz-tarzi problem var; her birinin ¢6ziimiinii agmadan 6nce kendin dene. Her problem ayni1
receteyi izler: grafi tammmla — kara kutuya indirge — siireyi analiz et. Tiim sayilar QR2 motoruyla
dogrulanmaigtr.

Sekil 29.2 Problem 1’in modelini gosterir: beyaz pikseller dii§iim, 4-komsu beyaz ciftler kenar; blob sayist =
bagh bilesen sayisi.

1 Problem 1 (Blob sayma — bagli bilesenler): nxm beyaz/siyah piksel grid; kenar paylasan iki beyaz
piksel ayn1 blobda. Blob sayisin1 O(n-m)’de bul.

Coziim.

“Blob” tanimu transitiftir (a—b, b—c bitisikse a, ¢ ayn1 blob) — bu bir bagh bilesen problemidir. Cizge
kur: diigiim = her beyaz piksel (x,y koordinatiyla kimliklendir); kenar = bitisik (kenar paylasan) iki
beyaz piksel. V < n-m, E <4 -n-m (her piksel < 4 komgu).

Dogruluk ciimlesi: goriintiideki blob sayisi = bu cizgedeki bagh bilesen sayisidir.

“the number of blobs in the image corresponds to the number of connected components in
this graph.” — Ku, 31:10

Full BFS/DEFS ile bagh bilesenleri say. (Girdi karesel goriinse de — n - m piksel — girdi boyutu n - m
oldugundan bu dogrusaldir.)
Karmagiklik. V' = O(n - m), E = O(n - m) — full BES/DFS O(n - m).

Sekil 29.3 Problem 2’nin imza fikrini gosterir: £/ = V oldugunda ¢izge aga¢ + bir kenardir (tam bir ¢cevrim);
s 'nin iki ¢cevrim kenarini teker teker silerek iki aday yol elde edilir.

297



29 Quiz 2 Gozden Gegirme

Cizge modeli — blob sayisi = bagli bilesen sayisi = 4
Piksel grid (5x7) — beyaz blob pikselleri bilesene gore renkli

dligiim = beyaz piksel - kenar = 4-komsu beyaz ¢ift

1,0 1,4 1,5 !

2,4 \
N ,
PSRN S~ -7
’ N
~ Qe
I —
— 1 1 7 “o
| , C
4,0 4,1 4,6 !
\\ // S
~ s

V =11 = nm = 35; E = O(nm); full BFS/DFS -» O(nm) dogrusal.

Sekil 29.2: Blob sayma = bagl bilesen (QR2 Problem 1, Ku 31:10): nxm beyaz/siyah piksel grid — ¢izge;
diiglim = beyaz piksel (r,c), kenar = 4-komgu beyaz c¢ift. Dogruluk ciimlesi: goriintiideki blob
sayist = bu ¢izgedeki bagl bilesen sayisi. SOL panel: 5x7 grid, 11 beyaz piksel dort bilesene gore
renkli (amber + ii¢ slate tonu); siyah pikseller acik gri. SAG panel: ¢izge modeli — bilesen bagina
kesikli hale + numara rozeti; toplam 4 bilesen = 4 blob. Motordan: V = 11 beyaz piksel, nm = 35,
bilesenler {(0,0),(0,1),(1,0)}, {(0,4),(1,4),(1,5),2.4)}, {(3,1),(4,0),(4,1)}, {(4,6)}. E = O(nm) (her
piksel en cok 4 komsu) — full BES/DFS O(nm); girdi nm piksel oldugundan DOGRUSAL.

1 Problem 2 (Agac + bir kenar): bagl yonsiiz cizge, pozitif agirhik, E = V. s—t en kisa yolu O(V)’de bul.

Coziim.
FE =V gozlemi kilit: bir aga¢c V' — 1 kenarlidir, demek ki bu ¢izge agac¢ + bir fazladan kenar = tam
olarak bir ¢evrim icerir.

“this graph is a tree plus an extra edge.” — Ku, 37:21

Pozitif agirlik — en kisa yollar basit. Cevrim yoksa (agacta) iki diiglim arasinda tek basit yol vardir
— agirliksiz erisilebilirlik (BFS/DFS) agaci o yolu verir. Cevrim varsa s—t icin iki olas1 basit yol
(cevrimin iki yarist). Algoritma: BFS/DFS ile bir yay1lma agac1 kur; agagta olmayan kenar (u, v) ¢evrimi
belirler; s’ten u ve v’ye yollarin son ortak diigiimii s (¢evrimde s’e en yakin). s "nin ¢cevrim kenarlarini
teker teker kaldirip her seferinde s—t erisilebilirligini calistir, en kisasini sec. Sabit sayida (< derece)
BFS/DEFS.

Karmagikhik. Sabit sayida O(V) erisilebilirlik aramasi + 6n-ek bulma O(V') — O(V).

Problem 3’iin figiirii yoktur — siipernode kalib1, PS6’daki sensor problemi gorselinde zaten ayrintili gorselles-
tirildi (donut shop = sensor, ayn1 siipernode + tek Dijkstra semasi). Asagida dogrudan ¢oziime gegiyoruz.
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Agac + 1 kenar (E = V): tek cevrim - s'nin iki cevrim kenarini teker teker sil - her seferinde agac

KAZANAN: s-a-b-c-d-t = 2+1+4+1+3 = 11

s’ = gevrime giris @
capraz tanik:

uzun yay: s-a-b-e-d-t = 2+1+7+2+3 =15 Dijkstra(s)[t] = 11

E =V - TAM bir cevrim (Ku 37:21). s'nin 2 ¢evrim kenari i¢in sabit sayida O(V) tarama — toplam O(V).

Sekil 29.3: Agag + bir kenar (QR2 Problem 2, IMZA figiir, Ku 37:21): bagli yonsiiz ¢izge, pozitif agirhik, E =
V — agac (V-1 kenar) + bir fazladan kenar = TAM BIR ¢evrim. Cevrim b-c-d-e (motordan); s
kuyrugu s-a-b, t kuyrugu d-t. s =b (s’in ¢evrime baglandig1 diigiim). Imza fikir: s ’nin iki ¢evrim
kenarini (b-c ve b-e) teker teker sil — her silme cevrimi kirar — aga¢ — tek basit yol; iki adayin
min’i. KAZANAN kisa yay s-a-b-c-d-t = 2+1+4+1+3 = 11 (amber); kaybeden uzun yay s-a-b-e-d-t
= 2+1+7+2+3 = 15 (kesikli slate). Dijkstra capraz tanik = 11 (sag alt). Sabit sayida O(V) tarama
— O(V).
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i Problem 3 (Donut — siipernode filtreleme): n konum, derece < 5, d donut shop, mesafe k. p—>n
Oﬁgblqtqf}lﬁl,{zlqmnl%q;ﬁ]yqlsn xqpph]gqy)f]l ztgmh}%(c]ﬁ az V kenarli en kiigiik agirlikli s—t yolunu O(V3)'te
bul.
ggzum
0
im = konun(lff tane) enar 1 (agirlik = pozitif siirlis.mesafesi); derece < 5 — E = O(n).
it 46 %< mesh ?I’ u Xy%ﬁjtlr §l rze (Berrllrl%el? ef Dk (‘FQ g?n tlfﬁswg
El?utr un ai 1s (:.evalpn0 (i>o sonasrlé&%iae% 1yo mevcut Yo tam V ken 1 mes ey /Gra
coga tma atman i<e arlar1 ya §lnlz bir alt katmana yonlendlr (kalma-kenar1 yok) —> katman

0"dan 1%?3?5;‘%&&2@9} vemség%%m} Ysnd Wbs%%erw DSkt RAG rokatipn G V7) (G

boyutu V'

séﬁwmﬁﬁfmﬁﬂ e

‘  Beliman M &

kisim gpa‘iﬁ})usﬂmlkéffam (iR b igiikor (asmmaklek m%&trfaasﬁeyﬁieaﬁmogmgm
dogrulgsifisinrmbRs: Prichp 4 yRricaP yhp. )4} optimal yol s—a—b—s—t (tam 4 kenar, aZirlik 4);

dogrudan s—t agirlik 1 ama tek kenar oldugu i¢in gecersiz. Negatif cevrim varyantinda (a ile b arasi
Bifi, RedAdAkT Lrediaprobdemkgibaalny keirk, kutvfddan-320yedakngeadegersorleddian > 281 gattisdiat™;
balsdaragonseyasdhizi> & uzakta kal”. Motorda da nearest_sensor_dist aynen yeniden kullanilir:
aenamliblerRollsansFesd @Gkt & by OAG aktaxdtion TAIE yassoncRgliamizerdodVa=47 =4,
@{6,/ ?1)=6, d=9, e=9 verir; iist koridor 8 kapanir — alt dolambag¢ 9. k = 1 ile b serbest (2 > 1) — iist

koridoracilir —
KOTTAO01 a¢ 1l —7 0.

Karmagiklik. iki Dijkstra + filtreleme — O(n logn).
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En az V kenarl en kigik agirlikh yol — =V kenar zorunlulugu (QR2 P4)

Siipernode s* + Bellman-Ford

Orijinal cizge — kisa yol yasak liman-Ford(s*) -
Kalmasiz katmanh DAG — 6-a4(s,*) Bellman-Ford(s) -t

pozitif cevrim s-—a-b-s k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
«tur atmaya zorlar»
s s s s s
1 1 6-4=4
a a a a a 6-4= b-a=cp
1
s*
s p © b b b b b
Q
N 5 J
N ' d

N - 6-4=4
L s — t t t t t t @

optimal: so—ai-bz2-ss—»ta (TAM 4 kenar, agirlik 4)

kalma kenari YOK - katman 4 = TAM 4 kenar
) (D18 graf-cogaltmadan FARKI)
sot: 1 kenar < V=4 -» GECERSIZ cevap =4

Negatif cevrim varsa (a ile b arasi ¢ift —2): cevap —« - brute kmax 16-32 hala dlser (-12--28), tur sayisi sinirsiz

Sekil 29.4: En az V kenarl en kiiciik agirlikli yol (QR2 Problem 4, Ku): yonlii, keyfi agirlik; en az V kenarlt
en kiiciik agirlikli s—t yolu. SOL panel: orijinal ¢izge (V=4); dogrudan s—t agirlik 1 ama yalniz
1 kenar < V — GECERSIZ (kesikli kirmiz1 + yasak isareti); pozitif gevrim s—a—b—s yolu tur
atmaya zorlar. ORTA panel: kalmasiz katmanli DAG (k=0..4, kalma kenar1 YOK) — katman 4 =
TAM 4 kenar; optimal s,—a, —b,—s;—t, (amber rota, agirlik 4). SAG panel: siipernode s* —
$ 4, sonlu diigiimler (a=4, t=4; s ve b sonsuz) + orijinal ¢izgede Bellman-Ford soneki — cevap = 4.
Motordan: é , = {s sonsuz, a=4, b sonsuz, t=4}, optimal yol s—»a—b—s—t (tam 4 kenar, agirlik
4); dogrudan s—t (agirlik 1) tek kenar oldugu icin gecersiz. Negatif ¢cevrim varyantinda (a ile b
arasi ¢ift —2) cevap —oo; brute kmax 16—32 hala diiser (-12—-28), iraksamanin say1sal izi.
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29.10 Quiz Hazirhg1 Egzersizleri

Egzersiz 1. Bir sozel problemi (6rnegin labirent, ag, oyun) cizgeye modelle: diigiim/kenar/agirlik/yon tanimla,
¢Ozecegin soyut problemi (en kisa yol / bilegen / topolojik) ifade et.

Egzersiz 2. SSSP hiyerarsisi tablosunu (BFS/DAG/Dijkstra/Bellman-Ford) ezberden ¢ikar; her biri i¢in “hangi
kisit + hangi siire” yaz.

Egzersiz 3. U graf-degistirme stratejisini (diigiim ¢ogaltma, siipernode, &n isleme) birer 6rnek problemle
esle.

Egzersiz 4. Bir “durum izleme” problemini diigiim ¢cogaltmayla ¢6z (6rnegin kapasite/mod katmanlari); V' ve
FE’nin nasil biiyiidiigiinii hesapla.

Egzersiz 5. Johnson’in 5 adimini ezberden anlat; her adimin siiresini ve neden V' x Dijkstra’nin baskin
oldugunu acikla.

29.11 Quiz 3 Oncesi Kapsam Geniglemesi

Quiz 2 buraya kadar; siradaki blok (Ders 23+, Quiz 3 kapsami) dinamik programlamaya (DP) gecer:

* Ders 23-27 (L15-L18; araya Ders 25 = PS8 girer): DP temelleri — alt problem tanimu, iligki (recur-
rence), topolojik sira, taban durum, ¢6ziim kurma.

* DP, “kendi algoritmani tasarla” {initesidir; en kisa yollarin optimal alt yap1 ve ortiisen alt problem
sezgileri DP’nin habercisidir.

Bag: cizge blogu “kara kutuya indirge” iken, DP ““alt problemleri birlestir” der — ama ikisi de ayn1 optimal-
alt-yap1 omurgasini paylasir.

29.12 Ders 13-21 Toplu Cheat Sheet (L9-L14 + PS5-6)

Konu Ozii Kaynak (L/PS)
Cizge G=(V, E) Komguluk listesi; L9
O(1) kenar sorgu
BFS Seviye kiimeleri; L9
agirliksiz en kisa
yol; O(V + E)
DFS / full DFS Erisilebilirlik L10

O(E); bilesen /
topolojik / cevrim
O(V +E)
DAG relaxation Topolojik sirada L11
gevset; herhangi
agirlik; O(V + E)
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29.13 Builder ve OMSCS Baglantilart

Konu

Ozii

Kaynak (L/PS)

Bellman-Ford

Dijkstra

Johnson (APSP)

Graf degistirme

Genel SSSP;
negatif cevrim
—00; O(V - E)
Agirlik > 0;
oncelik kuyrugu;
O(VlegV + E)
Potansiyel ile
yeniden
agirhiklandir

— V x Dijkstra;
O(VZlogV +V -
E)

Diigiim ¢ogaltma /
siipernode / 6n
isleme

L12

L13

L14

PS5-6

Sonraki Ders

Ders 23 (L15): Dinamik Programlama 1 — SRTBOT
Erik Demaine ile dinamik programlama (DP) iinitesine geciyoruz: SRTBOT cercevesi (Subproblem,
Relation, Topological order, Base case, Original problem, Time). Cizge blogunun “kara kutuya indirge”
disiplini biter; DP “alt problemleri tanimla ve birlestir” disiplinine gecer — ama optimal-alt-yap1

omurgast ayni kalir.

29.13 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

w

lar1.

Bu tekrar oturumu, “problemi dogru bir ¢izgeye modelle, kara kutuya indirge, sakladigin1 ve aradigini
yaz” disiplinini kurar — kopriilerin 6zeti:

1. Quiz 2 = ¢izge midterm — OMSCS CS 6515: ¢izge algoritmalar1 + indirgeme, graduate dersin
giris varsayimidir.

2. Modelleme — gercek diinya — cizge: sosyal graf, bagimlilik grafi, ag topolojisi, durum-uzayi.

Siipernode — cok-kaynak/cok-hedef indirgemesi; veritabani, ag akigi, kiimeleme.

4. Diigiim ¢ogaltma — durum-augmentasyonu: zaman-genisletilmis ¢izge, mod/kapasite katman-

5. SSSP hiyerarsisi — “en kisith uygulanabilir algoritmay1 se¢”: pratik performans bilinci.
6. Dogru ama yavas > yanhs ama hizh — miihendislikte 6nce dogruluk, sonra optimizasyon.
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! Tek bir sey alip gideceksen

Quiz 2 senden ¢izge algoritmasi icat etmeni degil, problemi dogru bir cizgeye modellemeni ister.
Diigtim/kenar/agirlig1 agikca tanimla, cozecegin soyut problemi (en kisa yol, bilesen, topolojik sira)
soyle, BFS/Dijkstra/Bellman-Ford/Johnson kara kutusuna indirge — algoritmay1 asla modifiye etme —
ve siireyi grafin boyutundan analiz et. Karmagiklik, algoritmadan degil, “dogru grafi gérmekten” gelir.
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

Ozyineleme + memoization: alt problemleri SRTBOT cercevesiyle tanimla, bir recurrence ile iligkilendir,
topolojik sirada bir memo tablosunda sakla — Fibonacci listelden polinoma iner, bowling ise suffix-DP’de
yerel kaba kuvvetle O(n)’e; kursun yepyeni boliimiiniin, kendi algoritmani tasarlama boliimiiniin acilis dersi

1 Oturum bilgisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 15: Dynamic Programming, Part 1 (=57 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 15: Dynamic Programming, Part 1

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 23 (L15)

* Hoca: Erik Demaine (dinamik programlama; DP iinitesinin ACILIS dersi — 4 dersin 1.si)
* Okuma siiresi: =27 dk

Bu, kursun yepyeni boliimiiniin acgilisidir: hazir algoritma uygulamaktan kendi algorit-
mamn tasarlamaya geciyoruz. Demaine ile baslayan bu blok, en giiclii algoritmik tasarim
paradigmasim dgretir: dinamik programlama (DP). Ozii iki kelimedir — 6zyineleme +
memoization — ve tasarimi bir akronime baglanir: SRTBOT.

30.1 Bu Derste Ne Var?

Kursun yepyeni boliimii baghyor (Erik Demaine). Simdiye dek hazir algoritmalar1 (siralama, ¢izge, veri
yapist) uyguluyorduk; bundan sonra kendi algoritmamz sifirdan tasarlayacagiz — o6zellikle dinamik
programlama (DP), en giiclii algoritmik tasarim paradigmasi.

“dynamic programming... It’s probably the most powerful algorithmic design paradigm.” —
Demaine, 1:00

DP’nin 6zii iki kelimedir: 6zyineleme + memoization. Tasarim i¢in bir akronim: SRTBOT.
“when I say dynamic programming, I mean recursion with memoization.” — Demaine, 27:13
Ug ana fikir:

1. SRTBOT — 6zyinelemeli algoritma tasariminin 6 adimi: Subproblems, Relations, Topological order,
Base case, Original problem, Time.

2. Memoization — alt problem ¢oziimlerini sakla/yeniden kullan; Fibonacci’yi iistelden polinoma indirir.

3. Yerel kaba kuvvet (local brute force) — “ilk 6geye ne yapabilirim?” sorusunun polinom secenegi
varsa, polinom bir DP elde edilir.
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

Ders 23 (L15): Dinamik

// Programlama 1 — SRTBOT

R SRTEOT — 6 adm pemoratin
memoization

Yerel kaba kuvvet

en giiclii tasanm Subproblems / Relations / alt problem ¢oziimiini alt problemler toplam1 ilk 6genin sabit
gar:adi mast Topological sakla + yeniden kullan carp1 dzyineleme-dist is seceneklerini dene + reuse
o Ap . g . Base / Original / Time; en Fibonacci Ustelden her alt problem en fazla bowling
iki kelimelik 6z (Demaine) ) . . .
zoru S polinoma bir kez B(i)=max(atla,tek,cift) O(n)

Sekil 30.1: Ders 23’{in (L15) kavram haritasi: kok = Dinamik Programlama 1 ve SRTBOT (Demaine) — DP
tinitesinin acilig dersi; algoritma uygulamaktan algoritma TASARLAMAYA gecis. Bes dal — (1)
DP = 6zyineleme + memoization: en gii¢lii tasarim paradigmasi, iki kelimelik 6z. (2) SRTBOT 6
adim: Subproblems, Relations, Topological order, Base case, Original problem, Time; en zoru
S (dogru alt problemi bulmak). (3) Memoization: alt problem ¢6ziimiinii sakla, yeniden kullan;
Fibonacci iistelden (phi iizeri n) polinoma (n alt problem). (4) Siire formiilii: alt problemler toplami
carp1 Ozyineleme-disi is; her alt problem en fazla bir kez. (5) Yerel kaba kuvvet: ilk 6genin sabit
sayida secenegini dene plus reuse; bowling suffix-DP B(i) = max(atla, tek, ¢ift) O(n). Sonu¢: DAG
en kisa yol da bir DP’dir, memo gizli bir DFS’tir; dizi girdide 6nek/sonek/alt-dizi seg, alt-dizilim
ASLA (2 iizeri n).

@ Builder Notu — Memoization = caching

DP’nin tek degistirdigi sey, saf 6zyinelemeye “hesaplanani sakla, gerektiginde yeniden kullan” clim-
lesini eklemektir. Bu desen gercek sistemlerde onbelleklemenin (caching) ta kendisidir: pahali bir
hesap (HTTP istegi, veritabam sorgusu, embedding c¢ikarimi) bir kez yapilir, sonucu bir tabloya yazilir,
ayni girdi tekrar gelince tablodan doner. Fibonacci’nin iistelden polinoma inisi, bir memcache/Redis
katmaninin neden bu kadar biiyiik bir hiz farki yarattiginin minyatiir ispatidir.

J ileriye — DP her yerde: dizi hizalama (DNA, diff), Viterbi/DTW (ses/ML), en kisa yol, knapsack,
metin akilli-kirpma — hepsi DP.

» Tleriye — memoization = caching: “hesaplanani sakla/yeniden kullan” deseni, gercek sistemde
onbellekleme.

* Geriye — DAG shortest paths (Ders 16): DAG relaxation aslinda bir DP; SRTBOT iginde gizli
bir DFS caligr.

« Tleriye — DP 2-4 (Ders 24-27): string, agac, pseudopolinom alt problemler.

Tek ciimle: DP = ozyineleme + memoization; SRTBOT ile alt problemleri tanimla, bir recurrence ile
iliskilendir, topolojik sirada ¢oz, ¢oziimleri bir memo tablosunda sakla — béylece “yerel kaba kuvvet”
tistel aramayt polinom zamana indirir.

30.2 1. Yeni Boliim: Algoritmik Tasarim ve DP

Simdiye dek “ver(il)en algoritmaya indirge” yaptik. Artik sifirdan polinom-zaman algoritma tasarliyoruz.
DP, 6zyinelemeli bir tasarim tiiriidiir ve tiimevarimla kanit teknigimizle cok iyi uyusur.
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30.3 2. SRTBOT Cergevesi

“Today we start a totally new section of the class.” — Demaine, 0:18

DP’nin temeli: alt problemleri tanimla, aralarindaki iligkiyi (recurrence) yaz, ¢cevrimsiz (DAG) bir alt-problem
grafi kur, ¢oziimleri sakla. Tiim dersi tek bir disiplinde toparlayan akronim SRTBOT tur.

30.3 2. SRTBOT Cercevesi

Ozyinelemeli algoritma tasariminin alt1 adimi (akronim SRTBOT):

“SRTBOT... sub-problems, relations, topological order, base case, original problem, and time.”
— Demaine, 2:33

* S — Subproblems (alt problemler): problemi polinom sayida alt probleme bol. En zor adim — dogru
alt problemi bulmak.

* R — Relations (iligki): bir alt problemi daha kii¢iiklerinden ¢6z (recurrence).

* T — Topological order: alt-problem grafi DAG olmali (¢evrim = sonsuz dongii); topolojik sira.

* B — Base case (taban durum): 6zyinelemenin duragi.

* O — Original problem: ¢c6zmek istedigin (genelde alt problemlerden biri).

» T — Time (siire): >, (alt problemler) x dzyineleme-digi is.

DP = SRTBOT + memoization.

Sekil 30.2 alt1 adimu tek bir yatay zincirde toplar; her kutuda adimin adi, Tiirkge tek-satir aciklamasi ve altinda
bu dersin bowling drnegindeki karsiligi yer alir (S: sonek B(i), R: max(atla, tek, ¢ift), ..., O: B(0) = 109 —
bu say1 motordan canli hesaplanir, T: 7 alt problem x O(1) = O(n)).

SRTBOT — 6zyinelemeli tasarimin 6 adimi (DP = SRTBOT + memoization)

Subproblems Relations Topological Base Original Time
Alt problemleri Alt problemi kiigiik Bagimlilik DAG'ini Taban alt problemi Orijinali alt alt problem sayisi x
tanimla (sonek...) alt problemlere bagla déngisiiz sirala dogrudan ¢éz problemden oku alt problem-basi is
BOWLING BOWLING BOWLING BOWLING BOWLING BOWLING
B(i) = i'den sona max(atla, tek v_i, i azalan _ _ _ 7 alt problem x O(1)
sonek max skoru cift v_i-v_{i+1}) (n-0) B(n) = B(6) = 0 B(0} = 109 = 0(n)
Demaine 2:33 — her dinamik programlama ¢6zim( bu alti adimin bir 6rnegidir

Sekil 30.2: SRTBOT — 6zyinelemeli tasarimin 6 adimi yatay zincir (Demaine L15 §2): S5 R—-T—-B—0->T.
Her kutuda adim ad (Ingilizce) + Tiirkce tek-satir agiklama + altinda BOWLING karsilig1 (amber).
S: Subproblems — B(i) = i’den sona sonek max skoru. R: Relations — max(atla, tek v_i, ¢ift
v_i-v_{i+1}). T: Topological — i azalan (n — 0). B: Base — B(n)=B(6)=0. O: Original —
B(0)=109 (motordan canli). T: Time — 7 alt problem x O(1) = O(n). Amber oklar zinciri kutudan
kutuya baglar. Alt not: Demaine 2:33 — her DP ¢6ziimii bu alti adimin bir 6rnegidir. DP =
SRTBOT + memoization. Veri MOTORDAN: bowling_bottom_up([1,9,9,2,-5,-5])[0] == 109
(assert); B(n)=B(6)=0 taban (assert); n=6 — T kutusu ‘7 alt problem x O(1) = O(n)’.
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

30.4 3. Ornek: Merge Sort SRTBOT ile

Bildigimiz merge sort'u SRTBOT a oturtalim. Sz S(i, j) = A[i..j — 1]’i sirala. O: S(0,n). R: S(i,7) =
merge(S(i,m), S(m, 7)) (m = orta). T: j — ¢ artan sirada. B: bog dizi. Time: O(nlogn).

(Merge sort memoization’dan yararlanmaz — alt diziler ayrik, tekrar yok. Ama cerceve uygulanabilir; SRTBOT
yalnizca DP’ye degil, her 6zyinelemeli tasarima uyar.)

30.5 4. Fibonacci: Memoization’siz Ustel

Fibonacci: f,, = f,,_1 + fn_2. fi = fo = 1.8t f(i) = 4. Fibonacci. R: f(i) = f(i — 1) + f(i —2).
Dogal 6zyineleme — ama ozyineleme agaci gizilince f(n — 3), f(n — 2) gibi alt problemler defalarca
hesaplanir.

T(n)=T(n—1)+T(n—2)+ 1 — ¢dziim yaklagik ¢©" (altin oran, iistel). Ustel = kétii; yalniz ¢ok kiigiik
n ¢oziilir.

Sekil 30.3 bu dersin imza kargilagtirmasini verir: solda f(6) nin tam 6zyineleme agaci (memoization YOK) —
motordan sayilan tekrarlar amber tonlariyla isaretli (f(3) tam 3 kez, f(2) 5 kez, f(1) 3 kez; aa¢ 15 diigiim
= naif 15 ¢agr1); sagda ayni alt problemler memoization ile tek kopya zincir-DAG (f(1) ... f(6)) ve biiyiik
sayilar paneli (n = 20: naif 13.529 ¢agri, memo TAM 20 alt problem; oran calls(20) /calls(15) = 11,10 ~
% = 11,09 — biiyiime ~ " iistel).

30.6 5. Memoization: Ustelden Polinoma

Kiiciik bir kurnazlik her seyi degistirir: memeoization — alt problem ¢oziimlerini bir “memo” tablosuna yaz,
gerektiginde yeniden kullan.

“remember and reuse solutions to sub-problems.” — Demaine, 14:14

Generic DP yapis1 (her DP boyledir):

Memo tablosu genelde bir dogrudan-erisim dizisi veya hash tablosu. Fibonacci igin: her alt problem en fazla
bir kez ¢oziiliir — n alt problem x O(1) = O(n). (Bir DFS’in “ziyaret edildi mi” kontroliinii oynar memo
tablosu.)

Sekil 30.4 bu generic iskeleti bir akis diyagrami olarak ¢izer: ¢cagri — “alt problem memoda m1?” (EVET —
tabloyu dondiir, tekrar hesaplama YOK) — “taban durum mu?” (EVET — taban deger; HAYIR — recurrence
ile 6zyinele) — sonucu sakla — dondiir. Sag alt kdsede, memonun bir DFS’in “ziyaret edildi mi” kontroliinii
oynadig1 not edilir. Motor tani§1: bowling_memo_counted([1,9,9,2, —5,—5]) = (109,7) —n+1 =7
alt problem, her biri tam bir kez.
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30.6 5. Memoization: Ustelden Polinoma

Fibonacci: 6zyineleme agacindan memoization'a — lstelden polinoma

memoization YOK: ayni alt problem DEFALARCA

f(6) agaci: 15 diigim (= naif 15 cagri)

@) [r@)] x5 @ x 3 kez

5 B [
S BEEEE
n=20: naif 13.529 cagri vs memo TAM 20 alt problem
[E] ran(20/15) = 11.10 = phi~5 = 11.09 - biiyiime = phi~n USTE

memoization: sakla + yeniden kullan -» O(n)

f(1) \ f(2) }_E f(3) >‘__§ f(4) }S f(5) ‘__/\ f(6)

her alt problem TEK KOPYA - oklar = bir kez hesapla, sonra oku

Sekil 30.3: Fibonacci: 6zyineleme agacindan memoization’a — iistelden polinoma (Demaine L15 §4-5
IMZA). SOL: f(6) tam 6zyineleme agac1 (memoization YOK); tekrarlanan alt problemler ayni
amber tonuyla — f(3) 3 kez, f(2) 5 kez, f(1) 3 kez (motordan sayild1); agac 15 diigiim = naif 15 ¢agr1.
SAG: ayni1 diigiimler memo ile TEK KOPYA zincir-DAG (f(1)..f(6)); her f(i)’den f(i—1) ve f(i-2)’ye
geri-ok (bir kez hesapla, sonra oku); biiyiik sayilar paneli — n=20: naif 13.529 cagri vs memo
TAM 20 alt problem; oran(20/15) = 11.10 = phi*5 = 11.09 — biiyiime yaklagik phi*n USTEL.
Veri MOTORDAN (assert): fib_naive_counted(20) = (6765, 13529); fib_naive_counted(15)[1] =
1219; fib_naive_counted(6) = (8, 15); fib_memo_counted(20) = (6765, 20); ratio 13529/1219 =
11.10 = phi®5 = 11.09; £(6) agag diiglim 15, f(3) tekrar 3.
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

Generic DP iskeleti — f(alt problem)

memo kontroli - taban - recurrence - sakla (L15 §5 — fib_memo & bowling_memo ayni)

f(alt problem ap)
CAGRI
\ 4

EVET

memol[ap] dondur
(TEKRAR HESAPLAMA YOK)

ap € memo ?

HAYIR l

?
taban durum ? memo = bir DFS'in

EVET
»

ziyaret-edildi-mi kontroli
HAYIR

DP icinde GIiZLi DFS calisir
result =

result = relation(f, ap) — ézyinele

taban deger

(alt problemleri cagir) (Demaine §7)
memol[ap] = result (SAKLA) ®| return result
Her alt problem EN FAZLA BIiR KEZ ¢ézillir » T = £ (alt problem) x (6zyineleme-disi is) - tanik: bowling([1,9,9,2,-5,-5]) - skor 109, 7 alt problem (n+1)

Sekil 30.4: Generic DP iskeleti — f(alt problem) akis diyagrami (Demaine L15 §5 pseudocode birebir): memo
kontrolii — taban — recurrence — sakla. SOL DIKEY ANA AKIS: cagri — karar ‘ap € memo?’
— (HAYIR) karar ‘taban durum?’ — (EVET) result = taban deger / (HAYIR) result = relation(f,
ap), 6zyinele — her iki dal SAKLA kutusunda birlesir (memo[ap] = result, amber). SAG: memo
HIT kisa-devresi — ‘ap € memo?” EVET — memo[ap] dondiir, TEKRAR HESAPLAMA YOK
(amber kalin) — return result. SAG ALT KOSE: memo = bir DFS’in ziyaret-edildi-mi kontrolii; DP
icinde GIZLI DFS ¢alisir (Demaine §7). ALT NOT (motor tamikl): her alt problem EN FAZLA BiR
KEZ ¢oziilir — T = X (alt problem) x (6zyineleme-dis1 is); tanik bowling([1,9,9,2,-5,-5]) — skor
109, 7 alt problem (n+1). Veri MOTORDAN (assert): bowling_memo_counted([1,9,9,2,-5,-5])
== (109, 7); fib_memo_counted(10) == (55, 10); ikisi de AYNI iskelet.
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30.7 6. Calisma Stiresi Formiilii

30.7 6. Calisma Siuresi Formulii

Memoization’l1 bir DP’nin siiresi:

T = X (tiim alt problemler) x (recurrence’in 6zyineleme-dis isi)

“the time it takes is at most the sum over all sub problems of the relation time.” — Demaine,
23:07

Ciinkii her alt problem en fazla bir kez ¢oziiliir; 6zyinelemeli ¢cagrilar zaten toplama dahildir. (Fibonacci:

n x O(1) = O(n).)

Word-RAM inceligi. Fibonacci sayilar1 n-bit biiyiikliigiine ulagir; bir w-bit makine sézciigiinde toplama,
[n/w] sdzciik isine mal olur. Dolayisiyla daha hassas siire O(n + n?/w)’dir — ama bu da w sabitken
polinom kalir. Asimptotik tablo degismez: memoization, Fibonacci’yi iistelden polinoma indirir.

30.8 7. DAG En Kisa Yol DP Olarak

DAG tek-kaynak en kisa yol (Ders 16) aslinda bir DP’dir. S: 0 (s, v) tim v. O: hepsi. R:

8(s,v) = min({d(s, u) + w(u,v) : (u,v) gelen kenar} U {oo})

T: alt-problem grafi = G’nin kendisi — G’nin topolojik sirast. B: 6(s, s) = 0. Time: » | (gelen kenar sayist
+1)=0(V+E).

Ilging: generic DP algoritmasi (memo-kontrol — 6zyinele) alt-problem grafimin tersinde bir DFS calistirir;
memo tablosu “ziyaret edildi mi” kontroliidiir. Yani DP, icinde DFS + topolojik sira barindirir — “bedavaya”.

Sekil 30.5 bu denkligi Ders 16 6rnegiyle kanitlar: solda 8 diigiimlii DAG (topolojik sira a, b, e, f, g, h,d, c;
kaynak e), her diigiimiin iistiinde motordan hesaplanan 9§ rozeti (e:0, f:3, ¢:5, h:6,d:3,¢:8;a = b =
soluk, erigilmez), ve h igin gelen-kenar min recurrence’t vurgulu (6(h) = min(d(f) + 8,d(g) + 1) =
min(11,6) = 6; kazanan g — h amber, kaybeden f — h kesikli + “117 iistii ¢izik); sagda recurrence kutusu,
SRTBOT esleme tablosu (S/R/T/B/O/T) ve alt tanik rozeti — memoized ¢agri sayis1 = 8 = V' (gizli DFS
tamg1), dag_sp_memoized ile dag_relaxation aym §’y1 BIREBIR verir (D16 gapraz tanik).

@ Builder Notu — DAG = build sistemi

Alt-problem grafinin ¢evrimsiz (DAG) olmasi bir tesadiif degil, bir zorunluluktur: ¢evrim olsayd1 bir
alt problem kendini beklerdi (sonsuz dongii). Bu yap1 ger¢ek miihendislikte her giin karsina ¢ikar —
build sistemleri (Make, Bazel, webpack), paket bagimlilik ¢oziiciiler, elektronik tablo hiicre yeniden-
hesaplamas1 ve gérev zamanlayicilart hep bir bagimlilik DAG’ 11 topolojik sirada isler. Memoization’l1
DP’nin “her diiglimii bir kez ¢6z, sonucu sakla” mantigi, Make’in “degismemis hedefi yeniden derleme”
mantiZinin ta kendisidir; ikisi de ayn1 gizli DFS’i kosturur.
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

DAG en kisa yol = Dinamik Programlama — &6(s,v) = min{ gelen &6(s,u)+w(u,v) } u {«} (L15 §7; D16 kopriisi)

SRTBOT eslemesi — DP olarak DAG-SP

DAG en kisa yol = GELEN kenarlarin min'i Yinel
(topo sirasi: a, b, e, f, g, h, d, c) ineleme (recurrence)
6(s, v) = min{ 6(s, u) + w(u, v) : (u, v) gelen } v {x}
taban: 6(s, s) = 0
e alt problem  &(s, v) — her v igin kaynaktan en kisa mesafe
I
5-6 e iliski 6(s,v) = min{ &(s,u)+w(u,v) : gelen (u,v) } U {=}
h b topo. sira alt-problem grafi G'nin KENDISI (zaten DAG)
OGO
=) )
e )- 3 ) @_ 2 Q) - Q taban 6(s, s) = 0 (erisilemez - «)
kaynak \El .
@_ 5 b @ Q orijinal 6(s, v) tim v € V (kaynak e)
6(h) = min( &6(f)+8 , 6(9)+1g-h kazanir) slire Z_v (gelen derece + 1) = O(V + E)

= min( <+ ,6 )=6
* memoized cagri sayisi = 8 = V (gizli DFS + topolojik sira tanigi)

dag_sp_memoized 6 = dag_relaxation 6 -» v BIREBIR (D16 capraz tanik)

Sekil 30.5: DAG en kisa yol = Dinamik Programlama (Demaine L15 §7; D16 kopriisii): delta(s,v) = min{
gelen 6(s,u)+w(u,v) } U {oo}. SOL: D16 ¢izgesi (8 diigiim; topo sirasi a,b,e,f,g,h,d,c soldan
saga); her diigiimiin iistiinde 6 degeri rozetli (e=0 amber kaynak; a,b=00 soluk erisilemez). h i¢in
GELEN-kenar min recurrence vurgulu: §(h) = min(8(f)+8, §(g)+1) = min(11, 6) = 6 — kazanan
g—h amber kalin, kaybeden f—h kesikli + ‘11" iistii ¢izik. SAG: recurrence kutusu + SRTBOT
esleme tablosu (S alt problem / R iligki / T topo sira / B taban / O orijinal / T siire = O(V+E)) +
alt rozet (memoized ¢agri sayis1 = 8 = V gizli DFS tamg1; dag_relaxation ile BIREBIR). Veri
MOTORDAN (assert): topo == [a,b,e.f,g,h,d,c]; delta == {a:00,b:00,e:0,f:3,2:5,h:6,d:3,c:8}; nsub
== § == V; delta == dag_relaxation (D16 ¢apraz tanik); 6(f)+8=11, 6(g)+1=6, 6(h)=min(11,6)=6.
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30.9 8. Alt-Problem Tasarim Aracti: Prefix/Suffix/Substring

30.9 8. Alt-Problem Tasarim Araci: Prefix/Suffix/Substring

Girdi bir dizi ise, dogal alt problem adaylart:

“if your input is a sequence, here are some good sub-problems... prefixes... suffixes... substrings.”
— Demaine, 43:03

+ Onekler (prefixes): x|: i), her i icin — ©(n) tane.
* Sonekler (suffixes): z[i :], her ¢ i¢in — ©(n) tane.
* Alt diziler (substrings): z[i : j] — ©(n?) tane.

Alt-dizilim (subsequence) KULLANMA — 2" tane (iistel). Onek/sonek genelde denktir ve yeterlidir;
yetmezse substring’e geg.

Sekil 30.6 bu dort aday1 n = 6 6rnek dizide (“ABCDEF”) yan yana siralar: 6nek satir1 soldan biiyiir (A,
ABC, ABCDEF), sonek sagdan biiyiir (F, DEF, ABCDEF) — ikisi de yesil “©O(n) — 7 tane” rozetiyle;
substring ortadan bir aralik secer (CD, BCDE, ...) amber “O(n?) — 28 tane”; subsequence atlamali secim
(A_C_E, ...) kirmiz1 istii-¢izik “2"™ = 64 — YASAK?”. Sayilar figiir icinde gercek enumerasyondan hesaplanir
(n+1/n+1/(n+1)(n+2)/2/2™).

30.10 9. Bowling Problemi: SRTBOT Uygulamasi

Problem. n pin, pin ¢ degeri v;. Bir pin vurursan v; puan,; bitisik iki pini (¢, ¢ + 1) birlikte vurursan v; - v; 4
puan. Skoru maksimize et (pinleri atlamak serbest).

Cahgilan Ornek — suffix DP. S: $B(i) = $ pin i ... n — 1 ile elde edilebilecek maksimum skor. O: B(0). R:
ilk pin 7’ye ii¢ sey yapabilirim — atla, tek vur, ya da 7 + 1 ile ciftle:
B(i) =max(B(i+ 1), B(i +1) +v;, B(i +2)+ v, v; 1)

T: i azalan (for i = n — 1...0). B: B(n) = 0. Time: n alt problem $x, O(1) =$ O(n).

30.11 10. Bottom-Up DP ve Yerel Kaba Kuvvet

SRTBOT’u dogrudan bir for-dongiisii algoritmasina g¢evirebiliriz (bottom-up): taban durumu yaz, topolojik
sirada dongii kur, recurrence’1 uygula, sonunda orijinali dondiir.

Bu, yerel kaba kuvvettir (local brute force): pin ¢ i¢in #iim segenekleri (3 tane) dene, en iyisini al. Normalde
3 X 3 X ... iistel olurdu; ama alt problemleri yeniden kullandigimizdan dogrusal.

“dp is essentially an idea of using local brute force.” — Demaine, 54:47

DP sezgisi: “¢oziimiin hangi 6zelligini bilsem isim biterdi?”” Bu 6zelligin se¢enek sayis1 polinomsa, polinom
bir DP elde edersin. (Sonek — ilk 68eyi diislin; onek — son 6ge; substring — ortadaki 6ge.)

“identify some feature of the solution that if we knew that feature we would be done.” — Demaine,
56:00
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

Alt-problem tasarim araci: dizi girdide hangi alt problemi seceyim? (n = 6, "ABCDEF")

prefix
snekler (i alle]lcfeelrlalelclo][erlalelc]® E( (n) — 7 tane )

A ABC ABCDEF

suffix
sonekler x[i:] |A||B||C||D||E| F|A||B||C| D E F A B C D E( O(n) — 7 tane )
F DEF ABCDEF
substring
2) —

it 0 00 0 0 00 E D 0000 00 R

cb BCDE D
subsequence — — — —

A © E 2 | | [ 2" = 64 — YASAK

alt dizilim (atlamal) 1 | 1 | 1 | 1 | 1\

=1
| | I |
ACE BDF AF

Dizi girdide once prefix/suffix dene - yetmezse substring » subsequence ASLA (Demaine 43:03)

n+1/n+1/(n+1)(n+2)/2 polinom — coztilebilir - 2" listel — DP tablosu patlar, kullanma

Sekil 30.6: Alt-problem tasarim araci: dizi girdide hangi alt problemi seceyim? (Demaine L15 §8, 43:03;
n=6 ‘ABCDEF’). 4 satir: PREFIX (6nekler x[:i]) soldan biiyliyen A / ABC / ABCDEF + yesil
‘®(n) — 7 tane’; SUFFIX (sonekler x[i:]) sagdan biiyiiyen F / DEF / ABCDEF + yesil ‘®(n) —
7 tane’; SUBSTRING (alt diziler x[i:j]) ortadan CD / BCDE / D + amber ‘©(n?) — 28 tane’;
SUBSEQUENCE (alt dizilim, atlamali) A C E/ B D F/ A F {istii-¢izik kirmiz1 + 2" = 64 —
YASAK’. ALT NOT: dizi girdide 6nce prefix/suffix dene — yetmezse substring — subsequence
ASLA (Demaine 43:03); n+1 / n+1 / (n+1)(n+2)/2 polinom ¢oziilebilir, 2" iistel DP tablosu patlar.
Veri figiir icinde GERCEK enumerasyondan (assert): prefix = n+1 = 7; suffix = n+1 = 7; substring
= (n+1)(n+2)/2 = 28; subsequence = 2" = 64; siralama prefix=suffix < substring < subsequence.
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30.11 10. Bottom-Up DP ve Yerel Kaba Kuvvet

Sekil 30.7 bu dersin ikinci imza figiiriidiir ve bowling’i ugtan uca ¢ozer: iistte pin dizisiv = [1,9,9, 2, —5, —5]
ve optimal plan izi (tek vuruslar halka, ¢ift kemerler amber yay; “(—5) - (—5) — POZITIFLESIR” rozeti)
— toplam 1 4 81 4 2 + 25 = 109; altta suffix-DP tablosu B doldurma sirasi ¢ = 6 — 0 (topolojik sira,
sagdan sola amber ok), her hiicrede B][i] degeri ve kazanan segenek. Motor bunu ii¢ bagimsiz yoldan teyit
eder: bowling_bottom_up(v) = [109, 108,43, 27,25, 0, 0], bowling_brute_pairs(v) = 109 (bitmask-¢ift
bagimsiz tanik), bowling_memo_counted(v) = (109, 7) (n + 1 alt problem).

Pin dizisi v + optimal plan izi
her pinde 3 secenek: atla - tek vurus (+v_i) - ¢ift kemer (v_i-v_{i+1})

cift 99 = 81 cift —5--5 =25
tek +1 tek +2
@ @
1+81+2+25
1 9 9 2 109
v[0] v[1] v[2] v[3] v[4] v[5]
[(=5)-(=5) - POZITIFLESIR]
Suffix-DP tablosu B — doldurma i = 6 » 0 (topolojik sira)
B[i] = en iyi skor (pin i'den sona) - B[n]=0 taban - her hliicre kazanan seceneji gdsterir
doldurma yoni; i =620 _(her Blil.sagindaki.coziilmiis hiicrelere bakar)
B[O] B[1] B[2] B[3] B[4] B[5] B[6]
109 108 43 27 25 o 0
« tek « cift « cift « tek « cift « atla taban = 0
B[1]+1 B[3]+9:9 B[4]+9-2 B[4]+2 B[6]+-5--5 B[6]

(bos sonek)

her pin 3 secenek (atla / tek / cift) - alt problemler YENIDEN KULLANILIR - 3~ kaba kuvvet yerine O(n)
yerel kaba kuvvet sabit (=3 secenek/pin) — Demaine 54:47

Sekil 30.7: Bowling suffix-DP — pin dizisi + plan izi + B tablosu (Demaine L15 §9-10 IMZA): B[n]=0
taban; i azalan topolojik sira; her pin 3 secenek (atla / tek vurus +v_i / cift kemer v_i-v_{i+1});
negatif cift carpimla pozitiflesir. UST PANEL: pin dizisi v=[1,9,9,2,-5,-5] (negatifler slate dolgu);
optimal plan izi — tek vuruglar halka (v* +1, +2), ¢ift kemerler amber yay (9-9=81, (-5)-(=5)=25)
+ *(=5)-(=5) = POZITIFLESIR’ rozeti; sag toplam kutusu 1 + 81 + 2 + 25 = 109. ALT PANEL:
suffix-DP tablosu B 7 hiicre i=0..6, doldurma yonii i=6—0 (topolojik sira, sagdan sola amber ok);
her hiicre B[i] degeri + kazanan secenek (« cift/tek/atla) + formiil; B[0]=109 CEVAP amber
vurgu, B[6]=0 taban (bos sonek). ALT NOT: her pin 3 secenek, alt problemler YENIDEN KUL-
LANILIR — 3" kaba kuvvet yerine O(n); yerel kaba kuvvet sabit <3 secenek/pin (Demaine 54:47).
Veri MOTORDAN (assert): v=[1,9,9,2,-5,-5]; bowling_bottom_up(v)=[109,108,43,27,25,0,0];
plan=[(0,tek,1),(1,¢ift,81),(3,tek,2),(4,¢ift,25)]; bowling_brute_pairs(v)=109 (bagimsiz); bow-
ling_memo_counted(v)=(109,7); plan toplam=B[0]=109.

@ Builder Notu — DP — Viterbi / DTW / diff

“IIk 6geye ne yapabilirim?” + memoization sablonu, bowling’in cok dtesine gecer. Ayni yerel-kaba-
kuvvet refleksi gercek ML ve sistem araglarinin ¢ekirdegidir: Viterbi (gizli Markov modellerinde en
olas1 durum dizisi — her adimda “bu gozlem hangi durumdan geldi?”’), DTW (dynamic time warping
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

— ses/zaman serisi hizalama), diff ve git merge (en uzun ortak alt-dizilim iizerinden satir esleme),
sequence alignment (Needleman-Wunsch, Smith-Waterman — DNA/protein). Hepsi bir dizide ilk/son
0genin sabit sayida secenegini deneyip alt problem ¢oziimlerini yeniden kullanir. Bu dersin bir sonraki
adimi1 (Ders 24, LCS/LIS) tam da bu kopriiniin ilk tagidir.

30.12 Bu Dersin Ozeti

DP = 6zyineleme + memoization; en giiclii tasarim paradigmasi.

SRTBOT: Subproblems / Relations / Topological / Base / Original / Time.
Memoization: alt problem ¢6ziimiinii sakla — her biri bir kez — Fibonacci O(n).
Siire formiilii: ) alt problemler X 6zyineleme-dist is.

DAG shortest path = DP; icinde DFS + topolojik sira gizli.

Alt-problem arac: prefix/suffix ©(n), substring ©(n?); subsequence (2") YASAK.
Bowling: suffix DP, B(7) = max(atla, tek, ¢ift) — O(n); yerel kaba kuvvet.

Nk wn =

! Tek Bir Ciimle

DP, “ilk 6geye ne yapabilirim?” sorusunu polinom sayida alt problem iizerinde memoization’la ¢ozer:
SRTBOT ile alt problemleri tanimla, recurrence ile iliskilendir, topolojik sirada sakla — yerel kaba
kuvvet listel aramay1 polinom zamana indirir.

30.13 Kontrol Sorulari

(] . . . . . . .o . . .
1 Soru 1: Fibonacci’nin saf 6zyinelemesi neden iistel, memoization neden polinom yapar?

Cevap: Saf 6zyinelemede f(n), f(n — 1) ve f(n — 2)’yi ¢agirir; bunlar da kendi alt ¢agrilarini
yapar — Ozyineleme aZacinda f(n — 3), f(n — 2) gibi alt problemler defalarca yeniden hesaplanir.
T(n)=T(n—1)+T(n—2)+ 1~ " (iistel). Memoization, her alt problemi ¢ziince bir memo
tablosuna yazar; ayn1 alt problem ikinci kez istendiginde yeniden hesaplanmaz, tablodan doner. Boylece
yalmiz n farklr alt problem, her biri O(1) — O(n). Tek degisiklik “hesaplanani sakla/yeniden kullan”dur.

i Soru 2: SRTBOT un alt1 adimi nedir, ve hangisi en zordur?

Cevap: Subproblems (alt problemleri tanimla), Relations (recurrence ile iliskilendir), Topological order
(DAG + ¢dziim sirasi), Base case (taban durum), Original problem (¢ozmek istedigin), Time () alt
problem x 6zyineleme-dis1 is). En zoru genelde S (ve onunla bagh R): dogru alt problemleri bulmak.
Demaine’in sezgisi: “coziimiin hangi 6zelligini bilsem isim biterdi?” — o 6zelligin polinom secenegi
varsa, alt problemler dogru kurulur.
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30.14 Egzersizler

1 Soru 3: Neden dizi problemlerinde alt-dizilim (subsequence) alt problem olarak secilmez?

Cevap: 1 6geli bir dizinin 2" alt-dizilimi vardir (her 68e ya alinir ya alinmaz) — iistel. Alt problemleri
alt-dizilimlerle parametrelestirirsek, alt problem sayisi garantili iistel olur — DP’nin tiim avantaji
kaybolur. Oysa dnek (O(n)), sonek (O (n)) ve alt dizi/substring (O (n?)) polinom sayidadir. DP’nin
ise yaramasi icin alt problem sayis1 polinom olmali; bu yiizden dizilerde prefix/suffix/substring tercih
edilir, subsequence asla.

1 Soru 4: Bowling’de B(i) = max(B(i+1), B(i+1)+v_i, B(i+2)+v_i-v_{i+1}) neden dogru? ‘Yerel kaba
kuvvet’ ne demek?

Cevap: Ik pin ¢’ye yapilabilecek tiim seyler: (1) atla — kalan sonek B(i+1); (2) tek vur — B(i+1)+v;;
(3) i + lile¢iftle — B(i 4 2) 4 v, - v;,,. Bu ii¢ secenek tiim olasiliklar1 kapsar; max alarak en iyisini
seceriz. Geri kalan her durumda kalan bir sonektir (daha kiigiik alt problem) — 6zyineleme gecerli.
“Yerel kaba kuvvet”: her adimda yalniz ilk 68enin seceneklerini (sabit sayida) dene; alt problemler
yeniden kullanildigindan, normalde 3" olacak arama O(n)’e iner.

30.14 Egzersizler

Egzersiz 1. Fibonacci’yi hem memoizasyonlu (top-down) hem bottom-up Python’da yaz; her ikisinin de
O(n) toplama yaptigin1 dogrula.

Egzersiz 2. Bowling’i verilen bir 6rnek dizide (6rn. [1,9,9,2, —5, —5]) elle B(7) tablosuyla ¢6z; optimal
stratejiyi goster.

Egzersiz 3. DAG en kisa yolu SRTBOT olarak yaz (S/R/T/B/O/T); recurrence’in gelen kenarlar iizerinden
min oldugunu agikla.

Egzersiz 4. Bir dizi problemi icin prefix, suffix ve substring alt problem sayilarini (©(n), ©(n), ©(n?)) ve
subsequence’in neden 2" oldugunu yaz.

Egzersiz 5. Bowling kuralimi1 degistir (6rn. {i¢ bitisik pin de vurulabilsin); recurrence’a yeni secenegi ekle ve
siirenin hala O(n) kaldigim goster.

30.15 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Sonraki: Ders 24 (LL16) — Dinamik Programlama 2 (Erik Demaine)

Ders 24 (L16): Dinamik Programlama 2 (string alt problemleri, Erik Demaine). DP’yi dizi/string
problemlerine uyguluyoruz: en uzun ortak alt-dizilim (LCS), en uzun artan alt-dizilim (LIS) gibi
klasikler, ve oyun agaglari. SRTBOT ayni kalir; alt problemler 6nek/sonek/substring olur, recurrence
“son karakteri eslestir/eslestirme” gibi yerel kaba kuvvetle kurulur. DP {initesi burada devam eder (Ders
24-27 = L16-L.18; araya Ders 25 = PS8 girer); blok, Quiz 3 kapsaminin (DP) belkemigidir ve Ders 30
= PS10/Quiz 3 Gozden Gecirme ile 6zetlenir.

Ders 24 Oncesi Yapilacak:
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30 Dinamik Programlama 1: SRTBOT

Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 1 (Fibonacci iki yontem) ve 2 (bowling) ¢oz.
SRTBOT un alt1 adimim ezberden say; her birine bowling’den 6rnek ver.

Ana ciimleyi tekrar oku: “Coziimiin hangi ozelligini bilsem igim biterdi? — polinom secenek —
polinom DP.”

30.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Dinamik programlama Ozyineleme + memoization; Bol. 1
polinom tasarim

SRTBOT Subproblems/Relations/Topologi- Bol. 2
cal/Base/Original/Time

Memoization Alt problem ¢oziimiinii Bol. 5
sakla/yeniden kullan

Siire formiilii > alt problem x Ozyineleme-digt  Bol. 6
13

Alt-problem araci prefix/suffix ©(n), substring Bol. 8
©(n?); subsequence 2" YASAK

Bowling recurrence B(i) = max(atla, tek v;, ¢ift Bol. 9
V; * Vit1)

Bottom-up DP Base — topolojik for — relation ~ Bol. 10
— original

Yerel kaba kuvvet Ik 6genin seceneklerini dene + Bol. 10
max/min; reuse

30.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

1.

SRS

@ 6 koprii

Bu ders, hazir algoritma uygulamaktan kendi algoritmani tasarlamaya gecisin kapisidir; SRTBOT
disiplini ve memoization sezgisi, ML ve sistem miihendisligindeki ¢cok sayida araca dogrudan baglanir
— kopriilerin ozeti:

DP — dizi hizalama (DNA/diff), Viterbi/DTW (ses, ML), metin akilli-kirpma, knapsack, en kisa
yol.

SRTBOT — algoritma tasarim disiplini; her DP’yi alt1 adimla yazma aligkanligi (OMSCS CS
6515 — her DP probleminde “6nce S/R/T/B/O/T ¢ikar” refleksi).

Memoization — caching/onbellekleme; saf hesaplamayi tekrar etmeden sakla.

Yerel kaba kuvvet — “her adimda sabit secenek + reuse” — {istel aramay1 polinoma indirme.
Alt-problem grafi = DAG — bagimlilik ¢6ziimii, build sistemi; DP icinde gizli DFS.

Optimal alt yap1 — en kisa yol + DP kdpriisii; alt-problem ¢oziimlerini birlestirme.
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30.17 Builder ve OMSCS Baglantilart

! Tek bir sey alip gideceksen

Dinamik programlama = 6zyineleme + memoization. SRTBOT’la alt problemleri tanimla, bir recurrence
ile iligkilendir, topolojik sirada ¢6z, ¢dziimleri bir memo tablosunda sakla. Sihir “yerel kaba kuvvettedir”:
her adimda yalniz ilk 6genin sabit sayida secenegini dener, en iyisini alirsin — alt problemleri yeniden
kullandigindan, iistel goriinen arama polinom zamana iner. Tek soru: “¢oziimiin hangi 6zelligini bilsem
isim biterdi?” Bu, kendi algoritmani tasarlama boliimiiniin acilisidir; sirada DP’yi string ve oyunlara
tagtyan Ders 24 var.
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31 Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar

DP’yi tek diziden Gtesine tasiyan ii¢ teknik: ¢oklu girdide alt problem uzaylarini ¢carp (LCS), naif tanim
cokerse bir kisit ekleyip alt problemi genislet (LIS), oyunlarda durumu koordinata tas1 ve ben max rakip min
oyna (para oyunu) — hepsi yerel kaba kuvvetle ve ebeveyn isaretcileriyle ¢oziimiin kendisini de kurtararak
O(n?)

1 Oturum bil gisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 16: Dynamic Programming, Part 2 (=58 dk)
* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 16: Dynamic Programming, Part 2

Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 24 (L16)

* Hoca: Erik Demaine (dinamik programlama; DP serisinin 2/4’ii)

* Okuma siiresi: =27 dk

Bu, DP iinitesinin ikinci dersidir. Ders 23 SRTBOT + memoization’1 tek dizide kurdu;
bu ders ¢erceveyi zorlayan ii¢ klasik problemle yeni teknikleri tanitir: LCS (en uzun ortak
alt-dizilim), LIS (en uzun artan alt-dizilim) ve degisen para oyunu (alternating coin game).
Temel sezgi sabit kalir: “coziimiin hangi 6zelligini bilsem isim biterdi?” — o 6zelligi yerel
kaba kuvvetle dene.

31.1 Bu Derste Ne Var?

DP serisinin 2/4%ii (Erik Demaine). Ug klasik 6rnekle dort yeni DP fikri tamtilir: ¢oklu dizi (tek degil),
substring alt problemleri, ebeveyn isaretcileri (¢oziimii kurtarmak) ve alt problem kisiti/genisletmesi
(subproblem constraint/expansion).

“We’re now in step two out of four.” — Demaine, 0:19
Uc ana fikir:

1. Coklu girdi — alt problem carpimi — iki dizi varsa, alt problem uzaylarini ¢arp (A’nin sonekleri x
B’nin sonekleri).

2. Alt problem kisit1 — naif tanim recurrence vermiyorsa, alt probleme bir kosul ekle (6rn. “Ali] ile
bagla”).

3. Subproblem expansion — kisit icin alt problem sayisini cogalt (polinom kalmak sartiyla); oyunlarda
max ile min yer degistirir.
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31 Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar

Ders 24 (L16): Dinamik
Programlama 2 — LCS, LIS,

Ebeveyn isaretcileri | LIS — alt problem kisit1 | ‘ Para oyunu — expansion | | Subproblem expansion |

segilen yénii sakla — naif goker (artan yerel substring + kim-baslyor polinom Kaldig siirece

LCS — coklu girdi

alt problem uzaylarim
CARP

. ¢6ziimiin KENDISI kontrol edilemez) koordinat1 cogalt
sonek cifti L(i,j);

BFS/Dijkstra ebeveyn kisit: A[i] ile baslayan; ben max, rakip min daha cok alt problem =

it—1
esit—1+capraz, agacinin DP karsilig1 O=max_i L(i) (minimax) daha kolay recurrence

farkli—max

Sekil 31.1: Ders 24’iin (L16) kavram haritast: kok = Dinamik Programlama 2 (Demaine) — DP serisinin
2/4°1i; DP’yi tek diziden ¢oklu girdiye, string’e ve oyunlara tagir. Dort dal — (1) LCS = ¢oklu
girdi: iki dizi varsa alt problem uzaylarint CARP, her alt problem bir sonek ¢ifti L(i,j); esit harf 1
art1 capraz degistirme argiimaniyla, farkli harf max iki secenek; O(n kare). (2) Ebeveyn isaretg¢ileri:
her alt problemde secilen yonii sakla, L(0,0)’dan tabana yiirii, capraz adimlarda topla; DEGER
degil ¢oziimiin KENDISI; BFS Dijkstra ebeveyn agacinin DP karsilig1. (3) LIS = alt problem
kisiti: naif tanim ¢oker clinkii artan kisit1 yerel kontrol edilemez; kisit ekle L(i) esittir A[i] ile
baglayan en uzun artan, O esittir max i L(i); O(n kare). (4) Para oyunu = subproblem expansion:
substring alt problemleri art1 kim bagliyor koordinati; ben max rakip min minimax; O(n kare).
Birlestirici tema: bariz alt problemler yetmezse uzay1 polinom kaldig: siirece cogalt — daha c¢ok
alt problem esittir daha cok kisit esittir daha kolay recurrence.

@ Builder Notu — LCS = diff / git’in kalbi

LCS soyut bir bulmaca degil; her giin kullandigin araglarin cekirdegidir. diff ve git merge, iki dosyay1
satir dizileri olarak alip en uzun ortak alt-dizilimi bulur — eglesen satirlar “ortak”, eslesmeyenler
“eklendi/silindi” olur. Ayn1 recurrence, DNA/protein hizalamasinda (Needleman-Wunsch, Smith-
Waterman), siiriim karsilastirmasinda ve plagiarism tespitinde yasar. “Esit harf — eslestir, farkli
harf — birini disarida birakmay1 dene” sezgisi, lic-yol birlestirmenin (three-way merge) ve edit-script
tiretiminin temelidir.

» Tleriye — LCS: diff/git iic-yol birlestirme, DNA/protein hizalama, siiriim karsilastirma.

« fleriye — LIS: patience sorting, zamanlama, kayit-defteri analizi.

» Tleriye — minimax: degisen para oyunu = iki-oyunculu minimax; oyun yapay zekési (satrang,
alpha-beta budama).

* Geriye — parent pointers (BFS/Dijkstra): DP’de de ¢6ziimii ebeveyn isaret¢ileriyle geri kur.

Tek ciimle: Iki dizi varsa alt problem uzaylarini carp; naif tamim recurrence vermiyorsa bir kisit ekleyip
alt problem sayisini geniglet (polinom kalsin); oyunlarda “ben max, rakip min” — hepsi SRTBOT +
yerel kaba kuvvetle O(n?).

31.2 1. DP 2/4: U¢ Ornek ve Yeni Fikirler

IIk DP dersi SRTBOT + memoization’1 kurdu. Bu ders, gerceveyi zorlayan ii¢ problemle yeni teknikleri
tanitir: ¢oklu dizi, substring, ebeveyn isaretcileri ve alt problem kisiti/genisletmesi. Temel sezgi sabit kalir:
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31.3 2. SRTBOT Hatirlatma

“coziimiin hangi 6zelligini bilsem isim biterdi?” — o 6zelligi yerel kaba kuvvetle dene.
“Whenever there’s something I don’t know, I’ll just brute force it.” — Demaine, 31:58

Her problemde aym refleks igler: bir alt problemde bilmedigin kiiciik bir gey varsa (hangi harf eslesir, ikinci
0ge ne, sira kimde), o seyin sabit veya polinom sayida secenegi varsa hepsini dener, alt problem ¢6ziimlerini
yeniden kullanirsin.

31.3 2. SRTBOT Hatirlatma

Her DP ayni1 alti adimu izler: alt problemleri (dizi i¢in prefix/suffix/substring) tanimla, bir recurrence ile
iliskilendir (alt-problem grafit DAG olmali), topolojik sirada ¢z, taban durumu ekle, orijinali kur, siireyi
(>_ alt problem x 6zyineleme-disi is) hesapla. Yeni bir alt problem tiiriine ihtiya¢ dogdukca geniglet —
polinom kaldig: siirece.

Bu derste S adimi her seferinde sinanir: tek dizinin prefix/suffix/substring’i yetmediginde, alt problem uzayini
ya carpariz (LCS), ya kisitlariz (LIS), ya da bir koordinatla genigletiriz (para oyunu).

31.4 3. LCS: Coklu Girdi —» Alt Problem Carpimi

Problem. iki dizi A, B verilir; ikisinin de alt-dizilimi olan en uzun diziyi bul (substring degil — aradan &ge
atlanabilir). Klasik 6rnek: “hieroglyphology” ve “Michelangelo”.

Bowling’de tek dizi vardi; burada iki. Coziim — ¢oklu girdi icin genel numara:

“subproblems for multiple inputs... We just take the product, multiply the subproblem spaces.”
— Demaine, 7:04

S: L(i,j) = Ali :] ve B[j :] soneklerinin LCS’i (her alt problem bir sonek ifti); 0 < i < |A[,0 < j < |B|.
Alt problem sayist (|A| + 1) - (| B| 4+ 1) — iki dizi i¢in polinom; ama n dizi olsaydi n" (iistel) olurdu.

Sekil 31.2 ders 6rnegini motor iizerinde gosterir: LCS (hieroglyphology, Michelangelo) uzunlugu 5°tir, ama
optimal ¢ozlim tekil degildir — motorun tie-break izi “iello” iken Demaine’in derste verdigi “hello” da gegerli
bir ortak alt-dizilimdir (ikisi de uzunluk 5, is_subsequence ile dogrulanir). Bu 6nemli bir CS niiansidir:
DP’nin pin’ledigi sey degerdir (uzunluk 5), tek bir temsilci dizgi degil; ¢dzlim kiimesi birden ¢ok elemanli
olabilir.

31.5 4. LCS Recurrence: Esit / Farkli Durumlar

Calisilan Ornek — iki durum. ik harflere A[i] ve B[j] bakariz:

 Farkh (A[i] # Blj]): ikisi birden LCS’in ilk harfi olamaz; en az biri disarida. Hangisi bilinmez,
ikisini de dene:

L(i,j) = max(L(i + 1,5), L(i,j+1))
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31 Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar

Motor izi (tie-break): LCS = "iello"

Alh|lilelrloflgltllyl|lplh]|olllolgly LCS uzunlugu =5

Optimal TEKIL DEGIL:
i e ! ! O motor tie-break "iello",

ders "hello".

B M i c h|l e | a nlg e 1 o ikisi de gecerli ortak
alt-dizilim (assert'li).

Demaine érnegi: "hello" — ALTERNATIF optimal
A h|ijle|lrjo|lgll|ly|p h|jo|lfio|lgl|y
B M|i|c|h || e || Illa|n|g|e]|l I o

Sekil 31.2:
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C6zim kiimesi genis olunca pin'lenen sey DEGER (uzunluk 5), temsilci dizgi degil.

LCS(*hieroglyphology’, ‘Michelangelo’) — optimal TEKIL degil, pin’lenen DEGER (Demaine
L16 §3). UST blok: A=hieroglyphology ve B=Michelangelo biiyiik harf kutular1 aras1 ‘iello’
eslesmeleri (motor tie-break izi, amber baglanti ¢izgileri, soldan-a¢gozlii konumlar). ALT blok:
ayn1 kelimeler aras1 ‘hello’ eslesmeleri (Demaine’in derste verdigi ALTERNATIF optimal, soluk
slate kesik cizgiler). SAG kutu: LCS uzunlugu = 5; optimal tekil degil — motor ‘iello’, ders
‘hello’, ikisi de gecerli ortak alt-dizilim. ALT NOT: ¢6ziim kiimesi genig olunca pin’lenen sey
DEGER (uzunluk 5), temsilci dizgi degil. Veri MOTORDAN (assert): lcs_reconstruct(‘hieroglyp-
hology’,‘Michelangelo’) == (‘iello’, 5); is_subsequence(‘hello’, her ikisi) True; brute_lcs_length
==5; ‘iello’ != ‘hello’ ama egit uzunluk.



31.5 4. LCS Recurrence: Esit / Farkli Durumlar

“at least one of Ai and Bj is not in the LCS.” — Demaine, 11:24

* Esit (A[i] = B[j]): bu harfi eslestirmek her zaman optimaldir (degistirme argiimani: ¢aprazlamayan
bir eslestirmede ¢’yi 7 ile eslemek kaybettirmez), 1 puan al ve ikisinden de ilerle:

L(i,j) =14+ L(i+1,j+1)

T: 7, j azalan. B: bir dizi tiikenirse L = 0. O: L(0,0). Siire: ©(|A]| - | B]) alt problem x O(1) = O(n?).

Sekil 31.3 bu recurrence’1 kii¢iik bir 6rnek iizerinde tam DP-grid olarak gosterir (A = their, B = habit):
her hiicre L (3, j) degerini tagir; capraz (amber) oklar esit-harf eglesmesini ($1 + $ ¢apraz), asagi/sag (slate)
oklar farkli-harf max se¢imini gosterir. L(0,0) = 2 ve ebeveyn izi LCS’in kendisini — “hi”” — verir; bu
§5’in konusu olan ebeveyn isaret¢ilerinin somut halidir.

h a b i t %)
LCS uzunlugu = L(0,0) = 2
¢ 2 [ 1| v | 2] 1] o gu = L(0,0)
basla izzh - i
" (h) 2 1 1 1 0 o LCS(“their”, “habit”) = “hi
esit harf = 1 + capraz
e 1 1 1 1 0 0 farkh harf - max(asagdi, sag)
i 1 1 1 19 ] ]
r o o o 0 o o
> 0 0 (] 0 o (]
# - max(2 secenek: Ali] disarida ! / B[j] disarida =) = - 1 + capraz (degistirme argiimani: eslestirmek hep giivenli) O(|A|-|B])

Sekil 31.3: LCS sonek-¢ifti DP tablosu + ebeveyn izi (Demaine L16 §4-5 IMZA). A=‘their’ (satir), B=habit’
(stitun); her hiicre L(i,j) = Ali:] ile B[j:] LCS uzunlugu. CAPRAZ amber ok = esit harf (1+capraz,
degistirme argiimani: eslestirmek hep giivenli); ASAGI/SAG slate ok = farkli harf max(A[i]
digarida | / B[j] disarida —). Amber yol L(0,0)‘dan tabana ebeveyn izi; ¢capraz adimlarin harf
rozetleri (amber daireler) LCS karakterleridir. Sag iist: LCS uzunlugu = L(0,0) =2, iz ’h — 1’,
LCS(‘their’,‘habit’) = ‘hi’. Veri MOTORDAN (assert): lcs_table + lcs_reconstruct; L.(0,0) == 2;
Ies_str == ‘hi’; is_subsequence(‘hi’, her ikisi); brute_Ics_length == 2; izden toplanan == lcs_str.
Alt not: = - max(2 secenek), = — 1+capraz; O(A[-[B]).
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31 Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar

31.6 5. Parent Pointers ile C6ziim Kurtarma

DP yalniz uzunlugu degil, LCS’in kendisini de verir. Her alt problemde “hangi segenegi aldim?” yoniinde
bir ebeveyn isaretcisi (kirmizi/amber ok) ¢iz; sonda L(0,0)’dan tabana izleyip ¢apraz kenarlar: (harf
eslesmeleri) toplarsan LCS cikar.

“we just follow these pointers backward... and we get our answer.” — Demaine, 21:08

Bu, BFS/Dijkstra’daki ebeveyn agacinin DP karsiligidir; bugiinkii tiim DP’lerde kullanilabilir. Kritik fark:
ebeveyn isaret¢isi degeri (uzunluk) degil, ¢oziimiin kendisini (dizinin/yolun kendisini) geri kurar.

Sekil 31.4 fikri iki seviyede gosterir: solda kavramsal bir 3 x 3 DP-gemas1 (amber ¢apraz = topla, slate asagi/sag
= atla; “geriye ylirii, capraz adimlarda topla”); sagda iki gercek iz motordan — LCS “their”x“habit”in capraz
harfleri “hi”yi, LIS “carbohydrate”in ebeveyn zinciri (indeks 1 -3—4—8—10) “abort”u verir. Rozet altim
cizer: kaydedilen yon DEGER degil, ¢oziimiin KENDISIDIR.

Ebeveyn isaretgisi: ¢coziimii geri kurma (L16 §85) — DP'de deger degil dizinin kendisi

Kavram: ebeveyn izi (3x3 DP semasi) Iki gercek iz (motordan)

LCS “their” x “habit” — capraz-adim harfleri

capraz adimlarda toplanan = optimal dizi

t h e i r
] 1 2 3 4
L(0,0) L(0,1) 1(0,2)
iz: (0,0) asag: (1,0) capraz - 'h’ (2,1) asadi (3,1) sag (3,2) sag (3,3) capraz - 'i' (4,4) asag!
Tt ~1LCS = “hi” (uzunluk 2)
L(1,0) L(1,1) L(1,2)
LIS “carbohydrate” — ebeveyn zinciri (indeksler)
asag:: atla
L(2,0) L(2,1) L(2,2) c a r b o h y d r a t e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
zincir: 'a'(idx 1) - 'b'(idx 3) - 'o'(idx 4) - 'r'(idx 8) - 't'(idx 10)

taban L - LIS = “abort” (uzunluk 5)

“geriye ylirt; capraz adimlarda topla”

— Demaine 21:08 (ebeveyn isaretgisi » ¢6zimin kendisi) BFS / Dijkstra ebeveyn agacinin DP karsiligi
kaydedilen yén = DEGER degil, ¢éziimiin KENDISI

Sekil 31.4: Ebeveyn isaret¢isi: ¢oziimii geri kurma (Demaine L16 §5, 21:08). SOL panel KAVRAM: kiigiik
3x3 DP-tablo semasi; her hiicrede secilen yoniin ebeveyn oku (amber ¢apraz = TOPLA, slate
asag1/sag = atla); L(0,0)‘dan tabana iz ’geriye yiirii, capraz adimlarda topla’. SAG panel IKi GER-
CEK 1Z (motordan): (a) LCS ‘their’x ‘habit’ ¢apraz-adim harfleri — hi’; (b) LIS ‘carbohydrate’
ebeveyn zinciri indeksleri 1 +3—4—8—10 — ‘abort’. Rozet: BFS/Dijkstra ebeveyn agacinin
DP karsilig1 — kaydedilen yon DEGER degil, ¢oziimiin KENDISI. Veri MOTORDAN (assert):
Ies_reconstruct(‘their’, ‘habit’) == (*hi’, 2); capraz harfleri ‘hi’; lis_reconstruct(‘carbohydrate’) ==
([‘a’,'b’,‘0’,1’,‘t’], 5); zincir indeksleri [1,3,4,8,10].

31.7 6. LIS: Naif Tanim Neden Coker

Problem. Tek dizi; en uzun Kesin artan alt-dizilim. Ornek: “carbohydrate” — “abort”.
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31.8 7. LIS: Alt Problem Kisiti

Naif S: L(i) = A[¢ :]'nin en uzun artan alt-dizilimi. R denemesi: L (i) = max(L(i + 1), 1+ L(i + 1))
— ¢oker, ciinkii “artan” kisit1 hi¢ uygulanmyor; A[i]’yi ekledigimde L(i + 1) zincirinin ikinci 6gesinin
ne oldugunu (A[i]’den biiyiik mii?) bilmiyoruz. “Artan” kosulunu yerel olarak kontrol edemediZimiz i¢in
recurrence yazilamaz.

Sekil 31.5 bu ¢okiisii ve §7°deki ¢oziimii tek figiirde toplar: {ist panel naif tanimin neden recurrence vermedigini
(tistii ¢izik deneme + “ikinci 6geyi bilmiyoruz™) gosterir; alt panel kisith tanimin “carbohydrate” iizerinde
nasil calisigini — her harfin altinda L(7) degeri ve kazanan zincir a—b—0—r—t (motordan) — verir.

31.8 7. LIS: Alt Problem Kisiti

Calisilan Ornek — kasit ekleme. Coziim: alt probleme bir kosul ekle.
“this is the idea of subproblem constraints or conditions.” — Demaine, 28:25

S (kisith): L(7) = A[é] ile baslayan (yani A[i]’yi iceren) en uzun artan alt-dizilim. O: max; L(4) (LIS nerede
baglar bilmedigimizden hepsinin maksimumu). R: A[7] kesin var; ikinci 6ge j’yi bilmiyoruz, kaba kuvvetle
dene (i < j ve Ali] < Alj] olan tiim j):

L(i) = 1+ max({ L(j) : i < j, A[li] <A[j]}U{0})

T: i azalan. B: L(|A|) = 0. Siire: n alt problem x O(n) 6zyineleme-dig1 is = O(n?). Artan kisit1, j
secimindeki A[i] < A[j] kosuluyla yerel olarak garanti edilir; gerisi tiimevarimla artan kalir.

31.9 8. Degisen Para Oyunu: Substring + Genigletme

Problem. v ... v,,_; degerli paralar dizisi; iki oyuncu sirayla bastaki veya sondaki parayi alir. Ben (6nce
baglarim) toplam degerimi maksimize etmek istiyorum. Ornek: [5, 10, 100, 25] — 25°i hemen almak hata
(rakip 100’1 kapar); dogrusu 5 ile baglamak, 100’iin sonunda bende kalmasini1 saglamaktir.

Iki uctan silme — substring alt problemi (prefix de suffix de yetmez; iki u¢ da degisiyorsa neredeyse her
zaman substring gerekir).

Sekil 31.6 oyunu motor iizerinde ¢ozer: ilk hamle bas (v, = 5) almakur; bu durumda toplam payim
5+ x(1,3,sen) = 5 4 100 = 105, oysa son (25) almak yalmz 25 + x(0, 2, sen) = 25 + 10 = 35 verir.
Bagimsiz bir tanik — iigiincii koordinatsiz fark formiilasyonu — ayni1 105’1 bambagka yoldan dogrular:
(Xv+d)/2 = (1404 70)/2 = 105.

31.10 9. iki Oyuncu: Max/Min Recurrence

Cahsilan Ornek — subproblem expansion. Alt probleme iiciincii bir koordinat ekle: $x(i, j, p) = $ “paralar
v; ... v; lizerinde, p oyuncusu baslarsa benim alacagim maksimum toplam deger” (p € {ben, sen}). Bir
hamle yapinca sira doner — bu yiizden iki oyuncu durumunu izlemeliyiz.
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31 Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar

LIS — naif tanim c¢oéker, kisith alt problem kurtarir

Naif tanim coker
x(i) = A[i:]'in LIS'i deseydik...

Sekil 31.5: LIS — naif tamim ¢oker, kisitl alt problem kurtarir (Demaine L16 §6-7 IMZA, 28:25). UST
panel: naif tanim ¢okiisii — x(i)=Al[i:] LIS’i deseydik denenen R = max(L(i+1), 14+L(i+1))
USTU CIZIK; ciinkii ikinci 6genin A[i]‘den biiyiik mii oldugunu BILMIYORUZ, ’artan’ ye-
rel kontrol edilemez. ALT panel: kisitli tanim — ‘carbohydrate’ 12 harf, her harf altinda L(i)
(motordan: [4,5,2,4,3,3,1,3,2,2,1,1]); kazanan zincir a—b—o—r—t amber oklarla (ebeveyn izi
idx 153—4—-8—10), O = max_i L(i) = 5 rozeti (i=1). Kisit kutusu: L(i)=A[i] ILE BASLA-
YAN en uzun artan; R = 1 + max({L(j):i<j, Ali]<A[j]} U {0}); n alt problem x O(n) yerel
tarama = O(n?). Veri MOTORDAN (assert): lis_table(‘carbohydrate’) L birebir; lis_reconstruct
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denenen yineleme: L ?

ikinci 6genin A[il'den biiyiikk mii oldugunu BiLMiYORUZ:
L(i+1)'in zinciri A[i]'den kiiclk bir 6geyle baslayabilir - 'artan' yerel olarak kontrol edilemez.

Kisith tanim — alt problem genisletmesi

kazanan zincirra- b o=r-t

((o=maxiLi) =5 (i=1) |

C a r b o h y d r a

L(i): L=4 L=5 L=2 L=4 L=3 L=3 L=1 L=3 L=2 L=2

L(i) = A[il iLE BASLAYAN en uzun kesin artan alt-dizilim
R: L(i) =1 + max( { L(j) : 1 <3, A[i]l <A[jl1 } u {0} )
n alt problem x O(n) yerel tarama = 0O(n?)

== ([‘a’,'b’,‘0’,‘1’,‘t’], 5); brute_lis_length == 5; zincir [1,3,4,8,10].




31.11 10. Subproblem Expansion Ilkesi

x(i, 7, ben): bagtaki () veya sondaki (j) paray1 al, sonra sira sende — max:

(i, j,ben) = max(v; + z(i + 1, ,sen), v; + x(i, j — 1,sen))

x(i, j,sen): sen alirsin (ben puan almam, sifir-toplam); rakip benim skorumu minimize eder:

x@aj? Sen) = min<$(i + 17jaben)7 .T(Z,j - 1aben)>

“when you choose, we end up minimizing, because that’s the saddest thing that could happen to
us.” — Demaine, 53:04

T: j —i artan. B: (7,4, ben) = v;; 2(i,4,sen) = 0. O: £(0,n — 1, ben). Siire: ©(n?) substring x O(1) =
O(n?) (iigiincii koordinat alt problem sayisim yalniz 2 katina ¢ikarir).

Degisen para oyunu: ilk hamleyi se¢ Minimax yinelemesi (Demaine 53:04)

bas son
x(i,j,ben) = max( vi + x(i+1,j,sen), v; + x(i,j—1,sen) )
v = parayi ben alirim - kendi payimi MAKSIMIZE ederim
cerim W

x(i,j,sen) = min( x(i+1,j,ben), x(i,j—1,ben) )

sifir-toplam: rakip BENIM skorumu MINIMIZE eder

BAS al (5) SON al (25) substring alt problemleri - j—i artan - 2n? durum - O(n?)

Bagimsiz tanik — fark formilasyonu (tek koordinatsiz ikinci yol)

10 )(100)( 25 5 10 )(100
d(i,j) = max( vi — d(i+1,j), vi —d(i,j-1))
kalan [10,100,25] - "sen" kalan [5,10,100] - "sen" (sv + d)/2 = (140 + 70)/2 = 105 BIREBIR
gelecek payim x(1,3,sen)=100 gelecek payim x(0,2,sen)=10
ben rakip
5+ 100 = 105 25 + 10 = 35
105 35
v KAZANAN X rakip 100'a kapar

105 + 35 = 140 (sifir-toplam saglamasi)

Sekil 31.6: Degisen para oyunu: minimax (Demaine L16 §8-9 IMZA, 53:04). SOL panel karar agaci:
v=[5,10,100,25]; ilk hamle BAS al (5) — 5 + x(1,3,sen)=100 = 105 KAZANAN (amber); SON al
(25) = 25 + x(0,2,sen)=10 = 35 HATA (rakip 100’ii kapar, slate). SAG panel recurrence kutulari:
x(i,j,ben) = max(v; + x(i+1,j,sen), v; + x(i,j—1,sen)) paray1 ben alir MAKSIMIZE; x(i,j,sen) =
min(x(i+1,j,ben), x(i,j—1,ben)) sifir-toplam rakip MINIMIZE. Bagimsiz tanik — fark formdilas-
yonu d(i,j)=max(v;=d(i+1,j), Vj—d(i,j—l)); (Ev+d)/2 = (140+70)/2 = 105 BIREBIR. Alt rozet: ben
105 + rakip 35 = 140 (sifir-toplam saglamasi). substring - j—i artan - 2n> durum — O(n?). Veri
MOTORDAN (assert): coin_game([5,10,100,25]) — x(0,3,ben)=105, first="bas’; x(1,3,sen)=100;
x(0,2,sen)=10; coin_game_diff_witness == 105 BIREBIR; d(0,3)=70.

31.11 10. Subproblem Expansion ilkesi

“What we’re really doing is subproblem expansion.” — Demaine, 57:00
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Bariz alt problemler (prefix/suffix/substring) yetmezse, alt problem sayisim1 ¢ogalt (polinom kaldig: siirece):
bir kisit veya durum koordinati ekle. Para oyununda “kim bagliyor’u ekleyerek alt problemi 2 katina ¢ikardik;
LIS’te “Al[i] ile basla” kisitim ekledik.

“The more subproblems we have, we can consider more constraints.” — Demaine, 58:25

Daha fazla alt problem = daha fazla kisit = daha kolay recurrence. (Bir bonus: cogu DP, bir DAG kurup
tizerinde en kisa/en uzun yol calistirarak da ¢oziilebilir — en uzun yol = agirliklar: negate et + en kisa yol —
ama recurrence yazmak ¢cok daha basittir.)

Sekil 31.7 dersin birlestirici temasin tek panelde toplar: solda bariz alt problemlerin (prefix/suffix/substring)
recurrence vermeye yetmedigi; ortada iki coziim yolu — Kisit ekle (LIS: “A[i] ile baglayan”; alt problem sayis1
n = 12 DEGISMEZ) ve expansion (para: kim-basliyor koordinati; 10 substring x 2 = 20 giris, motordan);
sagda kural rozeti (“polinom kaldig siirece ¢ogalt”) ve en uzun yol bonus kopriisii.

Alt problem EXPANSION — dersin birlestirici temasi: bariz alt problemler yetmezse uzayi cogalt

® bariz alt problemler @ iki yol — ikisi de uzayi cogaltir ® kural
alt problemin TANIMINI daralt
nek (prefix) AL:i]
LIS — 'carbohydrate’ *
naif L(i)=A[:i] artan - yerel kontrol edilemez POLINOM kaldigi siirece
sonek (suffix) Ali] ) G
kisit: L(i) = 'Ali] ILE BASLAYAN en uzun artan' COGALT
alt problem sayisin = 12 — DEGISMEZ daha cok alt problem
alt-dizi (substring) Ali:j] COGALT kisitl DP - LIS = 'abort' (uzunluk 5) daha C:()k Kkisit
— ya / ya —_— daha kolay recurrence
? yeni KOORDINAT ekle

para oyunu — [5, 10, 100, 25] Demaine 57:00 - 58:25

bariz alt problemler
recurrence VERMEYE YETMEZ

substring (i,j) yetmez — sira KiMDE belli degil

'kim basliyor' koordinati: ben / sen x2 Eopu=lKepId

10 substring x 2 = 20 giris ﬁgéjli}rjg g:)l:ezcjknl'lslédigll

X s6zligi = 20 alt problem (2 x 10)

Sekil 31.7: Alt problem EXPANSION — dersin birlestirici temas1 (Demaine L16 §10, 57:00 + 58:25). SU-
TUN 1 ‘bariz alt problemler YETMEZ’: prefix/suffix/substring ii¢ mini ikon + biiyiik soru igareti
(recurrence kapanmiyor). SUTUN 2 iki ¢oziim yolu: UST (slate) KISIT EKLE — LIS ‘carbohyd-
rate’, naif L(i)=A[:i] yerel kontrol edilemez, kisit ‘A[i] ile baslayan’; alt problem sayis1 n=12
DEGiSMEZ — LIS=‘abort’(5). ALT (amber) EXPANSION — para oyunu [5,10,100,25], subst-
ring (i,j) yetmez sira kimde belli degil, ‘kim bagliyor’ koordinati ben/sen x2; 10 substring x 2 = 20
giris. SUTUN 3 kural rozeti: POLINOM kaldig1 siirece COGALT — daha cok alt problem = daha
cok kisit = daha kolay recurrence; bonus koprii: en uzun yol = agirliklart NEGATE et + en kisa yol.
Veri MOTORDAN (assert): len(lis_table(‘carbohydrate’)[0])==12; lis_reconstruct=="abort’(5);
len(coin_game([5,10,100,25]))==20; distinct (i,j)==10; 10x2==20.

31.12 Bu Dersin Ozeti
1. Coklu girdi: alt problem uzaylarini ¢arp (LCS: sonek ¢ifti); 2 dizi polinom, n dizi iistel.

2. LCS recurrence: A[i] # B[j] — max(2 segenek); $A[i] = B[j] =1 + $ ¢apraz; O(n?).
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31.13 Kontrol Sorulart

Ebeveyn isaretcileri: DP’de ¢6ziimii (uzunluk degil, dizinin kendisi) geri kur.
LIS naif ¢oker: “artan” kisit1 uygulanamaz — alt problem kisit1 sart.

Alt problem kisiti: $L(i) = $ “A[7] ile baglayan LIS”; O = max, L(i); O(n?).
Para oyunu: substring + 3. koordinat (kim bagliyor); ben max, rakip min; O(n?).
Subproblem expansion: kisit icin alt problemi ¢ogalt (polinom kalsin).

NV kW

I Tek Bir Ciimle

DP 2 ii¢ teknik ekler: ¢oklu girdide alt problem uzaylarini ¢arp (LCS), naif tanim ¢okerse bir Kisit
ekleyip alt problemi genislet (LIS), oyunlarda “ben max, rakip min” durumunu koordinata tas1 (para
oyunu) — hepsi yerel kaba kuvvetle O(n?), ve ebeveyn isaretcileriyle yalniz degeri degil ¢oziimiin
kendisini de kurtarirsin.

31.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: iki dizili (LCS) bir problemde alt problemler nasil kurulur, ve neden n dizide bu ¢alismaz?

Cevap: Tek dizide prefix/suffix/substring alt problemdi; iki dizide alt problem uzaylarim carpariz —
orn. A’nin sonekleri x B nin sonekleri, yani her alt problem bir sonek ¢ifti L(z, j). Alt problem sayisi
(JA] 4+ 1) - (|B] + 1) = O(n?), polinom. Sabit sayida dizi (2, 3, ...) igin ¢arpim hala polinom; ama n
dizi olursa alt problem sayis1 n" (iistel) olur — bu yiizden degisken sayida dizinin LCS’i i¢in polinom
algoritma muhtemelen yoktur.

1 Soru 2: LCS’te A[i]=B[j] oldugunda neden ‘eslestir’ her zaman dogru, hicbir max gerekmez?

Cevap: Degistirme (exchange) argiimani: bir optimal LCS diisiin; ¢caprazlamayan harf-eglestirmeleridir.
Ali] ve BJ[j] esitse, optimal ¢oziimde (a) ikisi de eslesmemisse, onlari esleyip daha uzun bir ¢6ziim elde
ederiz (¢eligki); (b) A[i] bagka bir seyle eslesmisse, onu B[j] ile eslemeye ¢evirebiliriz — kayip olmaz.
Yani A[i]yi B[j] ile esleyen bir optimal ¢6ziim daima vardir; o halde 1 puan alip L(i + 1,5 + 1)’e
inmek giivenlidir, bagka se¢enegi denemeye (max almaya) gerek yoktur.

1 Soru 3: LIS’in naif tanim1 L(i) = A[i:]’nin LIS’i neden recurrence vermez? Kisit nasil kurtarir?

Cevap: Naif tanimda A[i]’yi ¢bziime katmak istedigimizde, kalan L(i + 1)’in ilk 6gesinin ne oldugunu
bilmeyiz — $A[i] < $ (0 6ge) mi? “Artan” kosulunu yerel olarak kontrol edemeyiz, recurrence yazilamaz.
Coziim: alt probleme kisit ekle — $L(i) = $ “A[¢] ile baslayan™ LIS. Artik A[i] kesin dahildir; ikinci
oge j’yi kaba kuvvetle (i < j ve A[i] < A[j] olan tiim j) deneriz, bdylece artan kosulu yerel olarak
garanti edilir. Orijinal problem artik L(0) degil, max, L(i) (LIS nerede baslar bilinmez).

1 Soru 4: Para oyununda x(i,j,sen) neden min? ‘Subproblem expansion’ burada ne yapt1?

Cevap: Oyun sifir-toplamdir: rakip kendi skorunu maksimize ederken benim skorumu minimize eder.
$x(i, j, sen) = $ “sen baglarsan benim alacagim max deger” oldugundan, rakibin hamlesini kontrol
edemem; en kotli (benim icin en az) durumu varsaymaliyim — min. Ben sectigimde max, rakip
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31 Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar

sectiginde min — klasik minimax. “Subproblem expansion”: alt probleme ii¢iincii koordinat (kim
bagliyor: ben/sen) ekleyerek alt problem sayisini 2 katina ¢ikardik; bu, “hamle sonrasi sira doner”
durumunu temsil edip recurrence’1 ¢ok sadelestirdi (polinom kald1: 2 - n? alt problem).

31.14 Egzersizler

Egzersiz 1. LCS’i bir grid (DAG) olarak c¢iz (6rn. “their” vs “habit”); capraz kenarlarin eslesme, digerlerinin
max oldugunu ve ebeveyn izinin LCS’i verdigini goster.

Egzersiz 2. LIS i Python’da yaz (kisitli alt problem); “carbohydrate” gibi bir drnekte L(7) tablosunu doldur.
Egzersiz 3. LCS recurrence’inin esit-harf durumunu ($1 + $ ¢apraz) degistirme argiimaniyla kanitla.

Egzersiz 4. Para oyununu [5, 10, 100, 25| iizerinde (4, j, ben/sen) matrisiyle elle ¢6z; optimal stratejiyi
ebeveyn izinden ¢ikar.

Egzersiz 5. LIS i DAG en kisa yola indirge: capraz kenarlara —1, digerlerine O ver; en kisa yolun en uzun
artan alt-dizilime karsilik geldigini goster.

31.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Sonraki: Ders 25 (PS8) — Problem Oturumu 8 (DP uygulamalari)

Ders 25 (PS8): Problem Oturumu 8 (DP uygulamalar1). Bir problem oturumuyla DP’yi pekistiriyoruz:
bu derste 6grenilen coklu girdi, alt problem kisit1 ve genisletme tekniklerini gercek problemlerde uygula-
yacagiz. SRTBOT disiplini ve “yerel kaba kuvvet” sezgisi merkezde kalir. Hoca degisimi notu: problem
oturumlarini Justin Solomon yiiriitiir (DP ders blogu Demaine’in; PS8 Solomon’un oturumudur). DP
tinitesi Ders 24-27 (L16-L18) boyunca devam eder ve Ders 30 = PS10/Quiz 3 Gozden Gecirme ile
Ozetlenir.

Ders 25 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 2 (LIS) ve 4 (para oyunu) ¢6z.
* LCS, LIS ve para oyununun SRTBOT’ unu ezberden yaz.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Bilmedigin seyi kaba kuvvetle dene; kisit icin alt problemi genislet.”

31.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Coklu girdi Alt problem uzaylarini carp Bol. 3
(sonek x sonek)

LCS recurrence #+— max(2); $= -1 + $ capraz;  Bol. 4
O(n?)
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31.17 Builder ve OMSCS Baglantilart

Kavram Tanim Sayfada

Ebeveyn isaretcileri DP ¢6zlimiinii (dizinin kendisi) Bol. 5
geri kur

Alt problem Kisiti L(i) = Ali] ile baglayan LIS; Bol. 7
O = max,; L(i)

LIS recurrence 1+ max{L(j):i < j, Ali] < Bol. 7
A[j]}: O(n?)

Para oyunu x(i, 7, p); ben max, rakip min; Bol. 9
substring

Minimax Ben secince max, rakip segince Bol. 9
min

Subproblem expansion Kisit icin alt problemi ¢ogalt Bal. 10
(polinom)

31.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

@6 koprii

Bu dersin ii¢ teknigi — coklu girdi ¢arpimu, alt problem kisiti, subproblem expansion — ML ve sistem
miihendisligindeki ¢ok sayida araca dogrudan baglanir; kopriilerin ozeti:

1. LCS — diff/git ii¢c-yol birlestirme, DNA/protein hizalama, plagiarism tespiti, edit-distance.

2. LIS — patience sorting (LIS’i O(nlogn)’e indiren kart-yigma algoritmasi), zamanlama, en
uzun uyumlu kayit dizisi.

3. Minimax (para oyunu) — oyun yapay zekasi (satrang, go); alpha-beta budama minimax
agacin gereksiz dallar1 keserek hizlandirir — para oyununun max/min recurrence’inin dogrudan
genislemesi.

4. Ebeveyn isaretcileri — ¢oziim rekonstriiksiyonu: hizalama, rota, diizenleme betigi (edit script);
degil deger, ¢coziimiin kendisi.

5. Subproblem expansion — durum-augmentasyonu; OMSCS CS 6515’te DP tasarmmimin kalbi
— her DP probleminde “bariz alt problem yetmiyorsa hangi koordinat1 eklerim?” refleksi.

6. Coklu girdi carpimi — ¢ok boyutlu DP tablolari; sabit-boyut carpim polinom, n-boyut iistel.

! Tek bir sey alip gideceksen

DP 2, tek diziden 6tesine gecer. ki dizi varsa alt problem uzaylarini ¢carp (LCS). Naif tanim recurrence
vermiyorsa bir kisit ekleyip alt problemi genislet (LIS: “A[i] ile bagla). Oyunlarda durumu (kim
basliyor) koordinata tasi; ben max, rakip min (minimax). Bilmedigin her seyi yerel kaba kuvvetle dener,
alt problemleri yeniden kullanirsin — hepsi polinom (O(n?)). Ve ebeveyn isaretgileriyle yalniz degeri
degil, ¢oziimiin kendisini de kurtarirsin.
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32 Problem Oturumu 8

Dinamik programlama oturumlarinin ilki — SRTBOT ile dort problem: durum izleme, edit distance arti
precomputation, LIS-benzeri blok kulesi ve yol sayma

1 Oturum bil gisi

¢ Solomon’un videosu: YouTube — Problem Session 8 (=95 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 8

 Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 25 (PS8)

* Hoca: Justin Solomon

¢ Okuma siiresi: =25 dk

* DP problem oturumlarmin ILKI; tema: DP bir algoritma degil bir yasam tarzi (Solomon 2:35).

32.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

Sekizinci problem oturumu (Justin Solomon), dinamik programlama iizerine iki oturumun ilki; dort problemi
SRTBOT c¢ergevesiyle cozer (Sekil 39.1). Tema sabit: DP “bir algoritma degil, bir yasam tarz1” — recurrence
yaz, alt problemleri memoize et.

“dynamic programming, it’s really more of a way of life than any particular algorithm.” —
Solomon, 2:35

“when you have a recursive call and you repeat something... you might as well remember what
you got the last time you saw that input.” — Solomon, 4:46

Dort problemde yeni kavramlar pekigir: alt problem durum izleme (kag giin st iiste), edit distance (precom-
putation’in calisma siiresine etkisi), LIS-benzeri siralama-temelli DP, ve yol sayma (max yerine toplama).
Her problem “ifade — Yaklagim — Coziim — Karmagiklik” akistyla islenir.

@ Yaklagim — ortak strateji: SRTBOT yaz, her alt problemi yerel kaba kuvvetle ¢oz

Dort problemin tamami ayni refleksle baslar: nce alt problemi (Subproblem) tanimla — tek dizide
prefix/suffix, iki dizide sonek cifti, 1zgarada hiicre. Sonra “bu alt problemde hangi yerel karar1 versem
geri kalan1 bir kiiciik alt probleme iner?” diye yerel kaba kuvvet uygula; bu recurrence’1 (Relation)
verir. Kisit varsa (Tim’in “kag giin {ist liste”, Saggy’nin “kesin destek’”) onu ya alt problem tanimina bir
varsayim olarak goém, ya da bir siralama dogurup LIS’ e in. “Kag yol” soruldugunda max yerine topla.
Bu oturum, DP kasint bu dort SRTBOT’la calistirir — Solomon’un deyimiyle DP bir algoritma degil
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https://www.youtube.com/watch?v=UuxR0NCkg0k
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/mit6_006s20_prob8/

32 Problem Oturumu 8

Problem 1
Tim the Beaver

(suffix-DP + durum izleme)

Problem Oturumu 8
(DP problem oturumlarinin
ILKi)

Ortak tema:
SRTBOT yaz, her alt
problemi
YEREL KABA KUVVETLE c6z

(DP = bir yasam tarzi)

Problem 2
Menix edit distance
(suffix-cift +
precomputation)

¥

Problem 3
Saggy blok kulesi
(sirala + LIS-benzeri)

Problem 4
Princess Plum
(max-mushroom + yol
sayma)

Sekil 32.1: Problem Oturumu 8’in kavram haritasi: kok (PS8) dort probleme dallanir ve ortadaki ortak tema
diiglimii dordiinii birden yonlendirir. Problem 1 Tim’in mutlulugunu suffix-DP ile maksimize
eder ve ‘kag giin iist iiste’ kisitin1 alt problem tanimina bir varsayim olarak gomerek durumu
izler; Problem 2 Menix’in edit distance’in1 suffix-¢ift DP ile ¢Ozer, satir karsilagtirmasinin O(k)
maliyetini precomputation’la calisma siiresine tastyip O(kn + n®)’ye iner; Problem 3 Saggy’nin
blok kulesini iic gdzlemle (uzun kenar1 hizala, yonelim basina bir kez, kesin destek siralanabilir
kilar) LIS-benzeri bir DP’ye indirger; Problem 4 Princess Plum 1zgarasin1 6nce max-mushroom
DP’siyle, sonra max yerine toplama yapan ikinci bir yol-sayma DP’siyle ¢cozer. Ortak tema —
SRTBOT yaz, her alt problemi yerel kaba kuvvetle ¢c6z — Solomon’un dort probleme de aynm
kapidan girmesini saglar.

bir yasam tarzidir.

32.2 Problem 1: Tim the Beaver — Mutluluk DP

Ifade. n giin, giin 7 sicakhig1 £(). Disari ¢tk — mutluluk +#(i); iceride kal — degismez. En fazla 2 giin iist
iiste disar1 ¢ikilir. Mutlulugu maksimize et (ve plani kurtart).

@ Yaklagim — durum izleme: kisit1 alt problem tanimina bir varsayim olarak gom

Tek indeks (giin) — suffix DP. Kilit incelik: “kac giin dist iiste digar1 ¢iktim” durumunu agikga izlemek
yerine, alt problemi “i’de digsart ctkma izni var” varsayimiyla tanimla. Boylece “en fazla 2 giin {ist iiste”
kisit1 recurrence’a degil, alt problemin TANIMINA gomiiliir; ii¢ yerel segenegin (iceride / tek giin ¢ik /
iki giin ¢1k) her biri ileriyi taze-izinli bir giine devreder, durum bilgisi 7’de sakl1 kalir.

Sekil 32.2 bu suffix-DP’yi motordan gercek verilerle gosterir: 6rnek ¢t = [5,—2,8, 6, —4, 7, 3] i¢in optimal
plan giin 0’da tek (¢1k +5), giin 1 igeride (soguk —2 atla), giin 2-3 ¢ift (8 + 6 = 14), giin 4 igeride (—4 atla),
giin 5-6 ¢ift (7 + 3 = 10) — toplam 5 4 14 + 10 = 29. Bagimsiz bitmask tanig1 (3 ardigik giinii yasaklayan
kaba kuvvet) de ayn1 29’u verir.

Coziim. S: $x(i) = $ 7’de disar1 ¢ikma izniyle giin ¢ ... n maksimum mutluluk. R: ii¢ segenek:
* iceride kal — x(7 + 1) (yarin tam serbest);

* bugiin ¢ik, yarin iceride — ¢(i) + x(i + 2);
* bugiin + yarin ¢k, ertesi iceride — (i) + t(i + 1) + z(i + 3).
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32.3 Problem 2: Menix Edit Distance — Precomputation

x (i) bu ii¢ secenegin maksimumudur. T: 7 azalan. B: (n + 1) = z(n 4 2) = 0. O: z(1). Plam kurtarmak
icin her giin hangi secenegi aldigini sakla, sonra izle.

(Indeks képriisii: prose, kaynaktaki gibi 1-indekslidir — giinler 1 ... n, cevap x(1). Asagidaki kod ve figiir
0-indekslidir: cevap x(0), giinler 0 ...n — 1; motor dizisi giivenlik paytyla ii¢ sifir taban tutar, 1-indeksli
gosterimde x(n + 1) = x(n + 2) = 0 yeterlidir.)

def tim_happiness(t): # O(n) — suffix DP
n = len(t)
x = [@] * (n + 3) # taban: x(n)=x(n+1)=x(n+2)=0
for i in range(n - 1, -1, -1): # i azalan (suffix sirasi)

x[i] = max(x[1i + 1], t[i] + x[1i + 2]) # iceride / bugilin ¢ik
if i+ 1< n:
x[1] = max(x[i], t[i] + t[i + 1] + x[1 + 3]) # bugiln + yarin ¢ik
return x # x[@] = cevap

Karmagiklik. n alt problem x O(1) = O(n).

32.3 Problem 2: Menix Edit Distance — Precomputation

ifade. iki dosya A, B (n satir; her satir uzunlugu < k). Satir ekle/sil pahali (1), bitisik takas (swap)
bedava (yalniz faydaliysa). Yalmz A diizenlenir. A’y1 B’ye ¢eviren minimum takas-disi islem sayisi; hedef
O(kn + n?).

@ Yaklasim — klasik edit distance art1 bir satir: precomputation’ ¢alisma siiresine tas

Klasik edit distance DP’si suffix ciftiyle kurulur, iistiine kiiciik bir ek. Dosyay1 satir satir, sirayla diizenle
(atlamadan) — iki uctan degil, suffix ¢ift. Asil incelik karmagiklikta: her A[i] = B][j] karsilagtirmas iki
satirin string esitligidir, yani O(k). Naif DP n? alt problemin her birinde O(k) is yapar. Hile: satirlart
once O(k) ile bir kimlige (hash) on-isle (toplam kn), sonra DP’de O(1) karsilastir (n?) — O(kn+n?).
Calisma siiresindeki k, satir kargilastirmasinin ipucudur.

“the way that I would edit a file... would be linearly.” — Solomon, 39:33

Coziim. S: (i, j) = A[i ;] — B[j :] minimum ig. R (min, dért durum): A[i] = B[j] = z(i+ 1,7+ 1);
Ali] sil = 1+x(i+1, j); satir ekle (B[j] esle) — 1+ x(i, j+1); takas (A[i + 1] = B[j]AAli] = B[j+1))
— x(i+2,j+2). T: i+ j artan (2B tabloda sag-asag1). B: x(n+1,j) = n+1—j;x(i,n+1) = n+1—i.

0: z(1,1).

Ornek A = [« 8,7, 6], B = [3, a, v, €] igin cevap 2: takas (cv, 3) bedava + 7 esle + 4 sil + & ekle. Bu DP’nin
dogrulugunu ikinci bir ¢erceve teyit eder: edit distance, durum (4, j)’leri diigiim, esle/takas kenarlar1 0-agurlik,
sil/ekle kenarlar1 1-agirlik olan bir grid-DAG iizerinde en kisa yoldur (bu, Ders 24’iin LCS-grid’inin ve Ders
23’te kurulan “her DP bir DAG’da en kisa yola indirgenebilir” kopriisiiniin dogrudan akrabasidir). Motorda
bu grid-DAG’1 (0,0) — (n,n) kosan bagimsiz tanik bir Dijkstra’dir; ayn1 6rnekte o da 2 verir, ve 6nce
kimliklenmisg satirlarla kosulan precomputation siiriimii de ayn1 cevabu iiretir.
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32 Problem Oturumu 8

Tim the Beaver (PS8 P1): suffix-DP + durum izleme — 'izin var' varsayimini alt-problem tanimina gom

@ 7 gunliik plan izi — Tim'in suffix-DP optimali

kura[: en fazla 2 giin UST USTE alsarl

zorunlu mola CIFT - 846 = 14 zorunlu mola CIFT-7+3 =10
TEK - disari +5 ® ®
iceride iceride
4
+5 +8 +6 +7 +3 S e iy
= 29
glin 0 gin1 glin 2 gin 3 glin 4 glin 5 glin 6 max mutluluk x(0)
@ suffix tablosu x(i) — i =6 - 0 (sagdan sola ¢6z, soldan oku)
ug yerel secenek (max):
iceride - x(i+1)
tek - th] + x(i+2)
cift » t[i] + tli+1] + x(i+3)
x(6)=3 x(5)=10| [ x(4)=10| |x(3)=16| x(2)=24| [x(1)=24|_ x(0)=29 taban
tek cift iceride tek cift iceride tek x(n)=x(n+1)=x(n+2)=0
t{61+x(8) t{5]1+t[6]+x(8) x(5Y H3TTFX(5) t[2]+t[3]+x(5) x(2) t[0]+x(2)

x(i) tanimi 'giin i'de disari gikma iZNi var' varsayar - 'en fazla 2 ist iiste' kisit1 alt-problem TANIMINA gémiilii (durum bilgisi i'de sakh, recurrence yerel kalir)

Solomon PS8 2:35 — "way of life": kisiti durum degiskenine tasi, recurrence yerel kalsin - x(i) = max( x(i+1), tli]+x(i+2), t[i]+t[i+1]+x(i+3)) - O(n)

Sekil 32.2: Tim’in suffix-DP optimali — Problem 1 IMZA. Veri MOTORDAN (t=[5,-2,8,6,—4,7,3],
x[0..6]=[29,24,24,16,10,10,3], plan [tek @O, cift@2, ¢ift@5], bitmask brute = 29). UST: 7 giin
seridi — negatif sicakliklar slate dolgulu (soguk, zorunlu mola), ¢ikilan giinler amber ¢erceveli;
giin 0 TEK (disar1 +5), giin 2-3 ve 5-6 CIFT amber kemerleri (8+6=14, 7+3=10), giin 1 ve 4 igeride;
‘en fazla 2 giin {ist iiste’ kural rozeti; sag toplam kutusu 5+14+10 = 29. ALT: x(i) suffix tablosu
i=6—0 (sagdan sola ¢6z, soldan oku); her hiicrede kazanan segenek (iceride x(i+1) / tek t+x(i+2) /
cift t+t’+x(i+3)) + amber ebeveyn oklari; iic-secenek lejanti; taban x(n)=x(n+1)=x(n+2)=0; ‘izin
VAR varsayimi kisit1 alt-probleme gém’ notu. Alt not: Solomon 2:35 ‘way of life’ — kisit1 durum

degiskenine tagi, recurrence yerel kalsin; O(n).
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32.4 Problem 3: Saggy’nin Blok Kulesi — LIS-benzeri

def edit_distance_swaps(A, B): # 0(n?) alt problem; precompute - O(kn + n?)
na, nb = len(A), len(B)
x = {}

for j in range(nb + 1): x[(na, j)]
for i in range(na + 1): x[(i, nb)]
for i in range(na - 1, -1, -1):
for j in range(nb - 1, -1, -1):
best = min(1 + x[(i + 1, j)], 1 + x[(i, j + 1)]) # sil / ekle
if A[i] == B[j]: # esle (bedava)
best = min(best, x[(i + 1, j + 1)])
if i +1 <naand j +1 < nb\
and A[i + 1] == B[j] and A[i] == B[] + 1]: # takas (bedava)
best = min(best, x[(i + 2, j + 2)])
x[(i, j)] = best
return x[ (0, 9)]

nb - j # taban: kalani ekle
na - i # taban: kalani sil

Karmagiklik. n? alt problem x O(1) — ama her A[i] = B[j] satir karsilastirmast O(k). Satrlar énce O(k)
ile bir kimlige on-isle (toplam kn), sonra DP’de O(1) karsilastir (n?) — O(kn + n?). (Bu, “alt problem x
is” formiiliine 6n-islemenin eklendigi nadir bir durumdur.)

32.4 Problem 3: Saggy’nin Blok Kulesi — LIS-benzeri

Ifade. n blok, her biri w x h x [ (istenildigi gibi dondiiriilebilir; her tipten > 3 adet). Maksimum kule
yiiksekligi; her blok altindakinde Kesin (strict) destekli olmali.

@ Yaklasim — kesin destek bir siralama dogurur: sirala, sonra LIS-benzeri DP kos

2" olasi alt kiime gibi goriiniir; ama ii¢ gézlemle LIS’e indirger. (1) Uzun-kenar1 uzun-kenara hizala
— her taban siral1 bir (kii¢iik, biiyiik) ¢ifti. (2) Kesin destek — her yonelim (hangi eksen yukar1) en
fazla bir kez kullanilir — her bloktan en fazla 3 yonelim. (3) Destek kosulu, taban kenarlarini her katta
azaltir — liste siralanabilir. Siraladiktan sonra “alt blok daha biiyiik taban” zinciri tam olarak en uzun
artan alt-dizilim kalibidir; yerel kaba kuvvetle her yonelimi tepe yapip altina gelebilecek en yiiksek
alt-kuleyi ara.

“we can sort by the edge lengths because we know that we have this support condition.” —
Solomon, 1:03:09

Sekil 32.3 bu indirgemeyi motordan gercek verilerle gosterir: iki blok tipi {1 X 2 x 3, 2 x 3 x 4} alt1
yonelime agilir, taban azalan lexicographic siralanir; LIS-benzeri DP en yiiksek kuleyi 9 bulur — taban (3, 4)
dikey 2, iistiine (2, 3) dikey 4, iistiine (1, 2) dikey 3 (244 + 3 = 9). Bagimsiz zincir-DFS tamgi da 9 verir.

Coziim. Her blogu sirali (w < h <) 3 yonelime ag, listeyi lexicographic sirala, tekrarlar1 ¢ikar. S: $x(i) = $
blok i’yi tepe yaparak ilk 4 blokla kurulabilen maksimum yiikseklik. R: z:(7) = v; +max({z(j) : j < i, a; <
aj, b; < b;} U{0}), burada (a;, b;) yonelim i’nin taban ve v; dikey kenaridir; kosul a; < a; A'b; < b,,
blok ¢’nin blok j’nin tistiine kesin destekle sigmasi demektir. O: max; z (7). B: (1) = v;.
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32 Problem Oturumu 8

def tower_height(blocks):
ori = block orientations(blocks)
n = len(ori)
x = [@8] * n
for i in range(n):
a, b, v =ori[i]
best = ©
for j in range(i):
aj, bj, _ = ori[j]
if a < aj and b < bj:

best = max(best, x[j])

x[i] = v + best
return max(x), ori, x

# 0(n log n) + nx0(n) = 0(n?)
# siralil 3 yonelim/blok, lex sirali

# LIS-benzeri tarama

# kesin destek: IKI kenar da kiiciik

Karmagikhik. On siralama O(n logn) + n alt problem x O(n) is = O(n?).

PS8 P3 — Saggy'nin blok kulesi: sirala + LIS-benzeri DP (yiukseklik = 9)

Kazanan kule kesiti (yandan)

taban 1x2

dikey = 3

kesin destek:
iki taban kenari da KUCUK toplam
(3,4) 0 (2,3) o (1,2) yukseklik
taban 2x3 =9
dikey = 4
taban 3x4
dikey = 2
v

6 yonelim (azalan-lex) + kazanan LIS zinciri

i taban-a taban-b dikey v x(i)
(1] 3 4 2 x(0) = 2
1 2 4 3 x(1) =3
2 3 4 x(2) =6

LIS zinciri

0-2-5 -

2+4+3 =9
3 2 3 1 x(3) =3
4 1 3 2 x(4) =5
5 1 2 3 x(5)=9

Gozlemler:

* uzun kenari hizala - taban = (klguk, blyuk) gift

* her yénelim = 1 kez kullanilir » blok basina 3 yénelim

« kesin destek (iki kenar <) = kuleyi SIRALANABILIR kilar
Solomon 1:03:09 - sirala + LIS-benzeri DP = O(n?)

Sekil 32.3: Saggy’nin blok kulesi: sirala + LIS-benzeri DP — Problem 3. Veri MOTORDAN ({1x2x3,2x3x4}
— 6 yonelim, kule = 9, zincir [0,2,5], zincir-DFS brute = 9). SOL: kazanan 3-kath kule kesiti
(yandan) — taban (3,4) dikey 2 (en genis), iistiine (2,3) dikey 4, iistiine (1,2) dikey 3; genislikler
taban-a ile orantilit KESIN kiigiiliir ((3,4)2(2,3)2(1,2)); sagda yiikseklik dlgek cubugu toplam =
9; sol kenarda ‘kesin destek: iki taban kenari da kiiciik’ notu. SAG: 6 yonelimin azalan-lex tablosu
(taban-a, taban-b, dikey v, x(i)); kazanan satirlar (i=0,2,5) amber; sola yayli1 LIS-zinciri oklar1
0-2-5 (2+4+3=9); altta li¢ gézlem + Solomon 1:03:09. Alt baglik: yiikseklik = 9.
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32.5 Problem 4: Princess Plum Izgarasi — Yol Sayma
32.5 Problem 4: Princess Plum Izgarasi — Yol Sayma

ifade. n x n 1zgara; her hiicre mushroom / agac / bos. Sol-iistten sag-alta izl yol (2 — 1 hiicre — yalniz
asagi/sag; agaca girilmez). (a) Toplanabilecek maksimum mushroom £; (b) £ mushroom toplayan hizli yol
sayisl.

@ Yaklagim — iki ardisik DP: 6nce hedefi hesapla, sonra max yerine toplayarak say

“Hizli” = tam 2n — 1 hiicre — yalniz asag1 ve sag (yukari/sol path’i uzatir). Izgara zaten bir DAG
(sag-asagy). Iki ardisik DP gerekir. (a) max mushroom igin klasik 1zgara DP: her hiicreye gelen iki
komsudan en iyisini al. (b) “kag yol” sorusu kritik bir degisiklik ister: recurrence’da max yerine toplama
— bir komgu optimal mushroom sayisina ulagiyorsa onun yol sayisini ekle. Pozitif sayilar yalniz taban
durumdan dogar; 1’lerin kaynag1 2(0,0) = 1’dir.

“she can only move down and to the right because if she moved up or to the left, her path would
no longer be called quick.” — Solomon, 1:21:32

Sekil 32.4 bu iki DP’yi motordan gercgek verilerle gosterir: 4 x 4 6rnekte max mushroom k = 2 ve onu
toplayan tam 3 hizli yol vardir. Bagimsiz tiim-monoton-yollar tamgi da (2, 3) verir; ek bir kontrol olarak
tamamen kapali bir 2 X 2 1zgara k = —oo ve yol sayis1 0 dondiiriir (taban diginda pozitif say1 dogmaz).

Coziim. (a) max mushroom: k(i, j) = x (¢, j) +max(k(i—1,7), k(i,j—1)); agag — —o0. ($ = $ hiicrede
mushroom varsa 1, yoksa 0.) Base: k£(1,1) = 0. (b) yol sayist: (i, j) = (4, j) de biten, k(%, j) mushroom
toplayan hizli yol sayisi. Soldan ve/veya yukaridan gelen bir komsu i¢in, o komgunun & degeri arti x(i, j) tam
olarak (%, j)’ye esitse, o komsunun yol sayisini z (3, j)’ye ekle (max degil, toplama — yol sayiyoruz). Base:
z(1,1) = 1. O: z(n, n). Pozitif sayilar yalniz taban durumdan dogar.

“all of the reason why the positive numbers appear in this problem is from the base case.” —
Solomon, 1:33:02

def plum_count_paths(grid): # (b) yol-sayma DP
n, m = len(grid), len(grid[@])
k = plum_max_mushroom(grid) # (a) Once max mushroom (ayri DP)
x = {}

for i in range(n):
for j in range(m):

if grid[i][j] == "T" or k[(i, j)] == -INF:
x[(i, j)] = ©; continue
if i == 0 and j == @:
x[(i, j)] = 1; continue # taban: pozitiflerin TEK kaynagi
chi = 1 if grid[i][j] == "m" else ©
cnt = 0

if i > @ and k[(i - 1, j)] + chi == k[(i, j)]: cnt += x[(i - 1, j)] # TOPLA
if j > @ and k[(i, j - 1)] + chi == k[(i, j)]: cnt += x[(i, j - 1)] # max DEGIL
x[(i, J)] = cnt

goal = (n - 1, m - 1)

return k[goal], x[goal], x

Karmagikhik. iki DP, her biri n? hiicre x O(1) — O(n?).
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32 Problem Oturumu 8

Princess Plum (PS8 P4) — max-mushroom DP - yol-sayma DP
max k = 2 mushroom, TAM 3 hizh yol k(i,j) — max-mushroom DP - k = x + max(yukani, sol)

—
3

agag¢ - — (gegilmez); O(n?)

iki ardisik DP — her biri O(n?)

x(i,j) — yol-sayma DP - k eslesirse TOPLA (max DEGIL)

L=

pozitif sayilar taban x(0,0)=1'den dogar (Solomon 1:33:02)
sol-alt m-gifti - rota A

== = sol-alt m-gifti - rota B
= i (st m-gifti - rota C

Sekil 32.4: Princess Plum: max-mushroom DP — yol-sayma DP — Problem 4 IMZA. Veri MOTORDAN
(4x4 grid, max k=2, TAM 3 yol, tiim-monoton-yollar brute = (2,3)). SOL: 4x4 1zgara— mushroom
(amber m), agac (koyu T, gecilmez), bos (beyaz); S baslangic, H hedef; UC optimal yol farkl ¢izgi
stiliyle (her biri 2 mushroom: iist m-¢ifti 1 rota + sol-alt m-cifti 2 rota). SAG-UST: k(i,j) max-
mushroom DP tablosu (k = y + max(yukari, sol); aga¢c — —00). SAG-ALT: x(i,j) yol-sayma DP
tablosu (k eslesirse TOPLA, max DEGIL); pozitif sayilar amber, taban x(0,0)=1 amber cergeveli
— pozitiflerin TEK kaynag1 (Solomon 1:33:02). Alt: iki ardisik DP, her biri O(n?).
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32.6 Ne Ogrendik?

32.6 Ne Ogrendik?

I Alt1 Taginabilir Arag
Bu oturum, DP problem oturumlarinin ilkiydi ve SRTBOT cer¢evesini dort somut problemde uyguladi:

1. Durum izleme (Tim): “kac giin iist iiste” gibi bir kisiti, alt problem tanimina bir varsayim (“i’de
izin var”) gdmerek izle.

2. Edit distance: suffix-cift DP; ekle/sil/esle/takas durumlari min ile; O(n?).

3. Precomputation runtime’a girer: satir kargilagtirmas1 O(k) — 6nce hash (kn), sonra DP (n?)
= O(kn + n?); “alt problem X ig” formiiliine 6n-isleme eklenir.

4. Siralama-temelli DP (blok): kisit bir siralama doguruyorsa, sirala — problem LIS e iner.

5. Yol sayma (Plum): “kag yol” soruldugunda recurrence’da max yerine toplama; pozitifiik taban
durumdan gelir.

6. 1ki ardisik DP: 6nce hedefi (max mushroom k) hesapla, sonra onu kullanan ikinci DP (yol
say1s1).

32.7 Sonraki

Ders 26 (LL17): Dinamik Programlama 3 — Demaine

Sirada Ders 26 (1.17): Dinamik Programlama 3 var — Erik Demaine ile, DP’yi agac¢ ve daha karmasik
alt problemlere tasiyoruz. Bu oturumda gordiigiimiiz subproblem expansion ve durum izleme, agac alt
problemlerinde ve pseudopolinom 6rneklerde derinlesir.
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33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme

Subproblem expansion derinligi: alt probleme bir koordinat ekleyerek ge¢misi/state’i hatirlamak — Floyd-
Warshall vertex-prefix APSP ile ilk k diigiimii kullan ve E terimini V’ye cevir O(V?), parantezlemede son
islemi (kok) tahmin et ve negatifler i¢in min/max genislet O(n®), parmaklamada hangi parmakla bagladigin
state olarak tag1 O(n-F?)

i Oturum bilgisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 17: Dynamic Programming, Part 3 (=63 dk)
* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 17: Dynamic Programming, Part 3

¢ Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 26 (L17)

* Hoca: Erik Demaine (dinamik programlama; DP serisinin 3/4’ii)

* Okuma siiresi: =27 dk

Bu, DP iinitesinin ii¢iincii dersidir. Ders 24 ¢oklu girdi, alt problem kisiti ve genisletmeyi
tanittt; bu ders subproblem expansion’: derinlestirir: alt probleme bir kisit/koordinat ekle-
yerek gecmisi/state’i hatirlamak. Dort 6rnek — Bellman-Ford (DP olarak), Floyd-Warshall
(yeni APSP, O(V3)), aritmetik parantezleme (kok tahmini + min/max), piyano parmaklama
(state = parmak). Tarihsel not: DP’yi 1950’lerde Bellman icat etti; “programming” eski
anlamiyla optimizasyon, “dynamic” ise her asamada farkli davranan yerel kaba kuvvet.

33.1 Bu Derste Ne Var?

DP serisinin 3/4’ii (Erik Demaine). Tema: subproblem expansion (alt problem genisletme) — alt probleme
bir kisit/durum koordinati ekleyerek “gecmisi/state’i hatirlamak™.

“we can always add subproblems to make the next step easier.” — Demaine, 2:55
Uc ana fikir:

1. Floyd-Warshall — alt problemi “yalmz ilk & diigiimii kullanarak” kisitla — O(V?3) (E faktoriinii
V’ye ¢evirir).

2. Kokii tahmin et — parantezleme/ifade agacinda son islem (kok) en kolay tahmin edilebilir 6zelliktir
— substring alt problemleri.

3. State = koordinat — piyano parmaklamada “hangi parmakla bagladim” durumunu alt problem koordi-
natina tast.
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https://www.youtube.com/watch?v=TDo3r5M1LNo
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/mit6_006s20_lec17/

33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme

Bellman-Ford = DP Floyd-Wars!'lall — vertex- T — Parantezleme»— kok Piyano parmaklama —
prefix APSP tahmini state = parmak

Ders 26 (L17): Dinamik
Programlama 3 — Floyd-

| | |

gun — FW (5 satir); luk d dort treli;
J-alt-k: en fazla k kenar d(u,v,k) = yalmz ilk k yogun (5 satn); son islem (kok) tahmin et zoru or paramev e
e seyrek — Johnson (V2 log R baslangic parmagi
kisiti diigim V) — substring Koordinat
P oordinati
k indeksi ¢evrimliyi min IKI terim O(1) — . . s negatif icin HEM min HEM . . .
L irir; O(V-E) 0(V*); kissegen<0 tanid negatif cevrimde ikisi de max; 0(n?) sonraki parmagi tahmin et;
cevrimsize cevirir; . H 5
i 7 AYNI tanik 0O(n-F2)

Sekil 33.1:
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Ders 26’ nin (LL17) kavram haritasi: kok = Dinamik Programlama 3 (Demaine) — DP serisinin 3/4’ii;
tek tema SUBPROBLEM EXPANSION, yani alt probleme kiiciik bir koordinat/kisit ekleyerek
gecmisi ve state’i hatirlamak. Dort dal — (1) Bellman-Ford DP olarak: é-alt-k aslinda en fazla k
kenar kisith bir DP’dir, k indeksi ¢evrimli grafi cevrimsize gevirir, son kenar1 tahmin et, O esittir V
carpt E; bu k_edge_distances motorunun ta kendisidir. (2) Floyd-Warshall vertex-prefix APSP: alt
problem d(u,v,k) yalniz ilk k diigiimii ara-diiglim kullanir, k. diigiimii ekleyince yol ya gecmez ya
BIR KEZ gecer yani min IKI terim O(1) is, V kiip alt problem carp1 O(1) esittir O(V kiip), negatif
cevrim tamg1 kosegen d(v,v) sifirdan kiiciik. (3) FW kars1 Johnson: yogun grafta FW basit beg
satir kod, seyrek grafta Johnson V kare log V kazanir, ikisi de negatif ¢cevrimde AYNI tani81 verir.
(4) Parantezleme kok tahmini: son yapilan islem en kolay tahmin edilen 6zellik, kokii se¢ sol ve
sag substring ayrisir; negatif sayilarda iki yan1 maksimize ¢coker clinkii negatif ¢carp1 negatif esittir
biiyiik pozitif, ¢6ziim her substring icin HEM min HEM max sakla, n kiip. (5) Piyano parmaklama
state esittir parmak: zorluk d dort parametreli, alt problemi baglangi¢ parmagiyla kisitla, sonraki
parmag1 tahmin et, n F kare. Birlestirici tema: kiigiik state’i alt problem sayisiyla carp, gecisleri
yerel kaba kuvvetle tara — neredeyse her problemin her yoniinii yakalarsin.



33.2 1. DP 3/4: Subproblem Expansion

@ Builder Notu — Floyd-Warshall = transitif kapanis / ag analizi

Floyd-Warshall yalmiz APSP mesafe matrisi vermez; agirliklar1 “var/yok™ boole’e indirgersen ayni
O(V3) iiclii dongii transitif kapams1 (reachability — “hangi diigiimden hangi diigiime ulagilir?”)
hesaplar. Bu yiizden ag analizi, sosyal-ag erisilebilirligi ve derleyici veri-akisi analizinde temel aractir:
dense cizgede 5 satir kod, in-place, basit. Asimptotik olarak Johnson kadar iyi degildir (V' - E seyrek
cizgede kazanir), ama dense (E ~ V2) veya kiiciik cizgede pratik iistiinliik FW’dedir.

« Tleriye — Floyd-Warshall: APSP mesafe matrisi, transitif kapanis (reachability), ag analizi;
dense cizgede pratik.

» lleriye — parantezleme: derleyici ifade optimizasyonu, matris-zincir ¢carpim (matrix chain),
s0zdizimi agaci.

+ Tleriye —» parmaklama: MIDI/miizik teknolojisi, dizilim hizalama, durum-makinesi DP’leri.

* Geriye — Bellman-Ford (Ders 18): ¢, aslinda bir DP alt-problem kisitidir.

Tek ciimle: Alt probleme bir koordinat ekleyerek “state” hatirlarsin: Floyd-Warshall “ilk k diigiimii kul-
lan” der (O(V'3)), parantezleme “son islem hangisi?” diye kokii tahmin eder (negatifler igin min+max),
parmaklama “hangi parmak” durumunu tasir — hepsi subproblem expansion.

33.2 1. DP 3/4: Subproblem Expansion

DP 2’de para oyununda alt problemi 2 katina (kim bagliyor) ¢cikarmistik. Bu ders, bu fikri derinlestirir: alt
probleme kisit/koordinat ekleyerek gecmisi hatirlamak. Hatirlatma: alt problemleri tanimla (prefix/suf-
fix/substring; coklu girdide ¢arpim), “coziimiin hangi 6zelligini bilsem isim biterdi?”” sorusunu kaba kuvvetle
dene, DAG + topolojik sira, taban, orijinal, siire.

“we can always add subproblems to make the next step easier.” — Demaine, 2:55
Bu derste bu refleksi dort kez izleriz: Bellman-Ford’u bir DP olarak yeniden okuruz; Floyd-Warshall’da “yalniz
ilk k diigtim” kisitin1 ekleriz; parantezlemede ““son iglem hangisi?” diye kokii tahmin ederiz; parmaklamada

“hangi parmak” durumunu tagiriz. Her seferinde alt problem sayisini kiiciik bir faktorle carpar, recurrence’t
sadelestiririz.

33.3 2. Bellman-Ford DP Olarak

Bellman-Ford (Ders 18) aslinda bir DP’dir. S: $ _k(s, v) = $ en fazla k kenarli en kisa s — v yol (kisit: k).
R:

85 (s,v) = min(d;,_4 (s, v), min{ §;_;(s,u) + w(u,v) : (u,v) gelen kenar })

Son kenar (u,v)’yi tahmin et; yol < k kenarsa, kalam < k — 1 kenar — J;_;. k indeksi ¢evrimli
grafi (G) cevrimsize cevirir: k artan sirada referanslar hep k& — 1’e — acyclic. O: dy,_,(s,v). Siire:

>, 2, (gelenkenar) = O(V - E).
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33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme

Sekil 33.2 bu DP’yi motor iizerinde somutlagtirir: D21 érneginin (a,b,c,d) ;(a, v) tablosu — satirlar k =
0... 3, siitunlar v. Satirdan satira diigen hiicreler (amber ok) “bir kenar daha eklendi”” demektir; son satir §5 tam
olarak klasik Bellman-Ford sonucudur ({a:0, b:—2, ¢:1, d:0}). Kritik gézlem: motorun k_edge_distances
fonksiyonu bu tablonun ta kendisidir — Bellman-Ford’un DP iskeleti.

Bellman-Ford bir DP'dir — &6«(a, v) alt-problem tablosu

a b C d .
kiv SRTBOT eslemesi
k=0 0 S &«(s, v) = en fazla k kenarh en kisa mesphfe
KISIT = k koordinati (kenar blitcesi)
R | 8(v) = min(8k-1(v), min_{u-v} &c-1(u)|+ w(u,v))
k=1 0 -2 a4 kal ya da bir kenar daha gevset
T k artan (0 » V-1)
k boyutu ¢evrimli grafi ACYCLIC yapar
k=2 o -2 1 (V]
lo) 6_{V-1}(s, v) = SSSP cevabi
— e — — — — — — — — (negatif cevrim yoksa)
' |
k=3 - 63 = Bellman{Ford
| o 2 1 0 | sonucu (sonl{i)
amber ok: 6x < 6k-1 = bir kenar daha eklendi (yeni gevseme)
alt-problem genisletmesi xV - O(V:-E)
D18 motoru k_edge_distances BU tablonun ta kendisi

Sekil 33.2: Bellman-Ford bir DP’dir — §, (a, v) alt-problem tablosu (L17 §2 + D18 kopriisii). Sol bolge:
satirlar k=0..3, siitunlar v=a,b,c.d; her hiicre §, (co soluk). Satirdan satira DUSEN hiicreler amber
ok (‘6 < &,_; — bir kenar daha eklendi, yeni gevseme’). Son satir 6; amber kesik ¢erceve = klasik
Bellman-Ford sonucu (sonlu). Sag kutu: SRTBOT eslemesi (S = §, en fazla k kenar kisiti = k
koordinati; R = kal ya da bir kenar gevset; T = k artan ¢evrimliyi acyclic yapar; O = §_{V-1}
SSSP cevabi). Alt rozet: alt-problem genisgletmesi xV — O(V-E); motor k_edge_distances BU
tablonun ta kendisi. Veri MOTORDAN (assert): k_edge_distances(build_fw_example, ‘a’, 3); son
satir == bellman_ford_classic; tab[0..3] birebir; diistisler k=1 {b,c}, k=2 {c,d}, k=3 yok.

33.4 3. Floyd-Warshall: Vertex-Prefix APSP

Yeni bir tiim-ciftler en kisa yol (APSP) algoritmasi. Johnson kadar asimptotik iyi degil ama ¢ok basit ve
dense cizgede miikemmel: O(V3). Fikir — farkl1 bir subproblem expansion.

Diigiimleri 1 ... V numarala. S: d(u,v,k) = u — v en kisa yol, yalmz {u, v, 1 ... k} diigiimlerini ara-
diigiim olarak kullanarak.

Bu, “en fazla k kenar” kisitindan farkli bir kisit: “yalniz ilk k£ diigiim”. Bu, pahali “tiim gelen diigiimler
tizerinde dongii”yii (£ terimi) ortadan kaldirr.
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33.5 4. Floyd-Warshall Recurrence ve o(V3)

33.5 4. Floyd-Warshall Recurrence ve O(V°)

Calisilan Ornek. d(u, v, k)’y1 hesapla: k. diigiimii ekleyince iki secenek — yol k’dan ge¢mez ya da gecer:

d(u,v, k) = min(d(u, v,k — 1), d(u,k, k — 1) + d(k,v,k — 1))

Ik terim: k’y1 kullanma. Ikinci: u — k (ilk k — 1 ile) + & — v (ilk k — 1 ile) — basit yol oldugundan k
bir kez gecilir. Min yalmz iki terim — O(1) ig! T: k artan (ii¢lii i¢ ige dongii k, u, v). B: d(u,v,0) = 0
(u = v) / w(u,v) (kenar varsa) / 0o (yoksa). O: d(u,v, V). Siire: V3 alt problem x O(1) = O(V3).

Sekil 33.3 recurrence’t motorun 5 ardigik d-matrisi iizerinde gosterir (taban — k£ = a, b, ¢, d): her adimda
bir dnceki matrise gore degisen hiicreler amber vurgulanir. Ornegin k = b adiminda (a,c):4 — 1 ve
(a,d): 00 — 0 — giinkii arttk @ — b — ¢ ve a — b — d yollar1 agilir. Son matris ii¢ bagimsiz yoldan
dogrulanir: FW = johnson = V' x Bellman-Ford (ii¢-yol tami81, 60 rastgele ¢izgede de tutar), ve kdsegen
d(v,v) = 0 (negatif ¢cevrim yok).

taban w

—

b

Floyd-Warshall: d(u, v, k) evrimi — taban -k =a, b, c, d

d(u, v, k) = min( d(u, v, k-1), d(u, k, k-1) + d(k, v, k-1) )
IKI terim — yol k'dan ya ge¢mez ya BIR KEZ gecer - hticre basina O(1) is

k=a k=b k=c k=d
b [« d c d b d a b c
Q— 0
-2 4 a -2 1 a 2 1 0 a -2 1 0
)] 3 2 |byoluyla o 3 | 2 |cyoluyla P o 3 2 |dyoluyla P o 3 2
— — — L
E -1 c V] -1 0 -1 c 0 -1
[o] - [o] - of cllelele

V3 x O(1) = 0O(V3)
FW == johnson == V x BF (ii¢c-yol tanigi)

Sekil 33.3: Floyd-Warshall: d(u, v, k) evrimi — taban — k = a, b, ¢, d (Demaine L17 §3-4 IMZA). 5 mini-
matris dizisi (4x4 d matrisi); her adimda bir 6nceki adima gére DEGISEN hiicreler amber vurgulu
+ sag-iist kosede ‘k yoluyla’ rozeti, kosegen 0 koyu, oo soluk; matrisler arasi ‘k yoluyla’ oklari.
k=b adiminda (a,c):4—1 ve (a,d):00—0 (yol b’den gecer). Altta recurrence kutusu d(u,v,k) =
min(d(u,v,k-1), d(u,k.k=1)+d(k,v,k—1)) — IKI terim, yol k’dan ya ge¢mez ya BIR KEZ gecer —
hiicre bagina O(1). Sag rozet: V3 x O(1) = O(V?); FW == johnson == V x BF (ii¢-yol tamg1). Veri
MOTORDAN (assert): floyd_warshall_steps(build_fw_example); 5 adim (taban + k=a..d); steps[2]
(a,c)=1, (a,d)=0; final == floyd_warshall == johnson == brute_apsp; fw_negative_cycle(final) ==

.

33.6 5. Floyd-Warshall vs Johnson

* Floyd-Warshall: her zaman O(V3 ). Dense ¢izgede (E ~ V'2) Johnson ile ayn1 (V - E ~ V?3), ama

daha basit (5 satir).

* Johnson: O(VZ1ogV + V - E). Seyrek cizgede ¢ok daha iyi (V2 log V).
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33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme

Kural: ¢cizgenin dense oldugunu 6nceden biliyorsan (veya kiigiikse) Floyd-Warshall; seyrek/karisiksa Johnson
(seyreklikten kazanir). Negatif olmayan agirlikta V' X Dijkstra da bir secenektir.

Iki algoritma negatif ¢evrim karsisinda da aymi tamg verir: APSP, negatif ¢evrimi olan bir cizgede tanimsizdir
(mesafe —oo’a diiger). Floyd-Warshall bunu kdsegende yakalar (d(v, v) < 0); Johnson siipernode-Bellman-
Ford adiminda —oo goriir ve None déndiirerek iptal eder. Sekil 33.4 hem secim haritasim (yatay FW O(V3)
vs artan Johnson egrisi) hem de bu ortak teshisi gosterir: build_bf_example cizgesinde (b — ¢ — d —
b = —2 ¢evrim) FW kosegeni {b, ¢, d} diigiimlerini negatif isaretler, Johnson None doner — kisegen < 0 <
Johnson iptali, 60 rastgele cizgede de birebir.

APSP secim: seyrek - Johnson * yogun -» FW (5 satir) - negatif cevrimde ikisi de AYNI tanig: verir (L17 §5)

APSP secim haritasi — hangi algoritma ne zaman? Negatif cevrim » APSP tanimsiz: AYNI teshis
Floyd-Warshall O(V2) -CEEE o , .
Johnson O(V2 log V + V-E) E=V Teshis cizgesi (build_bf example)
- d(v,v)<0
vogun graf @ = (b
(E > V2)
-4
d(v,v)<0
1 c
1
_ 3
7] A<
E W, vr<0
5 d
n
©
€
w
= cevrim b-c-d-b = (-4)+3+(-1) = =2 (negatif)
e FW = 5 satir kod
Floyd-Warshall Johnson
Uglii déngdi - basit - in-place kosegen d(v,v) <0 ? Bellman-Ford - —w ?
—
, ¢, d} None
negatif-cevrim tanigii APSP iPTAL

seyrek graf
Johnson KAZANIR

(E < V?) iki algoritma AYNI tanigi verir: késegen < 0 < Johnson iptali

(60 rastgele ¢izgede dogrulandi — capraz tanik BIREBIR)

! T i

E=V E=V2E=V?

(seyrek) (yogun)
kenar yogunlugu E -

Sekil 33.4: APSP secim: seyrek — Johnson, yogun — FW (5 satir), negatif ¢cevrimde ikisi de AYNI tanik
(Demaine L17 §5; Johnson algoritmasinin kendisi Ders 21/L14, Ku). SOL panel se¢im hari-
tasi: x = kenar yogunlugu E (seyrek V’den yogun V?’ye), y = siire; Floyd-Warshall yatay O(V?)
(amber, E’den bagimsiz), Johnson egri o(V? log V + V-E) (slate, E ile artar); kesisim E = V2
seyrek bolge ‘Johnson KAZANIR’, yogun bolge ‘~esit’; ‘FW = 5 satir kod’ rozeti. SAG panel
negatif-cevrim teshisi: build_bf_example cizgesi (cevrim b—sc—d—b = (-4)+3+(-1) = -2),
cevrim diigiimleri {b,c,d} amber ‘d(v,v)<0’ rozetli; iki teshis kutusu — Floyd-Warshall kose-
gen d(v,v)<0 — {b,c.d}; Johnson Bellman-Ford — —co — None (APSP IPTAL); <= kopriisii
‘kosegen < 0 <= Johnson iptali’ (60 rastgele cizgede capraz tanik). Veri MOTORDAN (as-
sert): floyd_warshall(build_fw_example) == johnson == brute_apsp; fw_negative_cycle == [];
floyd_warshall(build_bf_example) kdsegen<0 diigimleri == fw_negative_cycle == [‘b’,°c’,‘d’];
johnson(build_bf_example) is None.

33.7 6. Aritmetik Parantezleme: Kékii Tahmin Et
Problem. Formiil ag *; a; *5 ...a,,_; (x = + veya X, a, tamsay1). Parantezleri istedigin gibi yerlestirip
sonucu maksimize et. Ornek: 7+ 4 x 3+ 5 — ((7+4) x (3+5)) = 88.

Ifade bir agactir; en kolay tanimlanabilir 6zellik kok = son yapilan islem.
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33.7 6. Aritmetik Parantezleme: Kokii Tahmin Et

“guess which operation, star i, is evaluated last — or, in other words, at the root.” — Demaine,

30:51

Kok «,,’y1 tahmin et — solu (prefix) ve sag1 (suffix) ayrisir; ama prefix-of-suffix gerektiginden alt problem
substring olmali (prefix+suffix karisimi — daima substring).

Sekil 33.5 bu fikri motor iizerinde gosterir: kazanan aga¢ ((7 4+ 4) x (34 5)) = 88 — kok k = 2 (yani x),
sol substring (7 + 4) = 11, sag substring (3 + 5) = 8, 11 x 8 = 88 (Demaine’le birebir). Soldan-saga naif
degerlendirme (((7 4+ 4) x 3) + 5 = 38) sub-optimaldir. Sagdaki substring tablosu x(4, j, max) tiggenini

(10 hiicre)
max = 88.

ve kok-segim oklarini gosterir; brute-force 4 farkli parantezleme degeri ({24, 38, 39, 88}) verir,

Parantezleme: kok-tahmini (SON islem) -» O(n3) DP

Kazanan agag: ((7 + 4) x (3 + 5)) = 88 Substring tablosu x(i, j, max) — her hiicre bir alt-ifadenin max'i

satir = baslangi¢ i - stitun = uzunluk (j—i) - taban: x(i,i+1)=ai

11 x 8 = 88

kok: son islem k=2 (x)
- x(0,2) - x(2,4)

X kék = SON islem

x(0,1) x(0,2) x(0,3)
11 3
+ + x(1,2) x(1,3) x(1,4)
(7+4)=11 (3+5)=8 4 12 32
VA A Y VA A} (2 3) (2 4)
xX(Z, X
7 4 3 5
3
kék = SON yapilan islem — en kolay tahmin edilen ézellik
(Demaine 30:51): sol/sag substring bagimsiz alt problem X(3,4)
5

PUCN

(7+
spldan-sa

Sekil 33.5:

4]

42 substring X 2 opt (min,max) x 0(4) kék = O(n3)
4) 3 4n olasi parantezleme - polinomda taranir (brute: 4 farkli deger, max=88)
ga = 38 X (sub-optimal)

Parantezleme: kok-tahmini (SON iglem) — O(n’*) DP (Demaine L17 §6 IMZA, 30:51). SOL
panel kazanan ifade agaci: kok x (amber, ‘kok = SON islem’), sol + = (7+4)=11, sag + = (3+5)=8,
iist rozet 11 x 8 = 88; alt kosede alternatif KOTU agac (((7+4)x3)+5) listii ¢izik ‘soldan-saga
=38 x sub-optimal’. SAG panel substring tablosu x(i,j,max): iicgen yerlesim 10 hiicre (satir =
baslangig¢ i, siitun = uzunluk j—i, taban x(i,i+1)=a,), (0,4)=88 amber hedef; kok-se¢im oklar1 (0,4)
«— (0,2) ve (2,4) (son islem k=2 boliinmesi); alt rozet 4? substring x 2 opt x O(4) kok = O®?), 4"
olas1 parantezleme polinomda taranir (brute: 4 farkli deger, max=388). Veri MOTORDAN (assert):
build_paren_example == ([7.,4,3,5],[+,*,+]); paren_reconstruct == (‘((7 + 4) x (3 + 5))’, 88);
choice[(0,4,max)] kok k=2 (x); xmax[(0,2)]=11, xmax[(2,4)]=8, 11x8=88; brute_paren_values
max=88, 4 farkli deger; soldan-saga=38 brute kiimesinde.
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33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme
33.8 7. Negatif Sayilar: Min/Max Genisletmesi

Cahsilan Ornek — neden min de gerek. Sayilar negatif olabilirse, “maksimize icin iki yan1 maksimize et”
coker: iki negatif sayinin carpimi pozitif biiyiik olur. Orn. 7 + (—4) x 3 + (—5).

“when we take a product of two negative numbers, we get a positive number.” — Demaine, 34:50

Co6ziim: subproblem expansion — hem min hem max sakla. S: x(i, 7, opt), opt € {min, max} = ali..j)
alt-ifadesinin opt degeri.

“If I can solve max and min, I’ll know the entire range that I could get.” — Demaine, 35:38

Sekil 33.6 bu isaret-cevirme mantigini motor iizerinde gosterir: kazanan agag (7+((—4) x (34+(=5)))) = 15.
Kritik adim, sag alt-ifade (3 + (—5)) = —2’nin minimize edilmesidir; ¢iinkii (—4) x (—2) = +8 biiyiik
pozitif verir ve 7 4+ 8 = 15. “Iki yan1 da maksimize et” stratejisi burada ¢éker — onun yerine her substring
i¢in [min, max] ¢ifti (aralik aritmetigi) saklanir, carpimda dort kombinasyon denenir.

33.9 8. Parantezleme Recurrence ve O(n®)
R: kok k’y1 + sol/sag i¢in opt 1+ 0Pt 'yi kaba kuvvetle dene:

(i, j,opt) = optover { z(i, k, opt, ) x, z(k, j,0pt,) : i <k < j, opt,,opt, € {min, max} }

(Min/max i¢in 4 kombinasyon — ¢arpimda isaretler karigik, hepsini dene; toplamda yalniz min-min/max-max
gerekir.) T: j — 4 artan (substring). B: (7,7 + 1, 0pt) = a,. O: (0, n, max). Siire: n? substring x 2 (opt)
x O(n) (k) = O(n?). (4™ parantezlemeyi polinomda tartyoruz — subproblem expansion sayesinde.)

Bu, Sekil 33.5 ve Sekil 33.6’in formel 6zetidir: kokii tahmin etmek substring alt problemlerini dogurur (O(n?)
tane), her birinde min / max ikilemesi (x2) ve k taramasi (O(n)) vardir.

33.10 9. Piyano Parmaklama: State = Parmak

Problem. Nota dizisi ¢ ... t,,_;, F' parmak. Gegis zorlugu d(t, f,t’, f') (notay1 t’yi f parmagiyla, sonra
t"’yii f’ ile calmanin zorlugu). Toplam zorlugu minimize edip her notaya parmak ata.

Cahsilan Ornek — state expansion. Naif suffix yetmez: d dort parametreli, “su anki parmag1” bilmeden iki
nota arasi zorlugu hesaplayamayiz. Coziim: alt problemi baglangi¢ parmagiyla kisitla.

S: z(i, f) = t;’yi f parmagyla baglayarak sonek ¢, ... t,, ;i calmanin min toplam zorlugu (alt problem
x F" genigletmesi). R: bir sonraki parmak f”’yii tahmin et:

z(i, f) =min over f {x(i + 1, f") +d(t;, f,t,q, ')}

O: min; (0, f). Siire: n - F alt problem x O(F) = O(n - F?) (F sabit — dogrusal).

Sekil 33.7 6rnegi motor iizerinde ¢ozer: 6 notalik melodi [60, 64, 62,67, 65, 60], F' = 5. Min toplam zorluk
6, optimal atama [0, 2, 0,4, 2, 0] (0-indeksli; 1-indeksli gosterimde 1./3./1./5./3./1. parmak), F'" kaba
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33.10 9. Piyano Parmaklama: State = Parmak

Kazanan agac¢: (7 + ((-4) x (3 + (-5)))) = 15

max'l biiyiitmek icin sag alt-ifadeyi MINIMIZE et: negatif x negatif = pozitif biiy(ik Neden HEM min HEM max?

"Maksimize icin iki yani da
maksimize et" - COKER
7+8=15 + (Demaine 34:50).

=15 Clnkl negatif carpan isareti
ters gevirir: pozitif blylk

icin EN KUCUK (en negatif)
carpan gerekir.
x
- her substring icin HEM min
(-4)-(-2) =\+8 HEM max sakla (x2 expansion)
- ¢arpimda 4 kombinasyon:
min-min, min-max,

max-min, max-max

(34A-5)) £ -2

) =

Aralik aritmetigi: her alt-ifade icin [min, max] cifti, o substring'in TUM ulasilabilir degerlerini sinirlar.

Sekil 33.6: Negatif sayilar: min/max genisletmesi (Demaine L17 §7-8, 34:50). Kazanan aga¢ (7 + ((—4) x
(3 + (-5)))) = 15: kok +, sol yaprak 7, sag alt-agac x (‘isaret ¢evirme’, amber, (—4)-(-2) = +8),
onun sag1 + ‘min’ rozetli ((3+(=5)) = =2 MINIMIZE edildi). KRITIK SEZGI: max’1 biiyiitmek
icin sag alt-ifadeyi minimize et ¢iinkii negatif x negatif = pozitif biiyiik; ‘7 + 8 = 15°. Sag kutu
‘Neden HEM min HEM max?’: iki yan1 da maksimize COKER (Demaine 34:50), pozitif biiyiik
icin EN KUCUK (en negatif) carpan gerekir — her substring icin HEM min HEM max sakla (x2
expansion), ¢carpimda 4 kombinasyon (min-min, min-max, max-min, max-max). Alt not: aralik
aritmetigi [min, max] cifti substring’in TUM ulagilabilir degerlerini sinirlar. Veri MOTORDAN
(assert): build_paren_negative_example == ([7,-4,3,-5],[+,*,+]); paren_reconstruct == (‘(7 + ((-4)
x (3 +(-5))))’, 15); xmin[(2,4)] == -2; (—4)-(-2) = 8; 7+8 = 15; choice[(0,4,max)]=(1,min,max);
choice[(1,4,max)]=(2,min,min); brute_paren_values max=15.
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33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme

kuvvet de 6 verir. Alt panel (i, f) tablosunu (6 x 5) ve kazanan zincir oklarini gosterir. Bu 6rnek sentetik bir
zorluk fonksiyonu kullanir (default_difficulty $=| nota - parmak| + $ ters-yon cezasi 2); dersin gergek
d’si soyuttur — buradaki amag¢ state-genisletmesini somutlastirmaktir, gercek parmaklama tavsiyesi degil.

Melodi + optimum parmaklama — toplam zorluk = 6 (parmak rozetleri 1-indeksli gésterim)

to tl t2 t3 t4 t5
perde 67 d=0
d=il” -
d=0 g ~d=3
d=2_- = .
~ »
parmak 1 3 1 5 3 1

2d=2+0+1+0+3=6

x(i, f) tablosu — sonek-min zorluk (amber zincir = optimum ¢6ziim)

to tl t2 t3 t4 t5

0 =min_fx(0,£) =6 (/i 60)(nota 64)(nota 62)(nota 67)(nota 65)(nota 60)

x(i, f) = min_{f2} [ x(i+1, f2) + d(t; f, ti+1, f2) ]

parmak 1 6 6 4 7 5 0 taban: x(n—1,f) =0 - cevap: O = min_f x(0, f)
parmak 2 7 \ 5 / 5 6 4 / 0

state = parmak (XF genisletme)
parmak 3 8 4 6 5 3 0 n-F alt problem x O(F) gecis = O(n-F?)
parmak 4 9 5 7 4 / 2 0

Demaine 1:03:09 — "state sayisi kliglikse
parmak 5 10 6 8 3 1 0 alt problemi state ile CARP"

Sekil 33.7: Piyano parmaklama: state = parmak DP (Demaine L17 §9 IMZA, 1:03:09). UST panel: 6 nota

zaman-¢izgisi (y = perde 60-67) + secilen parmak rozetleri (motor assign’dan, 0-indeksli +1 gos-
terim, yani 1./3./1./5./3./1. parmak) + ardigik gecis maliyetleri d (sentetik default_difficulty), Xd =
2+0+1+40+3 = 6. ALT panel: x(i,f) tablosu (6 nota x 5 parmak) motor degerleriyle; kazanan hiicre
zinciri amber oklar; O = min_f x(0.f) = 6 isareti; recurrence kutusu x(i,f) = min_{f, } [x(i+L.f,) +
d(t.f.t., ;,f,)], taban x(n-1,)=0; O(n-F?) rozeti (state = parmak xF genisletme); Demaine 1:03:09
‘state say1s1 kiiciikse alt problemi state ile CARP’. NOT: d SENTETIK 6rnek-fonksiyon (dersin
d’si soyut). Veri MOTORDAN (assert): build_piano_example == ([60,64,62,67,65,60], 5); pi-
ano_fingering — (6, [0,2,0,4,2,0]); brute_fingering == 6; gecis maliyetleri trans == [2,0,1,0,3],
Y =6; tablo satirlar1 motordan birebir.

33.11 10. Genelleme: Coklu Nota, Gitar

State’i istedigin kadar zenginlestirebilirsin — yeter ki state sayis1 kiiciik olsun.

“with subproblem expansion, I can capture almost any aspect of a problem that I want.” —
Demaine, 1:03:03

Ayni anda ¢oklu nota — ¢ state ($t = $ anlik maks nota); gitar — ayrica “hangi tel” secimi. Her durumda:
state’i alt problem koordinatina ekle, gecisleri d ile yakala.
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33.12 Bu Dersin Ozeti

“As long as the number of states... is small, I can just multiply the number of subproblems by
that state.” — Demaine, 1:03:09

(Bu, cizge carpimiyla da yapilabilir ama DP metodik bir yol verir.) Sekil 33.7’in tek parmakli state’i bu genelin
en sade halidir: F’ kiiciik oldugundan x F' genigletme dogrusal kalir; coklu nota/gitar eklenince state ¢carpan
biiyiir ama yine polinom kaldig1 siirece DP caligir.

33.12 Bu Dersin Ozeti

Subproblem expansion = alt probleme kisit/koordinat ekleyip “state” hatirlamak.
Bellman-Ford DP: 0,, (en fazla k kenar) kisiti — ¢evrimliyi ¢cevrimsize gevirir; O(V - E).
Floyd-Warshall: $d(u,v.k) = $ yalniz ilk k diigiim; min iki terim — O(V3) (dense’te iyi).
Floyd-Warshall vs Johnson: dense — FW (basit); sparse — Johnson (hizl1).
Parantezleme: kokii (son islem) tahmin et — substring; negatif i¢in min+max; O(n?).
Piyano parmaklama: state = baglangic parmag1; x ' genisletme; O(n - F'2).

Genel ilke: kiiciik state’i alt problem koordinatina ekle, gecisleri kaba kuvvetle tara.

Nk wD =

! Tek Bir Ciimle

Subproblem expansion, alt probleme bir koordinat ekleyerek gecmisi/state’i hatirlatir: Floyd-Warshall
“ilk k diigiimii kullan” (O(V3)), parantezleme “son iglem hangisi?” (min+max, O(n?)), parmaklama
“hangi parmak” (O(n - F'?)) — kiigiik state’i cogalt, gegisleri tara.

33.13 Kontrol Sorulari

i Soru 1: Floyd-Warshall’1n d(u,v,k) kisit1 nedir, ve neden recurrence yalniz iki terim (O(1)) olur?

Cevap: $d(u, v, k) = $ “u — v en kisa yol, yalniz {u,v,1... k} diigiimlerini ara-diigiim olarak
kullanarak™. k. diigiimii eklerken yol ya k’dan ge¢mez (= d(u, v,k — 1)) ya da geger (= d(u, k, k —
1) + d(k,v,k — 1), ¢iinkii basit yolda k bir kez kullanilir ve iki par¢a da yalniz ilk k£ — 1 diigiimii
kullanir). Bu iki olasilik tiim durumlar1 kapsar — min iki terimli — O(1) 6zyineleme-dis1 is. V2 alt
problem x O(1) = O(V3). (Bellman-Ford’da “tiim gelen kenarlar iizerinde déngii” E terimi getirirdi;
“ilk £ diigiim” kisit1 bunu V’ye ¢evirir.)

1 Soru 2: Floyd-Warshall ne zaman Johnson’a tercih edilir, ne zaman edilmez?

Cevap: Floyd-Warshall her zaman O(V3); Johnson O(V21ogV + V - E). Dense gizgede (E ~ V?)
ikisi de ~ V'3 ama Floyd-Warshall cok daha basit (5 satir) — onu tercih et (veya cizge kiiciikse). Seyrek
cizgede (E ~ V') Johnson V2 log V" ye iner, Floyd-Warshall hala V3 harcar — Johnson ¢ok daha iyi.
Kural: dense/kiiciik biliyorsan FW; seyrek/karisiksa Johnson (seyreklikten kazanir).
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33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme

1 Soru 3: Parantezleme’de neden ‘kokii tahmin et’, ve negatif sayilar i¢in neden hem min hem max
gerekir?

Cevap: ifade bir agactir; “ilk islem” karmasik (ortada ¢arpim yapinca ii¢ parca kalir) ama kok = son
islem kolayca tahmin edilir — kokii se¢mek soldaki ve sagdaki alt-ifadeleri (substring’ler) dogal ayirir.
Negatif sayilar icin “maksimize = iki yan1 maksimize” ¢oker: iki biiyiik negatif sayinin ¢arpimi biiyiik
pozitif olur. Yani bazen alt-ifadeyi minimize etmek (cok negatif yapmak) genel maksimumu artirir.
Coziim: her substring i¢in hem min hem max sakla (subproblem expansion X 2); carpimda dort min/max
kombinasyonunu dene.

1 Soru 4: Piyano parmaklamada neden alt problemi ‘baslangi¢ parmag: f” ile genisletiyoruz?

Cevap: Zorluk fonksiyonu d(¢, f,t’, f) dort parametreli — iki nota arasi gegisin zorlugu, hem su anki
parmaga ( f) hem sonraki parmaga (f”) bagh. Naif $x(i) = $ “sonek ¢, ..."i en az zorlukla ¢al” taniminda,
recurse ederken su anki parmagi bilmedigimizden d’yi hesaplayamayiz. Coziim: alt problemi baglangi¢
parmagiyla kisitla — $x(i, f) = $ “¢,’yi f ile baslayarak...”. Artik f bilinir; sonraki parmak f’’yii kaba
kuvvetle dener, d(t;, f,;.1, f’)’yi hesaplayabiliriz. Alt problem sayis1 x F' (sabit) > O(n - F?), F
sabitse dogrusal.

33.14 Egzersizler

Egzersiz 1. Floyd-Warshall’1 kiigiik bir agirlikh ¢izgede elle ¢alistir: d(u, v, k) tablosunu & = 0... V i¢in
doldur.

Egzersiz 2. Floyd-Warshall’1 Python’da yaz (iiglii i¢ ige dongii); O(V3) oldugunu ve dense’te V - E’ye denk
geldigini goster.

Egzersiz 3. Aritmetik parantezlemeyi 7 + (—4) x 3 + (—5) iizerinde x (4, j, min / max) tablosuyla elle ¢6z;
en bliyiik sonucu bul.

Egzersiz 4. Parantezleme recurrence’inda neden min/max’in 4 kombinasyonunu denemenin yeterli oldugunu
(aralik aritmetigi) acikla.

i

Egzersiz 5. Piyano parmaklamay1 iki notalik akorlara geniglet: state’in ¢* "ye ¢iktigini ve siirenin O(n - 25

oldugunu goster.

33.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Sonraki: Ders 27 (L.18) — Dinamik Programlama 4 (pseudopolinom, DP FINALI)

Ders 27 (L18): Dinamik Programlama 4 (pseudopolinom). Erik Demaine ile, DP serisinin finali:
integer alt problemler ve pseudopolinom zaman. Rod cutting ve subset sum 6rnekleriyle, n - T°
gibi siirelerin neden “polinom degil ama yeterince iyi” oldugunu goriir, tiim DP tekniklerini diagonal
bir bakisla toparlariz. DP iinitesi Ders 24-27 (L16-L18) boyunca siirer ve Ders 30 = Quiz 3 Goézden
Gegcirme ile 6zetlenir.
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Ders 27 Oncesi Yapilacak:

33.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 1 (Floyd-Warshall) ve 3 (parantezleme) ¢oz.
* Floyd-Warshall, parantezleme ve parmaklamanin SRTBOT unu ezberden yaz.
* Ana climleyi tekrar oku: “Kiiciik state’i alt problem koordinatina ekle; gegisleri kaba kuvvetle

tara.”

33.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Subproblem expansion Alt probleme kisit/koordinat ekle; Bol. 1
state hatirla

Bellman-Ford DP 05, (en fazla k kenar); ¢evrimli »  Bo6l. 2
cevrimsiz; O(V - E)

Floyd-Warshall $d(u,v,k) = $ ilk £ diigiim; min 2 Bol. 3-4
terim; O(V3)

FW vs Johnson dense — FW (basit); sparse — Bo6l. 5
Johnson

Parantezleme Kokt (son islem) tahmin et — Bol. 6
substring

Min/max genisletme Negatif ¢carpim i¢in hem min hem B&l. 7-8
max sakla

Parmaklama x(i, f); state = parmak; Bol. 9
O(n - F?)

Genel ilke Kiiciik state — koordinat; Bol. 10

gecisleri tara

33.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

Bu dersin li¢ teknigi — vertex-prefix APSP, kok tahmini + min/max, state genisletmesi — ML, derleyici
ve sistem miihendisligindeki ¢cok sayida araca baglanir; kopriilerin 6zeti:

1. Floyd-Warshall — APSP mesafe matrisi, transitif kapams (reachability), ag analizi; agirliklar
boole’e indirgersen ayni ii¢lii dongii erisilebilirligi verir.

2. Parantezleme — derleyici ifade optimizasyonu, matris-zincir ¢carpimi (matrix chain multiplica-
tion — hangi sirada carpinca en az skaler ¢carpma?), sozdizimi agaci kurma.

3. Min/max genisletme — aralik aritmetigi; optimizasyonda alt sinir + iist sinir birlikte; soyut-
yorumlama (abstract interpretation) ve saglamlik (robustness) analizleri.

4. Piyano/gitar parmaklama — MIDI/miizik teknolojisi, dizilim hizalama, durum-makinesi
DP’leri (her geciste kiiciik bir state tas1).
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33 Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme

5. State = koordinat — durum-augmentasyonu; OMSCS CS 6515’te DP tasarimminin kalbi —
“bariz alt problem yetmiyorsa hangi koordinati eklerim?” refleksi (state = koordinat).

6. DP = Bellman icad1 — optimizasyon tarihi; “programming” = optimizasyon (LP/IP ile ayn1
kok); “dynamic” = asama-agama yerel kaba kuvvet.

! Tek bir sey alip gideceksen

Subproblem expansion, DP’nin en giiclii silahidir: alt probleme kiigiik bir koordinat ekleyerek gec-
misi/state’i hatirlarsin. Floyd-Warshall “yalniz ilk k£ diigiimii kullan” der ve E terimini V’ye ¢evirip
O(V3) verir. Parantezleme “son islem (kok) hangisi?” diye sorar ve negatifler icin hem min hem max
saklar. Parmaklama “hangi parmakla bagladim” durumunu tagir. Tek formiil: kiigiik state’i alt problem
sayisiyla carp, gecisleri yerel kaba kuvvetle tara — neredeyse her problemin her yoniinii yakalarsin.
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34 Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum

DP finali — tamsay1 alt problemler, rod cutting, OR-recurrence ile subset sum, pseudopolinom hiyerarsisi ve
dort dersin toparlanmasi

i Oturum bilgisi

* Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 18: Dynamic Programming, Part 4 (=64 dk)
* OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 18: Dynamic Programming, Part 4

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 27 (L18)

* Hoca: Erik Demaine (dinamik programlama; DP serisinin FINALI 4/4)

* Okuma siiresi: =27 dk

Bu, DP iinitesinin dordiincii ve son dersidir. Ders 26 (L.17) subproblem expansion’1
(Floyd-Warshall, parantezleme, parmaklama) derinlestirdi; bu ders tamsay1 (integer) alt
problemleri ele alir: Fibonacci’deki gibi bir tamsay1 girdinin daha kiigiik siirtimlerine
bakmak. iki 6rnek — rod cutting (O(L?), ger¢ek polinom) ve subset sum (O(n - T'),
pseudopolinom) — ile yeni bir kavrama variriz: pseudopolinom zaman. Subset sum ayrica
bir karar problemidir: recurrence’da min/max yerine OR kullanilir, “evet” certificate ile
kolay kanitlanir, “hayir” zordur — sonraki dersin (P/NP) habercisi. Ders dort DP dersinin
diagonal (teknik-bazl1) toparlanmasiyla kapanir.

34.1 Bu Derste Ne Var?

DP serisinin finali (4/4, Erik Demaine). Odak: tamsay1 (integer) alt problemler — Fibonacci’deki gibi, bir
tamsay1 girdinin daha kiiciik siiriimlerine bakmak. Bu, yeni bir kavrama gotiiriir: pseudopolinom zaman.

“pseudopolynomial is a pretty good running time.” — Demaine, 0:40
Iki 6rnek (rod cutting, subset sum) + tiim DP’lerin diagonal (teknik-bazli) toparlanmasi. Uc ana fikir:
1. Tamsayi alt problem — integer girdiyi O ... n aras1 daha kiiciik tamsayilara bol (rod cutting, subset
sum).
2. Karar problemi — “evet/hayir” ¢iktisi; recurrence’da min/max yerine OR.

3. Pseudopolinom — n - T’ gibi siire: girdi boyutuna degil girdi sayilarina polinom; “polinom degil ama
yeterince iyi”.
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https://www.youtube.com/watch?v=i9OAOk0CUQE
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/mit6_006s20_lec18/

34 Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum

Ders 27 (L18): Dinamik
Programlama 4 —

/ Pseudopolinom, Subset Sum \

Rod cutting — tamsay alt
problem

Rod cutting polinom mu? —
EVET (gercek)

Subset sum — KARAR
problemi

Pseudopolinom — poli
DEGIL

|

x(€) = max{ v(p) + x(¢-p) }
L alt problem x O(L) —
0O(L2); ornek 3+2+2 = 33

|

polinom = girdi BOYUTUNA
polinom
girdi L+1 kelime; O(L2) —
polinom zaman

|

x(i,t) = x(i+1,t) OR
x(i+1,t-aj)

min/max DEGIL OR; n-T x
0(1) — O(n-T); evet kolay

hayir zor

l

T < 2w, w (st sinin YOK —

T=2"— n-2" stel

strongly > weakly (log) >
pseudo (say1); T < poly(n)

— poli (radix)

Sekil 34.1: Ders 27’nin (L18) kavram haritasi: kok = Dinamik Programlama 4 (Demaine) — DP serisinin
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FINALI 4/4; tek tema TAMSAYI ALT PROBLEM, yani integer girdiyi O ile n aras1 daha kiiciik
tamsayilara bolmek (Fibonacci’nin genellemesi). Dort dal — (1) Rod cutting tamsay1 alt problem:
L uzunluk ¢ubugu tamsay1 parcalara bol, ilk par¢anin boyu p tahmin et, x(ell) esittir max p icin
v(p) art1 x(ell eksi p), L alt problem carp1 O(L) secim esittir O(L kare); 6rnek L esittir 7 degerler
bir on onuc onsekiz yirmi otuzbir otuziki optimal uc arti iki arti iki esittir onuc arti on arti on esittir
otuzuc. (2) Rod cutting polinom mu evet GERCEK polinom: polinom zaman demek siirenin girdi
BOYUTUNA polinom olmasi, girdi boyutu kelime cinsinden, rod girdisi L arti bir kelime, O(L
kare) L arti bire polinom yani polinom zaman. (3) Subset sum KARAR problemi: n tamsayilik
coklu kiime A arti hedef T, herhangi alt kiime T’ye toplanir m1, cikt1 tek bit evet hayir, recurrence
x(i,t) esittir x(i arti bir, t) OR x(i arti bir, t eksi a-i) yani min max DEGIL OR ciinkii herhangi bir
secenek evet verirse evet, n ¢arpt T alt problem carp1 O(bir) esittir O(n ¢arp1 T); evet’i kanitlamak
KOLAY certificate goster, hayir’t kanitlamak ZOR kisa yol yok NP habercisi. (4) Pseudopolinom
poli DEGIL: O(n carp1 T) girdi boyutu n arti bir kelime ama siire hem n hem T’ye baglh, T bir
kelimeye s1Zar w bit yani T kiiclik esit iki lizeri w, w’nin iist stmir1 YOK yani T esittir iki lizeri
n olabilir yani n garp1 T esittir n garpi iki lizeri n USTEL; hiyerarsi strongly polinom sayidan
bagimsiz biiyiik weakly polinom sayinin LOG’una radix sort biiyiik pseudo polinom sayinin
KENDISINE subset sum; 6zel durum T kiiciik esit poly(n) ise pseudo gercek polinoma iner bu
radix sort dogrusal kosulu. Birlestirici tema: dort DP dersi teknikleri kademeli tanitt1 basit alt
problem sonra coklu girdi ve kisit sonra subproblem expansion sonra tamsayi alt problem ve
pseudopolinom, DP ne bilsem igim biterdi sorusunu yerel kaba kuvvetle ¢dzen gii¢lii bir tasarim
catisidir.



34.2 1. DP 4/4: Tamsayt Alt Problemler

@ Builder Notu — subset sum = knapsack / biitce-dagitimimin temeli

Subset sum, sirt cantasi (knapsack), biitce-dagitim ve kaynak-tahsis problemlerinin ¢ekirdegidir:
“verilen bir kapasite/hedefe hangi 6ge alt kiimesi sigar?” sorusu her yerde kargina ¢ikar. Aymt O(n - T')
DP tablosu, hedef yerine kapasite koydugunda 0/1 knapsack’e doniigiir. Ama dikkat: bu siire pseudopo-
linomdur — 7' (veya kapasite) biiyiikse patlar.

« fleriye — knapsack/biitce: subset sum, knapsack ve biitce-dagitiminin temelidir; cok boyutlu
DP tablolarinda kapasite/biitge bir koordinattir.

+ Tleriye - NP-tamlik: subset sum bir karar problemidir; “evet”i kanitlamak kolay (certificate),
“hayir”1 zor — sonraki dersin (P/NP) habercisi.

* Geriye — radix sort (Ders 7, L5): pseudopolinom’un “poli olma” kosulu (7" < poly(n)), radix
sort’un dogrusal ¢alisma kosuluyla aymdir (sayilar poli-sinirli) — aym kavram iki yerde.

» Tleriye » OMSCS CS 6515: “sayilar kiigiikse hizl1” bilinci; pseudopolinom algoritmalarin hangi
durumda pratik oldugunu (T kiiciik) ayirt etmek graduate algoritmalarinin temel refleksidir.

Tek climle: Tamsay: girdiyi kiiciik stiriimlerine bolerek DP yapariz; rod cutting O(Lz) gercek polinom,
ama subset sum O(n - T') yalmiz “pseudopolinom”dur (T = 2" olabilir) — yine de sayilar kiiciikse
miikemmel.

34.2 1. DP 4/4: Tamsayi Alt Problemler

[lk ii¢ DP dersi sequence (prefix/suffix/substring), coklu girdi (¢arpim) ve subproblem expansion’1 kurdu. Bu
ders, tamsayi girdi alt problemini derinlestirir: Fibonacci’de n verildi, 0 ... n i¢in ¢ozdiik. Ayn1 teknik rod
cutting ve subset sum’da. SRTBOT ayni kalir; yeni soru: “bu siire polinom mu?”’

34.3 2. Rod Cutting: Tamsayi Alt Problem

Problem. L uzunlugunda ¢ubuk; v(¢) = ¢ uzunlugunda parcanin satig degeri. Cubugu tamsay1 pargalara
boliip toplam degeri maksimize et. Ornek: L = 7, degerler [1,10, 13, 18, 20, 31, 32] — optimal 3+2+2 =
13 +10+ 10 = 33.

Calisilan Ornek. S: 2(¢) = £ uzunluk cubugunun maksimum-deger boliinmesi, £ = 0 ... L. R: ilk kesilecek
parcanin boyu p’yi tahmin et:

z(0) =max{v(p) +xz(l —p):p=1..0}

T: £ artan. B: 2(0) = 0. O: z(L). Siire: L alt problem x O(L) (p segimi) = O(L?). (DAG-en-uzun-yol
olarak da goriilebilir: degerleri negatifleyip en kisa yol.)

Sekil 34.2 bu 6rnegi motor tizerinde somutlastirir: optimal boliinme 3 + 2 4 2 (parga degerleri v(3) = 13,
iki kez v(2) = 10), toplam 33 — rod_plan ve iistel brute_rod birebir ayni1 sonucu verir. Alt tablo x(¢)’1
¢ = 0...7 igin ve her hiicrenin kazanan ilk par¢asim (first(¢)) gosterir; L alt problem x O(L) rozeti
O(L?)’nin ger¢ek polinom oldugunu (girdi L + 1 kelime) vurgular.
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34 Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum

Rod cutting — optimal boélinme (3+2+2) - motor: rod_plan = [3, 2, 2], deger = 33

v(3) =13 v(2) =10 v(2) =10
— — _ toplam = 13+10+10
p=3 p=2 p=2
= 33
1 2 3 4 5 6 7
v(p): 1 10 13 18 20 31 32 uzunluk-deger ¢izelgesi
p=1 p=2 p=3 p=4 p=5 p=6 p=7
/) 0 1 2 3 4 5 6 7
x(£) 0 1 10 13 20 23 31 33
ilk parca - p=1 p=2 p=3 p=2 p=2 p=6 p=2
taban x(0)=0 hedef x(L)=33
7 alt problem x O(L) = O(L?)

Yineleme (recurrence):
x(£) = max{ v(p) + x(/—p) : p = 1..L

i GERCEK polinom
(girdi = L+1 kelime - Demaine 19:22)

Sekil 34.2: Rod cutting: tamsay1 alt problem DP (Demaine L18 §2-3 IMZA, 19:22). UST panel: 7-birim
cubuk + optimal 3+2+2 kesim (amber ayraclar), her parca v(p) degeriyle etiketli (v(3)=13, v(2)=10,
v(2)=10), sag kutuda toplam = 13+10+10 = 33; altta uzunluk-deger cizelgesi v(1..7) (kullanilan
p=2,3 amber vurgulu). ALT panel: x(¢) DP tablosu ¢=0..7 + kazanan ilk parca first(€) satir1; taban
x(0)=0 soluk, hedef x(7)=33 amber; recurrence kutusu x(¢) = max{ v(p) + x(¢—p) : p=1..£ };
O(L?) rozeti ‘L alt problem x O(L) = O(L?), GERCEK polinom (girdi L+1 kelime - Demaine
19:22)’. Veri MOTORDAN (assert): build_rod_example == (7, [0,1,10,13,18,20,31,32]); rod_plan
== ([3,2,2], 33); brute_rod == 33; x == [0,1,10,13,20,23,31,33]; first == [0,1,2,3,2,2,6,2]; parca
degerleri [13,10,10] toplam 33.
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34.4 3. Rod Cutting Polinom mu?

34.4 3. Rod Cutting Polinom mu?

Evet — gercek polinom (strongly polynomial). “Polinom zaman” = siirenin girdi boyutuna polinom olmasi.
Girdi boyutu kelime (word) cinsinden 6l¢iiliir.

“polynomial time means that the running time is polynomial in the size of the input.” — Demaine,
19:22

Rod cutting girdisi: bir say1 L + L sayilik deger dizisi = L + 1 kelime. O(L?), L + 1’e polinomdur —
polinom zaman. v* ( Sekil 34.2’in O(L?) rozeti bu sonucu birebir tagir: L alt problem x O(L) segim.)

34.5 4. Subset Sum: Karar Problemi

Problem. n tamsayilik ¢oklu-kiime (multiset) A + hedef 7". Herhangi bir alt kiime 7ye toplanir mi1? Bu
bir karar problemi — ¢ikt1 tek bit: evet/hayir. Ornek: A = {2,5,7,8,9}, T = 21 — evet (5 + 7 + 9);
T = 25 — hayrr.

“this is what we call a decision problem... we’re just interested in a yes or no answer.” — Demaine,
27:10

Ilging: “evet”i kanitlamak kolay — alt kiimeyi goster; “hayir’1 kamtlamak icin bilinen kisa bir yol yok. Sonraki
dersin habercisi.

“there’s no succinct way as far as we know to prove to someone that the answer is no.” —
Demaine, 26:49

Sekil 34.3 bu asimetriyi motor iizerinde gosterir: T° = 21 i¢in subset_sum_certificate certifi-
cate {5,7,9} dondiiriir (5 + 7 + 9 = 21); bir dogrulayici bunu polinom zamanda kontrol eder
(verify_subset_certificate — True). Yanls bir certificate {5, 7,8} (= 20 # 21) de hizla reddedilir.
Ama T = 25 icin certificate None’dir — hicbir alt kiime 25 vermez ve bunu kisa yoldan kanitlamanin bilinen
yolu yok, tek kesinlik 2° = 32 alt kiimenin hepsini taramak. Bu asimetri, Ders 28’in (L19) NP sinifinin
habercisidir.

34.6 5. Subset Sum Recurrence: OR

Cahsilan Ornek. S: z(i, t) = A[i :] sonekinin herhangi bir alt kiimesi ¢’ye toplamr m1? (0 < i < n,
0 <t <T).a,;’yi kiimeye koy ya da koyma — iki secenek:

z(i,t) =x(i+1,t) OR (z(i+1,t—a;) : a; <t)

(Ikinci terim yalmz a; < t ise gecerlidir.)

[lk: a; diganda. Ikinci: a; igeride — kalan ¢t — a,’ye toplanmali; a; < t kosulu negatif ¢’yi 6nler. Optimizasyon
degil — min/max degil, OR. T: ¢ azalan. B: $x(n, 0) = $ evet; $x(n, t #0) = $ hayir. O: (0, T"). 2" alt kiimeyi,
yerel ikili se¢cimlerle ve memoization ile tarariz (alt problemler “toplami ¢ olan” tiim alt kiimeleri tek degere
¢oOker).
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34 Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum

EVET kaniti KOLAY — dogrulayici polinom zamanda kontrol eder

Qiﬂdiazsﬁsﬁ//&}zg&aﬂ. 5, 9} T=21

OXE

Karar problemi asimetrisi: «<EVET»i dogrulamak kolay, «<HAYIR»1 zor (NP habercisi)

HAYIR kaniti YOK — kisa ispatin bilinen yolu yok

girdi: A={2,57,8,9}, T=25

2?

v
higbir alt kiime 25 vermez

dogrulayici: certificate {5, 7, 9} verildi

ama bunu KISA yoldan ispatlamanin
bilinen yolu yok — certificate = Non8,.inc 26.49

tek bilinen kesinlik: 25 = 32 alt kiimenin HEPSINi tara

topla: 5+7 +9=21 v - polinom zamanda KONTROL

Demaine 27:10 X

*) 32

|

alt kiime

x hepsi x

yanlis certificate {5, 7, 8}: dogrulayici yine I-}&LI yakalar

topla: 5+7 +8 =20 X 20 # 21 - REDDET|

X X

Sekil 34.3:
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dogrulama icin kisa certificate YOK - kaba kuvvet 2
ders (Ders 28, L19): NP — EVET dogrulanabilir, HAY!

gecerli bir certificate VAR = O(|cert| + |A]) dogrulama

Karar problemi asimetrisi: <EVET»i dogrulamak kolay, <HAYIR»1 zor (Demaine L.18 §4, 27:10
+ 26:49; NP habercisi — Ders 28/L.19). SOL panel ‘EVET kanit1 KOLAY’: A = {2,5,7,8,9} 5
madalyon, certificate {5,7,9} amber seg¢ili; dogrulayici kutusu ‘5+7+9 =21 v" — polinom zamanda
KONTROL (Demaine 27:10)’; yanlis-cert {5,7,8} — 20 = 21 kirmizi REDDET (dogrulayici
yine hizli yakalar). SAG panel ‘HAYIR kanmiti YOK’: T=25 biiyiik kirmizi soru kutusu ‘hicbir
alt kiime 25 vermez, kisa ispat yok, certificate = None (Demaine 26:49)’; 23 = 32 alt kiimenin
mini-1zgarasi (hepsi X); alt rozet — Ders 28 (L19): NP — EVET dogrulanabilir, HAYIR degil.
Veri MOTORDAN (assert): build_subset_example == ([2,5,7,8,9], 21, 25); subset_sum(A,21)[0]
is True, certificate == [5,7,9] (toplam 21); subset_sum(A,25)[0] is False, certificate is None
verify_subset_certificate(A,21,[5,7,9]) is True; verify_subset_certificate(A,21,[5,7,8]) is False
(5+7+8=20); 2° = 32.
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34.7 6. Subset Sum Polinom Degil: Pseudopolinom

Siire: n - T alt problem x O(1) = O(n - T'). (“Evet” durumunda ebeveyn isaretgileriyle alt kiime de
bulunur.)

Sekil 34.4 bu recurrence’1n 6ziinii, bir optimizasyon DP’siyle (bowling) yan yana koyar: yap1 aym (yerel ikili
secim + memoize), degisen yalniz birlestiricidir — bowling max ile say1 (motor: B(0) = 109), subset sum
OR ile tek bit (z(0,6) = x(1,6) False OR z(1, 3) True = True) iiretir.

OPTIMiZASYON KARAR
(¢ogu DP) (subset sum)
Bbi)_v;/ing ornegi( gercek hticre: x(0, 6)
1) = max
atla, tek, cift x(0,6) =
) x(1,6) OR x(1,3)
HAYIR EVET
birlestirici = max birlestirici = OR (any)
""""""""" (rm—
""""""" yapi AYNI

yerel ikili secim + memoize

degisen: yalniz BIRLESTIRICi

cikti; SAYI cikti: TEK BiT

min/max SAYILARI birlestirir OR BOOLEANLARI birlestirir (Python any)

EVET'te ebeveyn iziyle alt kime de cikar - certificate: 3+3 (toplam 6 =T)

Sekil 34.4: Karar vs optimizasyon recurrence: subset sum OR-birlestirici tek bit, bowling max-birlestirici
say1 (Demaine L18 §5). SOL siitun ‘OPTIMIZASYON (cogu DP)’: bowling B(i) = max(atla, tek,
¢ift); cikts SAYT 109; min/max SAYILARI birlestirir. SAG siitun ‘KARAR (subset sum)’: gergek
hiicre x(0,6) = x(1,6)=HAYIR OR x(1,3)=EVET; ¢ikt1i TEK BIiT EVET; OR BOOLEANLARI
birlestirir (Python any). ORTA koprii rozeti ‘yapt AYNI: yerel ikili se¢im + memoize; degisen yalniz
BIRLESTIRICI'. Alt not: EVET te ebeveyn iziyle alt kiime de ¢ikar — certificate [3,3] (toplam 6 =
T). Veri MOTORDAN (assert): build_subset_small_example == ([3,4,3,1], 6); subset_sum(A,6)[0]
is True; x(0,6) = x(1,6)=False OR x(1,3)=True = True; a,=3, t—a,=3; certificate == [3,3] toplam
6; build_bowling_example == [1,9,9,2,—5,-5]; bowling_bottom_up B[0] == 109.

Sekil 34.5 ayn1 DP’yi build_subset_small_example (A = {3,4,3,1}, T = 6) iizerinde tam tabloyla
gosterir: satirlar ¢ = 0... 4, siitunlar ¢ = 0 ... 6. Kritik detay — yalniz memoization’in gercekten sordugu
hiicreler doludur (motor memo’sundan): 16 hiicre, n-T" = 4-6 = 24 olasi alt problemin ve 6 X 22 {ist-sinirin
¢ok altinda — memoization yalniz gerekeni ¢ozer (pseudopolinom tamigi). Certificate yolu [3, 3] kalin amber
“koy” / soluk “koyma” oklariyla izlenir.

34.7 6. Subset Sum Polinom Degil: Pseudopolinom

O(n - T) polinom degildir. Girdi boyutu = n + 1 kelime, ama siire hem 72’e hem T"ye bagli. T bir kelimeye
sigar (w bit) — T < 2. Word-RAM’de w > log n garantilidir ama w’nin iist sitmir1 yoktur — w = n bile
makul (n say1, her biri n-bit). O zaman I’ = 2" — n - T = n - 2" istel.

Yine de “yeterince iyi”: pseudopolinom.
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34 Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum

Subset Sum — x(i, t) memoization tablosu (A= {3,4, 3,1}, T =6)

hedef toplam t -

Al0:] = {3,4,3,1}

All:] = {4,3,1} Yineleme (OR)
< koyma al=4 x(i, t) = x(i+1, t)
Al2:] = {3, 1) X 4 X OR x(i+1, t —a) [ai=t]
koy a2=3
(tw karar problemi - min/max DEGIL, OR
A[3:] = {1} v X X L )
| koyma e3=1
el koy (ai alt kimede)
A[4:] = {} (bos) v X X X X X
i=4 (taban) —p koyma (ai atlanir)

soluk hticre = hig sorulmadi
Taban (i=n=4): x(4, 0)=True (bos alt kiime - 0) - x(4, t=0)=False

n'T = 4:6 = 24 alt problem x O(1) = O(n'T) pseudopolinom

Sekil 34.5: Subset Sum: x(i,t) OR-recurrence memoization tablosu (Demaine L18 §5IMZA). A = {3,4,3,1}, T
= 6. Satirlar i=0..4 (taban i=4 EN ALTTA, satir etiketi A[i:] soneki), siitunlar t=0..6. SADECE me-
moization’in gercekten sordugu hiicreler dolu (motor memo’sundan, 16 hiicre); kalanlar soluk kesik
‘hi¢ sorulmadi’ — memoization yalniz gerekeni ¢ozer (pseudopolinom tanigi). True = amber v/,
False = slate x. Cevap x(0,6) biiyiik amber ¢erceve = EVET. Certificate yolu [3,3]: koy adimlar ka-
lin amber ok (koy a,=3 t:6—3, koy a,=3 t:3—0), koyma adimlar1 soluk slate ok (koyma a, =4, koyma
a;=1). Recurrence kutusu: x(i,t) = x(i+1,t) OR x(i+1,t—a;) [a;<t] — karar problemi — min/max
DEGIL OR. Alt rozet: n-T = 4-6 = 24 alt problem x O(1) = O(n-T) pseudopolinom. Veri MOTOR-
DAN (assert): build_subset_small_example == ([3,4,3,1], 6); subset_sum True, memo[(0,6)] True,
memo[(4,0)] True; certificate == [3,3] toplam 6; yol [(0,6)PUT3,(1,3)skip4,(2,3)PUT3,(3,0)skip1];
memo hiicre sayis1 16.
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34.8 7. Pseudopolinom Tanimu ve Hiyerarsi
34.8 7. Pseudopolinom Tanimi ve Hiyerarsi

Pseudopolinom zaman: girdi boyutuna ve girdi sayilarina polinom (sabit dereceli). O(n - T') boyledir: $n T
= $ boyut x7T', sabit derece. Pseudopoli ama poli degil.

Onemli 6zel durum: girdi sayilar1 boyutun polinomu ise (6rn. 7' < poly(n)) — pseudopoli polinoma iner.
Bu, radix sort’un dogrusal ¢calisma kosuluyla aymdir.

“this is the condition when radix sort runs in linear time.” — Demaine, 50:50

Hiyerarsi (iyiden kotiiye): strongly polynomial (girdi sayilarindan bagimsiz) — weakly polynomial (sayilarin
log’una polinom — radix sort) — pseudopolynomial (sayilarin kendisine polinom — subset sum). “log of
an exponential is polynomial” oldugundan weakly poli neredeyse poli kadar iyidir.

“log of an exponential is polynomial.” — Demaine, 53:41

Sekil 34.6 bu ii¢ kademeyi hem merdiven semasiyla hem de biiyiime grafigiyle gosterir: n = 20,7 = 229 i¢in
strongly (n? = 400), weakly (n-log, T' = 400) ve pseudo (n-T" ~ 2,1 X 107) — pseudo, weakly/strongly’den
~ 52 bin kat biiyiik. Sag panel w (bit) arttik¢a pseudo’nun n - 2% iistel patlamasini (7' < 2%, w’nin {ist
sinirt yok — 1" = 2™), strongly’nin sabit ve weakly’nin dogrusal kaldigini ¢izer; radix kosulu (7" < poly(n))
rozetiyle.

34.9 8. DP Karakterizasyonu: Alt Problem Tipleri

Dort dersteki tiim DP’ler, alt problem tipine gore:

* Prefix/Suffix: bowling, LCS (iki sonek), LIS.

* Substring: degisen para oyunu (iki uctan), parantezleme (ortadan).

» Tamsayi: Fibonacci, rod cutting, subset sum (+ Floyd-Warshall, vertex-prefix olarak).
* Vertex: DAG SP, Bellman-Ford, Floyd-Warshall (en kisa yol DP’leri).

Pseudopoli olanlar: rod cutting (aslinda poli), subset sum (pseudopoli) — tamsay1 alt problemli olanlar.

34.10 9. DP Karakterizasyonu: Constraint / Branching / Combination

* Constraint/expansion: non-expansive (LIS: kisit ekledi ama alt problem sayis1 sabit); expansive (para
oyunu X2, parmaklama X F', Bellman-Ford x V).

* Branching (6zyineleme-dis1 is): sabit (Fibonacci, bowling, LCS, para oyunu, Floyd-Warshall, subset
sum); derece-bazli (DAG SP, Bellman-Ford — F terimi); dogrusal (LIS, parantezleme, rod cutting).

* Combination: tek-en-iyi (cogu — DAG en kisa yol); coklu-birlestirme (Fibonacci toplar, Floyd-Warshall
yol birlestirir, parantezleme iki parcay1 ¢arpar/toplar).

* Original problem: tek alt problem (¢ogu) vs ¢oklu (DAG SP, LIS, Bellman-Ford, Floyd-Warshall’da
hepsinin min/max’1).

Sekil 34.7 bu iki b6limiin (§8 alt problem + §9 constraint/branching/combination) diagonal toparlanmasini
tek tabloda dizer: 11 DP 6rnegi satir, dort siniflama ekseni siitun. Pseudopoli satirlar (rod cutting, subset sum)
amber vurgulu; alt serit dort dersin kademeli tanitimin1 (DP1 = Ders 23 — DP4 = Ders 27) gosterir.
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34 Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum

Polinom hiyerarsisi: sayilar nasil élcliliir? — strongly - weakly - pseudo

Uc kademe — bir algoritma 'polinom' ne demek?

T buyudiikce: pseudo patlar, weakly/strongly sakin

n-2% - 2" istel

] —— strongly n? (sabit, sayidan bagimsiz)

8 2
PSEUDO[ subset sum O(nT) - knapsack 10% 5
sayilarin KENDISINE (degerine) dogrusal
- bit uzunluguna USTEL 107 -
n-T = 20-1.048.576 = 20.971.520 =
g &
5 . 4 0 106
2 WEAKLY p(radix sort - agirlikhi Dijkstra 2 3
€ log of an exponential =
Sy sayilarin LOG'una (bit uzunlugu w) is polynomial ]
3 dogrusal - bit cinsinden polinom log(2") = n > 105 -
© n-log:T = 20:20 = 400 B
]
N > 4 Demaine 53:41 g
8 w 10% -
STRQ merge sort - BFS - rod cutting O(L?) =
sayillarin DEGERINDEN bagimsiz
(yalniz girdi kelime sayisinin polinomu) 103 4
n2 = 400
10 =

| === weakly n-w (dogrusal, log T)

- w=20
pseudo n-2* (USTEL patlama) T=220

T = 2% - w'nin Ust sinin YOK
- T = 2" olabilir
- n-T = n-2" ustel
b B
T T T T T T f T T
8 10 12 14 16 18 20 22 24

w = kelime biti (sayinin bit uzunlugu) - T < 2%

[T = poly(n) ise pseudo - gercek polinom (radix kosulu, Demaine 50:50)]

Sekil 34.6: Polinom hiyerarsisi: sayilar nasil 6liiliir? — strongly - weakly - pseudo (Demaine L18 §7 IMZA,
53:41 + 50:50). SOL panel iic-kademe merdiven (sayilara bagimlilik artar T): (1) STRONGLY
polynomial — say1larin DEGERINDEN bagimsiz, yalniz girdi kelime sayisinin polinomu; merge
sort - BFS - rod cutting O(L?); n? = 400. (2) WEAKLY polynomial — sayilarin LOG’una (bit
uzunlugu w) dogrusal; radix sort - agirlikli Dijkstra; n-log,T = 20-20 = 400; yan not ‘log of
an exponential is polynomial, log(2")=n’ (Demaine 53:41). (3) PSEUDOpolynomial — say1-
larin KENDISINE dogrusal — bit uzunluguna USTEL; subset sum O(n-T) - knapsack; n-T =
20-1.048.576 = 20.971.520. SAG panel T biiyiidiikge siire (log-y), x = w (bit) 8..24: strongly n?
sabit, weakly n-w dogrusal, pseudo n-2% USTEL patlama (amber); ‘T < 2%, w iist sinir1 YOK
— T =2" — n-2" iistel” kutusu + alt rozet ‘T < poly(n) ise pseudo — gergek polinom (radix
kosulu, Demaine 50:50)’. Veri FORMULDEN (assert): n=20, T=2%°=1.048.576; strongly=400,
weakly=400, pseudo=20.971.520; pseudo/weakly=52428.8; her w icin pseudo=n-2" iistel.
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34.10 9. DP Karakterizasyonu: Constraint / Branching / Combination

DP taksonomisi: dort dersin diagonal toparlanmasi — her érnek alt problem x constraint x branching x combination ekseninde

DP 6rnegi ders alt problem tipi constraint branching combination
prefix/suffix - substring - tamsay - vertex non-exp - expansive xk sabit - derece - dogrusal tek-en-iyi - coklu

Fibonacci [ DP1 ” tamsayi ] [ non-exp ] [ sabit ] I coklu-birlestirme ]
bowling [ DP1 ][ prefix/suffix ] [ non-exp ] [ sabit ] [ tek-en-iyi ]
LCS [ DP2 ][ prefix/suffix ] I non-exp ] I sabit ] [ tek-en-iyi ]
LIS [ DP2 ][ prefix/suffix ] [ non-exp ] I dogrusal l [ tek-en-iyi ]
para oyunu [ DP2 ” substring ] I expansive x2 I I sabit ] [ tek-en-iyi ]
parantezleme [ DP3 ]l substring ] I expansive xF l I dogrusal l I coklu-birlestirme ]
Floyd-Warshall [ DP3 ][ vertex ] I expansive xV I I sabit I I coklu-birlestirme l
DAG SP [ DP3 ][ vertex ] [ non-exp ] l derece (E) ] [ tek-en-iyi ]
Bellman-Ford [ DP3 ][ vertex ] I expansive xV l [ derece (E) ] [ tek-en-iyi ]
rod cutting l ” tamsayi ] I non-exp ] I dogrusal l [ tek-en-iyi ]
GERCEK poli 0/ 2)
subset sum l 4 ” tamsayi ] [ non-exp ] [ sabit ] [ tek-en-iyi ]
LSEUDRQ pollQn.T)

DP1 - Ders 23 DP2 - Ders 24 DP3 - Ders 26

temel alt problem coklu girdi + kisit subproblem expansion >

(Fibonacci, bowling) (LCS, LIS, para oyunu) (parantezleme, Floyd-W.)

dért DP dersi teknikleri KADEMELI tanitti — her ders bir éncekine yeni bir arac ekledi (Demaine 1:03:02)

Sekil 34.7: DP taksonomisi: dort dersin diagonal toparlanmasi — her 6rnek alt problem x constraint x
branching x combination ekseninde (Demaine L18 §8-9 IMZA, 1:03:02). 11 DP &rnegi satir; 4
siniflama siitunu. Alt problem tipi renk kodlu (prefix/suffix - substring - tamsay1 amber - vertex
yesil); constraint (non-exp vs expansive xk amber); branching (sabit - derece - dogrusal); com-
bination (tek-en-iyi - coklu amber). Pseudopoli satirlar AMBER vurgu: rod cutting (GERCEK
poli O(L?), girdi L+1 kelime) ve subset sum (PSEUDO poli O(n-T), T=2" olabilir) — ikisi de
tamsay1. Ders rozetleri DP1=Ders 23, DP2=Ders 24, DP3=Ders 26, DP4=Ders 27 (araya Ders
25 = PS8). Alt serit: dort ders KADEMELI tamitti — DP1 temel — DP2 coklu+kisit — DP3
expansion — DP4 tamsay1+pseudo (Demaine 1:03:02). Veri L18 §8-9 BIREBIR (assert): 11 6rnek;
pseudopoli = {rod cutting, subset sum}; expansive = {para oyunu, parantezleme, Floyd-Warshall,
Bellman-Ford}; coklu-birlestirme = {Fibonacci, Floyd-Warshall, parantezleme}; derece = { DAG
SP, Bellman-Ford }.
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34.11 10. Dort Dersin Ozeti

Dort DP dersi, teknikleri kademeli tanitti: basit alt problemler (DP1) — ¢oklu girdi + kisit (DP2) —
subproblem expansion (DP3) — tamsay1 alt problem + pseudopolinom (DP4). Her ders bir onceki {izerine
yeni bir ara¢ ekledi — basit branching’ten karmagik birlestirmeye.

“these four dp lectures were all about showing you these main techniques of dynamic program-
ming.” — Demaine, 1:03:02

Ozii: alt problemleri (sequence/integer/vertex) tanimla, kisit/expansion ile state hatirla, “ne bilsem isim
biterdi?” sorusunu yerel kaba kuvvetle dene, memoize et — DP ¢ok giiclii bir tasarim catisidir. ( Sekil 34.7
bu kademeli yolculugu DP1 — DP4 alt seridinde 6zetler.)

34.12 Bu Dersin Ozeti

Tamsay1 alt problem: integer girdiyi O ... n’ye bol (Fibonacci, rod cutting, subset sum).

Rod cutting: x(¢) = max{v(p) + z(¢ — p)}; O(L?), gergek polinom (girdi L + 1 kelime).
Subset sum: karar problemi; z(7,t) = OR(koyma, koy); O(n - T).

Karar problemi: min/max yerine OR; “evet” kolay kanit, “hayir” zor.

Pseudopolinom: girdi boyutu X sayilara polinom; 7" = 2™ olabilir — poli degil.

Hiyerarsi: strongly > weakly (log sayi, radix sort) > pseudopoly (say1, subset sum).

DP karakterizasyonu: alt problem (prefix/substring/integer/vertex) X constraint X branching X
combination.

Nownkwh e~

! Tek Bir Ciimle

DP’nin son araci tamsay1 alt problemdir: integer girdiyi kiigiik siiriimlerine boleriz; rod cutting O(L?)
gercek polinom ama subset sum O(n - T') yalniz pseudopolinomdur (7" = 2™ olabilir) — yine de sayilar
kiiciikse mitkemmel, tipki radix sort gibi.

34.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Subset sum bir «karar problemi» oldugu icin recurrence’s diger DP’lerden nasil farkli? Neden
OR?

Cevap: Cogu DP optimizasyon problemidir (min/max) — recurrence’in digina min veya max koyariz.
Subset sum ise karar problemi: ¢ikti tek bit (evet/hayir), bir deger degil. a,;’yi koyma (z(i + 1,)) ya
da koy (x(i + 1,t — a;)) segeneklerinden herhangi biri “evet” verirse cevap “evet”tir — birlestirici
OR (Python’da any). Min/max sayilari, OR ise booleanlar1 birlestirir. (Yine de yap1 ayni: alt problemleri
tanimla, yerel ikili secimi kaba kuvvetle dene, memoize et.)
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34.14 Egzersizler

1 Soru 2: O(L?) rod cutting «polinom» ama O(n-T) subset sum «polinom degil» — fark nedir?

Cevap: Polinom zaman = siirenin girdi boyutuna (kelime sayis1) polinom olmasi. Rod cutting girdisi
L + 1 kelime; O(L?), L’ye polinom — polinom. Subset sum girdisi n + 1 kelime; siire O(n - T')
hem n’e hem 1’ye bagl. T bir kelimeye sigar (w bit) — T < 2"; w’nin tist stnir1 yoktur (w = n bile
olabilir) = T'=2" — n - T = n - 2™ istel. Yani 7' girdi boyutuyla sinirli degil; siire girdi boyutuna
polinom degil. (Fark: L hem girdi boyutu hem siire parametresi; 1" yalniz bir girdi sayusi, boyut degil.)

1 Soru 3: «Pseudopolinom» ne demek, ve ne zaman gercek polinoma doniisiir?

Cevap: Pseudopolinom = siirenin girdi boyutuna ve girdideki sayilarin kendisine polinom olmasi (sabit
derece). O(n - T') boyledir: n (boyut) xT' (say1). Gergek polinom degildir ¢iinkii 7 iistel biiyiiyebilir.
Ozel durum: girdi sayilar1 boyutun polinomuysa (7" < poly(n)), pseudopolinom polinoma iner. Bu,
radix sort’un dogrusal ¢alistig1 kosulla aymdir (sayilar poli-sinirll). Hiyerarsi: strongly poly (sayidan
bagimsiz) > weakly poly (sayinin log’u, radix sort) > pseudopoly (sayinin kendisi, subset sum). “Sayilar
kiiciikse hizli” — pratikte cogu zaman yeterince iyi.

1 Soru 4: Dért DP dersi hangi teknikleri kademeli olarak tanitt1?

Cevap: DP1 (SRTBOT + memoization): temel ¢ergeve, basit alt problemler (Fibonacci, bowling),
prefix/suffix/substring. DP2: ¢oklu girdi (alt problem c¢arpimi, LCS), alt problem kisit1 (LIS), oyun-
larda min/max (para oyunu). DP3: subproblem expansion (Floyd-Warshall vertex-prefix, parantezleme
min+max, parmaklama state). DP4: tamsayi alt problem + pseudopolinom (rod cutting, subset sum).
Her ders bir 6ncekine yeni bir arag¢ ekledi: basit branching’ten derece/dogrusal branching’e, tek-en-iyi
birlestirmeden coklu birlestirmeye. Sira, DP’nin tiim ana tekniklerini metodik bigcimde gostermek i¢in
secildi.

34.14 Egzersizler
Egzersiz 1. Rod cutting’i L = 7, [1,10,13, 18,20, 31, 32] iizerinde x(¢) tablosuyla elle ¢6z; optimal
boliinmeyi (33) bul.

Egzersiz 2. Subset sum’1 Python’da yaz (x(i,t), OR recurrence); A = {3,4,3,1}, T" = 6 i¢in tabloyu
doldur ve ebeveyn izinden alt kiimeyi cikar.

Egzersiz 3. Subset sum’mn neden O(n - T') oldugunu ve 7' = 2™ durumunda neden iistel oldugunu input-size
argiimaniyla agikla.

Egzersiz 4. Counting sort ve direct-access-array’in de neden pseudopolinom oldugunu (u’ya bagimlilik) yaz;
radix sort’'un neden weakly polynomial oldugunu acikla.

Egzersiz 5. Gordiigiin her DP dersi 6rnegini (Fibonacci, bowling, LCS, LIS, para oyunu, parantezleme,
Floyd-Warshall, rod cutting, subset sum) alt problem tipine (prefix/suffix/substring/integer/vertex) gore
sinifla.
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34.15 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Sonraki: Ders 28 (L19) — Hesaplama Karmagiklig1 (P, NP, indirgemeler)

Ders 28 (L19): Hesaplama Karmagikhig: (P, NP, indirgemeler). Erik Demaine ile, “hangi problemler ve-
rimli ¢oziilebilir?” sorusuna geciyoruz: P (polinom-zaman ¢6ziilebilir), NP (¢6ziimii polinom-zamanda
dogrulanabilir), NP-tamlik ve indirgeme. Subset sum’in “evet kolay, hayir zor” gézlemi tam buraya
baglanir. (L19, Ders 30 = Quiz 3 G6zden Geg¢irme kapsaminda degil; tanimlarini final sinavinda
kullanirsin.)

Ders 28 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 2 (subset sum) ve 5 (DP siniflama) ¢6z.

» Pseudopolinom hiyerarsisini (strongly/weakly/pseudo) ezberden anlat.

* Ana ciimleyi tekrar oku: “Sayilar kiiciikse pseudopolinom miikemmeldir; T' = 2" olabileceginden
poli degildir.”

34.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

Tamsay1 alt problem Integer girdiyi O ... n’ye bol Bol. 1
(Fibonacci, rod, subset)

Rod cutting z(0) = max{v(p) +x({ —p)}; BoL2
O(L?)

Polinom zaman Siire girdi boyutuna (kelime) Bol. 3
polinom

Karar problemi Evet/hayir ¢ikti; recurrence’da OR  Bol. 4-5

Subset sum x(i,t) = OR(koyma, koy); Bol. 5
O(n-T)

Pseudopolinom Boyut X sayilara polinom; Bol. 6-7
T = 2™ olabilir

Hiyerarsi strongly > weakly (log) > pseudo BOol. 7
(say1)

DP karakterizasyonu alt problem X constraint x Bol. 8-9

branching X combination
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34.17 Builder ve OMSCS Baglantilart

34.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 6 koprii

Bu dersin iki 6rnegi — tamsayi alt problemli rod cutting ve subset sum — ve pseudopolinom kavrami,
sistem miihendisligi, kriptografi ve graduate algoritmalarindaki ¢cok sayida araca baglanir; kopriilerin
ozeti:

1. Subset sum — knapsack, biitce-dagitim, kaynak tahsisi; NP-tamlik (kriptografi — subset-sum
tabanl sifreleme tarihgesi).

2. Karar problemi + sertifika — NP tanimi; “evet kolay, hayir zor” — sonraki ders (P/NP).
Certificate verifier (verify_subset certificate) NP Tanim-2’nin ta kendisidir.

3. Pseudopolinom — “sayilar kiiciikse hizli”’; gercek sistemde 7" sinirliysa pratik — kapasite/biitge
kiiciik tutuldugunda DP tablosu patlamaz.

4. Pseudopoli = radix sort kosulu — sayi-sinir1 bilinci; pseudopolinom’un poli-olma kosulu
(T < poly(n)), radix sort'un dogrusal kosuluyla aym kavramdir — iki yerde ¢ift-kayit ayni
fikrin.

5. DP diagonal review — tasarim deseni kiitiiphanesi; OMSCS CS 6515’in DP omurgasi — alt
problem X constraint X branching X combination ekseni graduate algoritmalarinda tekrar tekrar
karsina cikar.

6. Tamsayi alt problem — cok boyutlu DP tablolar; biitge/kapasite parametreleri bir koordinat
olarak eklenir (state = kapasite). OMSCS pseudo-bilin¢: bir DP’nin pseudopolinom mu gercek
polinom mu oldugunu ayirt etmek — graduate seviyede “bu algoritma biiylik girdide patlar mi1?”
refleksinin temelidir.

! Tek bir sey alip gideceksen

DP’nin son araci tamsay1 alt problemdir — integer girdiyi kiiciik siirlimlerine bol. Ama dikkat:
rod cutting O(L?) gercek polinomken, subset sum O(n - T') yalmz pseudopolinomdur, ciinkii 7" bir
kelimeye si1gsa da 2" kadar biiyiik olabilir. Pseudopolinom “polinom degil ama yeterince iyi”: sayilar
kiiciikse (radix sort kosulu) gercek polinoma iner. Karar problemlerinde min/max yerine OR kullanirsin.
Dort DP dersi, basit alt problemlerden pseudopolinoma uzanan tiim tasarim tekniklerini kademeli 6gretti
— DP, “ne bilsem isim biterdi?”” sorusunu yerel kaba kuvvetle ¢6zen giiclii bir ¢atidir.
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35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

Biitiin bir alan tek derste — sinif hiyerarsisi, halting, sansli algoritma ve certificate, reduction ile zorluk

kanit1

1 Oturum bil gisi

Demaine’in videosu: YouTube — Lecture 19: Complexity (=59 dk)

OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 19: Complexity

Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 28 (L19)
Hoca: Erik Demaine (hesaplama karmasikligi; biitiin bir alan tek derste)
Okuma siiresi: =28 dk

Bu ders ddevlerde islenmedi; final’de yalniz TANIMLAR test edilir (Ders 31’in retros-
pektif notu). Onceki dort DP dersinden (Ders 23-27) sonra perspektif tersine doner: artik
“nasil iyi ¢ozeriz?” degil, “neden iyi ¢co6zemeyiz?” (alt sinir) sorusu merkezdedir. Subset
sum’in (Ders 27) “evet kolay, hayir zor” gozlemi tam buraya, NP’ye baglanir.

35.1 Bu Derste Ne Var?

Biitiin bir alani tek derste: hesaplama karmagikligi (computational complexity) (Erik Demaine). Algoritma-
lar “nasil iyi ¢6zeriz?” derken, karmagiklik “neden iyi ¢co6zemeyiz?” (alt sinir) der. Buradaki Slgcek polinom
vs listel (n vs nlogn degil).

“cover an entire field, which is computational complexity.” — Demaine, 0:19

Sagirtict sonug: ¢ogu problemin hicbir algoritmasi yoktur.

“most problems actually have no algorithm.” — Demaine, 1:32

Uc ana fikir:

1. Smif hiyerarsisi— P C NP C EXP C R; halting problem R disinda (uncomputable); cogu
problem ¢oziilemez.
2. NP — “sansh algoritma” (hep dogru tahmin) veya “certificate ile polinom-zamanda dogrulanabilir”.

3. NP-tamlik + reduction — bir problemi bilinen-zor bir probleme indirgeyerek zorlugunu kanitla.
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https://www.youtube.com/watch?v=JbafQJx1CIA
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/mit6_006s20_lec19/

35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

Ders 28 (L19): Hesaplama
Karmasikligi — P, NP, NP-

/ Tamlik (Demaine) \'

Simif hiyerarsisi — P € NP
CEXPCSR

Halting problem — R DISI
(uncomputable)

Cogu problem coziilemez
— SAYMA argtimani

NP — iki tanim + NP-tamlik
+ reduction

|

P coziilebilir - NP

dogrulanabilir - EXP ustel -

R sonlu
P = EXP KESIN; P =2 NP

|

program durur mu?
miitkemmel hata bulucu
olurdu
ama imkansiz — hicbir

|

program = sonlu bit = I
(sayilabilir)
problem = sonsuz bit = &
(sayilamaz) — program

|

sansli algoritma =
certificate dogrulayici;
ASIMETRI
NP-hard alt sinir;
reduction: 3-partition —

ACIK (1 M$) algoritma karar veremez YOK Tetri
etris

Sekil 35.1: Ders 28’in (L19) kavram haritas1: kok = Hesaplama Karmasikli§1 (Demaine) — biitiin bir alan
tek derste, perspektif tersine doner ALT SINIR taraf1 yani neden iyi ¢cozemeyiz. Dort dal — (1)
Simif hiyerarsisi P alt kiime NP alt kiime EXP alt kiime R: P polinom zamanda COZULEBILIR
verimli 6rnek negatif cevrim tespiti Bellman-Ford; NP polinom zamanda DOGRULANABILIR
ornek Tetris ve subset sum; EXP {istel zamanda coziilebilir 6rnek n carpi n satrang; R herhangi
sonlu zamanda decidable; P ile EXP farki KESIN ama P ile NP esit mi ACIK bir milyon dolarlik
problem. (2) Halting problem R DISI uncomputable: verilen bir program durur mu sorusu, mii-
kemmel bir hata bulucu olurdu ama imkénsizdir hicbir algoritma karar veremez. (3) Cogu problem
coziilemez SAYMA argiimani: program sonlu bit dizisi yani dogal say1 SAYILABILIR countable,
karar problemi her girdi i¢in evet hayir yani sonsuz bit dizisi yani sifir bir araliginda reel say1
SAYILAMAZ uncountable, reel kat kat fazla yani problemlere yetecek program YOK yani ¢cogu
problem coziilemez. (4) NP sinifi iki esdeger tanim arti NP-tamlik: Tanim bir SANSLI algoritma
tahmin yapabilir ve bir evet yolu varsa hep dogru tahmin eder; Tanim iki DOGRULAYICI girdi
art1 certificate alip polinom zamanda kontrol eder, ASIMETRI evet ispatlanabilir hayir degil;
NP-hard NP kadar zor alt sinir, NP-complete NP kesisim NP-hard NP nin en zoru Tetris TSP
tic-SAT; REDUCTION bilinen-zor problemi hedefe indirge 6rnek ii¢-partition oku Tetris zorluk
kaniti. Birlestirici tema: problemler zorluk ekseninde siniflanir P verimli ¢oziilebilir alt kiime
NP verimli dogrulanabilir alt kiime EXP alt kiime R, ¢ogu problem R’nin bile digindadir halting
gibi uncomputable, NP-tam problemler NP nin en zorudur ve bir problemi NP-tam bir probleme
indirgeyerek P esit degil NP ise verimli ¢oziilemez kanitlanir, sans engineer edilemez modern
giivenligin dayanagidir.
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35.2 1. Karmasiklik: Alt Str Tarafi

35.2 1. Karmasikhk: Alt Sinir Tarafi

Algoritmalar “iyi ¢6zebiliriz” gosterir; karmagiklik “iyi ¢ozemeyiz” (alt sinir) kanitlar. Eski alt sinirlar
(siralama n logn) “n vs nlogn” diizeyindeydi; bu ders polinom vs iistel diizeyinde. Polinom = iyi siire (her
zaman hedefimiz); iistel = genelde kolay elde edilir (kaba kuvvet).

“cover an entire field, which is computational complexity.” — Demaine, 0:19

Perspektif tersine doner: dort DP dersi boyunca “ne kadar hizli ¢6zebiliriz?” diye sorduk; simdi soru “bu
problem verimli ¢oziilebilir mi, yoksa imkansiz m?”

35.3 2. P, EXP, R Hiyerarsisi

* P = polinom-zamanda (girdi boyutu n’e polinom) ¢6ziilebilir problemler — “verimli”.
+ EXP = iistel-zamanda (2"") ¢oziilebilir. P C EX P (ve kesin P #+ EXP).
* R = sonlu (recursive) zamanda ¢6ziilebilir. P C EXP C R.

“P... is the set of all problems solvable in polynomial time.” — Demaine, 1:50

Ornekler: n x n satran¢ EXP’de ama P’de degil (kanitli); negatif cevrim tespiti P’de (Bellman-Ford); Tetris
(miikemmel-bilgi) EXP’de, P’de mi bilinmiyor. Cogu problem karar problemidir (yes/no ¢ikti).

Sekil 35.2 bu i¢ i¢e yapiy1 tek bir zorluk ekseni iizerinde gosterir: P C NP C EXP C R dort yarim-kapsiil
(ortak sol kenar, kademeli sag kenar) halinde nest edilir; sinif iiyeligi bir iist stmr (“su kadar zamanda
¢oziilebilir”), NP-hard ise bir alt stmir (“bu noktanin saginda”) olarak ayrisir. Motor tanig1 NP nin somut
anlamini ¢aligtirir: subset sum’in EVET girdisi (A = {2,5,7,8,9}, T = 21) i¢in kisa-dogrulanabilir bir
certificate vardir ({5, 7,9}), HAYIR girdisi (" = 25) i¢in yoktur — “NP = polinom-dogrulanabilir” rozetinin
caligan kanit.

35.4 3. Halting Problem: Uncomputable

R’nin de disinda problemler var. En iinliisii halting problem: “verilen bir program durur mu (sonsuz dongii
var m1)?”

“Given a computer program, does it ever halt?” — Demaine, 10:49

Bu, miikemmel bir hata bulucu olurdu — ama imkansizdir: tiim girdileri ¢6zen bir algoritma yoktur. Boyle
problemlere uncomputable (R disi) denir.

“We call such problems uncomputable.” — Demaine, 11:36
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35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

Hesaplama siniflar hiyerarsisi: P = NP € EXP € R — soldan saga zorluk artar, R disi uncomputable

[ P # EXP (KESIN) ] P =? NP (1M$ ACIK)

R herhangi sonlu zamanda (decidable)

R DISI

EXP-

|

1

|

EXP iistel-zamanda céziilebilir complete : uncomputable
|
1

) ) )

e o ———

. NP-
NP polinom-zamanda DOGRULANABILER mplete

Tetris
P polinom-zamanda CPZULEBILIR [ nxn ] [ halting ]

satranc problem
negatif cevrim
tespiti

TSP

hi¢bir algoritma

T T
I |

K 1 karar veremez I
3-SAT 1 1

1 |

Q > !
> 1

NP-hard: "bu noktanin SAGIND n az NP-complete kadar zor} 1

\_ , i

1 I

\_ o '
—— —————— 7

kolay ZORLUK - zor / imkansiz

UST sinir = sinif tyeligi (P/NP/EXP/R: "su kadar zamanda COZULEBILIR/DOGRULANABILIR") - ALT sinir = X-hard ("en az X kadar zor"; NP-hard NP'nin DISINA tasabilir)

Sekil 35.2: Hesaplama siniflar1 hiyerarsisi (Demaine L19 §2 IMZA + Kontrol-4, 1:50): P C NP C EXP C
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R — soldan saga zorluk artar, R dis1 uncomputable. i¢ ice DORT yarim-kapsiil (ortak sol kenar,
kademeli sag): P ‘polinom-zamanda COZULEBILIR’ (6rnek negatif ¢evrim tespiti Bellman-Ford
O(V-E)), NP ‘polinom-zamanda DOGRULANABILIR’, EXP ‘iistel-zamanda’, R ‘herhangi sonlu
zamanda decidable’. NP sag ucu amber serit = NP-complete (Tetris/TSP/3-SAT rozetleri); EXP sag
ucu = EXP-complete (nxn satrang). NP-hard = NP-complete’ten SAGA uzanan amber ok (alt sinr,
kapsiil disina tasar). Eksenin SAG OTESI kirmizi-soluk ‘R DISI uncomputable’ (halting problem).
Iki rozet: P = EXP KESIN + P =? NP IM$ ACIK. Alt not: UST simir = simf iiyeligi - ALT simr =
X-hard. Motor tami81 (assert): build_subset_example == ([2,5,7,8,9],21,25); subset_sum_certifi-
cate(A,21)==[5,7,9] toplam 21; verify_subset_certificate(A,21,[5,7,9]) is True; subset_sum_certi-
ficate(A,25) is None (HAYIR i¢in kisa kanit yok); verify_subset_certificate(A,21,[2,8]) is False.



35.5 4. Cogu Problem Coziilemez
35.5 4. Cogu Problem Coéziilemez

Sasirtici gergek: cogu karar problemi uncomputable. Sayma argiimani:

* Program = sonlu bit dizisi — bir dogal say1. Dogal sayilar sayilabilir (countable).
« Karar problemi = her girdi (sonsuz girdi) i¢in yes/no — sonsuz bit dizisi — [0, 1] aralifinda bir reel
say1. Reel sayilar sayllamaz (uncountable).

Reel sayilar, dogal sayilardan “cok daha fazladir” — problemlere yetecek kadar program yoktur — ¢ogu
problem ¢oziilemez. Sans eseri, onemsedigimiz ¢cogu problem 2’dedir (n X n satrang bile — yalniz yavasg).

Sekil 35.3 bu argiimani iki panelde somutlastirir: solda programlar kisa—uzun sonlu bit dizileri olarak dogal
sayilara eslenir (tam 8-bit program sayis1 = 2% = 256, sonlu); sagda tek bir karar problemi sonsuz bit dizisi
— [0, 1] reel say1 olur ve mini Cantor kbsegen semasi (kdsegeni ters gevir — listede olmayan problem) reel’in
“kat kat fazla” oldugunu gosterir. Ortadaki koprii N <« R — “problemlere yetecek program yok™ ¢ikarimini
tagir.

Sayma argiimani: programlar SAYILABILIR, problemler SAYILAMAZ - ¢ogu problem COZULEMEZ (uncomputable)

program YOK

PROGRAMLAR — sayilabilir KARAR PROBLEMLERI — sayillamaz
DINT?Z; uzun tim SONLU bit d/[{(/)lgé// sayi tek p/'ob!%7'101i@'wf_/'llcl/ec\mhi!/réépg/égz bit dizisi
“ N « R FLEELETLE -
-
sayilabilir < sayllamaz
-
P1 0 1 1 0 kosegen
z %
P2 141§6] 1
problemlere yetecek

her biti cevir -»

- ¢ogu problem listede YOK

her program = SONLU bit dizisi = bir dogal say1 (\.
UNCOMPUTABLE

tam 8-bit program sayisi: 2° = 256 (Demaine 1:32) reel sayjlar > dogal sayilar (Cantor: sayilamaz cokluk)

uzunluk = 8 program sayisi: 2°+...+2% = 2°—1 = 511 (SONLU)

neyse ki 6nemsedigimiz ¢cogu problem hesaplanabilir R sinifindadir (¢6ziilemez problemler genelde patolojiktir)

Sekil 35.3: Sayma argiimani (Demaine L19 §4 IMZA, 1:32): programlar SAYILABILIR, problemler SA-
YILAMAZ — ¢ogu problem COZULEMEZ (uncomputable). SOL panel ‘PROGRAMLAR —
sayilabilir’: kisa—uzun sonlu bit dizileri (0,1,00,01,10,11) dogal sayilara (#1..#6) eslenmis; rozet
‘her program = SONLU bit dizisi = bir dogal say1 (IN)’; tam 8-bit program sayis1 28 = 256, uzunluk
< 8 program sayis1 2°—1 = 511 (SONLU). ORTA képrii: N R (sayilabilir sayilamaz) — amber
kutu ‘problemlere yetecek program YOK — cogu problem UNCOMPUTABLE (Demaine 1:32)’.
SAG panel ‘KARAR PROBLEMLERI — sayilamaz’: tek problem = her girdi igin evet/hayir =
SONSUZ bit dizisi — 0.0110101... € [0,1] reel; mini Cantor 4x4 kosegen tablosu + ¢evrilmig ko-
segen P* ‘her biti cevir — listede YOK’; rozet ‘reel sayilar dogal sayilar (Cantor)’. Alt not: neyse
ki 6nemsedigimiz ¢cogu problem R’dedir. Veri CANLI hesap (assert): prog_count_exact(8)==256;
prog_count_upto(8)==511; diag_{flip(Cantor) listedeki hicbir satira esit degil + kdsegen biti ters
cevrilmis.
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35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

35.6 5. NP: Tanim 1 — Sansli Algoritma

NP (P C NP C EXP), yalmz karar problemleri icin. P gibi “polinom-zamanda ¢6ziilebilir” ama sansh
algoritma ile.

“a lucky algorithm, which can make guesses and always makes the right guess.” — Demaine,
22:46

Sansli algoritma: tahmin yapabilir ve bir ‘““evet”e gotiiren yol varsa hep dogru tahmin eder (non-deterministic
polynomial time). DP’deki “tahmin et” sezgisinin gercek hali — ama DP tiim se¢enekleri denerken, sansh
algoritma yalniz dogru tahminin maliyetini 6der. Asimetri: “evet”i bulur, “hayir”1 garanti etmez.

35.7 6. NP: Tanim 2 — Dogrulayici

Esdeger tanim: NP = polinom-zamanda dogrulanabilen (checkable) karar problemleri.

“NP is a set of decision problems that can be checked in polynomial time.” — Demaine, 31:31
Bir dogrulayici (verifier) girdi + certificate (kanit) alir, polinom-zamanda yes/no der. Iki kosul: (1) her evet
girdisi icin, dogrulayiciy1 “evet” dedirten bir certificate vardir; (2) her hayir girdisi icin, hichir certificate

dogrulayiciy1 “evet” dedirtmez. Yani “evet”ler ispatlanabilir, “hayir”lar degil. Ornek: subset sum (alt kiimeyi
goster — topla, dogrula); Tetris (hamle dizisi = certificate, kurallar1 uygula).

Sekil 35.4 NP’nin iki tanimini tek figiirde, motor iizerinde birlestirir: iist panelde sanshi makine A =
{2,5,7,8,9}, T' = 21 i¢in karar agacinda hep dogru tahmin eder ve {5, 7,9} — 21 EVET yapragina ulasir
(amber yol); “tahminleri yazarsan certificate olur” kopriisii Tanim-2’ye baglanir. Alt panelde dogrulayici,
certificate {5,7,9} u O(|cert| + |A|)’da kontrol eder (5 + 7 + 9 = 21V), kétii certificate {5,7,8}’i
(= 20 # 21) reddeder; asimetri rozeti 7' = 25 — certificate None ile “hayir kisa-kanitlanamaz™1 gosterir.

35.8 7. P # NP Konijektiiri

P C NP biliniyor; P = N P mi? bilinmiyor (1 milyon dolarlik a¢ik problem). Cogunluk P # N P sanir.
“you cannot engineer luck.” — Demaine, 39:17

Sezgi: NP = gansla ¢oziilebilir, P = gansiz ¢6ziilebilir; P = N P olsaydi “sans hi¢bir sey kazandirmazdi” —
ki tuhaf. Esdeger ifade:

“it’s harder to come up with proofs than it is to check them.” — Demaine, 39:56

(Ispat bulmak, dogrulamaktan zor.)
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35.8 7. P = NP Konjektiirii

NP'nin iki esdeger tanimi: SANSLI tahmin = hizli DOGRULAMA

Tanim 1 — SANSLI algoritma: dogru tahmin dizisi = certificate

l A={2,5,7,8,9}, T=21 I
2:
SANSLI makine (NP Tanim 1)

S;koy bir EVET-yolu VARSA
makine HEP dogru tahmin eder
Z:koy (Demaine 22:46)

tahminleri YAZARSAN
- certificate olur
= Tanim 2'ye kopri

8:koymar

9:koy

{5,7,9} - 21 v EVET

Tanim 2 — DOGRULAYICI: certificate'i polinom zamanda kontrol et

girdi (A, T=21) —
5+7+9 = 21 == 21 v EVET dogrulayicinin Kl kosulu:

VERIFIER (1) her EVET igin

cert {5,7,9} /’ cert VAR
0 A
(|cert|+]A]) (2) hicbir HAYIR icin
cert YOK

e 5+7+8 =20 = 21 X red
kotu cert {5,7,8}

[ ASIMETRI: EVET ispatlanabilir (kisa cert) - HAYIR DEGIL — T=25 - cert = None (kisa kanit YOK) ]

Sekil 35.4: NP’nin iki esdeger tanimi (Demaine L19 §5-6, 22:46 + 31:31): SANSLI tahmin = hizli DOG-
RULAMA. UST panel ‘Tanim 1 — SANSLI algoritma’: karar agac1 kokte A={2,5,7,8,9}, T=21;
her 6gede koy/koyma tahmini; sansli makine bir EVET-yolu VARSA hep dogru tahmin eder ve
{5,7,9}>21 v EVET yapragina ulagir (amber yol, diger dallar soluk); képrii kutusu ‘tahminleri
YAZARSAN — certificate olur = Tanim 2’ye koprii (Demaine 22:46)’. ALT panel ‘Tanim 2 —
DOGRULAYICT’: akis (A, T)+cert {5,7,9} — VERIFIER O(|cert|+|A]) = ‘5+7+9 =21 ==21 V
EVET’; kotii cert {5,7,8} — ‘5+7+8 =20 = 21 X red’; iki kosul kutusu (1) her EVET icin cert
VAR (2) hicbir HAYIR icin cert YOK; ASIMETRI rozeti ‘EVET ispatlanabilir - HAYIR DEGIL —
T=25 — cert = None’. Veri MOTORDAN (assert): build_subset_example == ([2,5,7,8,9],21,25);
subset_sum_certificate(A,21)==[5,7,9] toplam 21; verify_subset_certificate(A,21,[5,7,9]) is True;
verify_subset_certificate(A,21,[5,7,8]) is False (toplam 20); subset_sum(A,25)[0] is False; sub-
set_sum_certificate(A,25) is None.
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35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

35.9 8. NP-hard ve NP-complete

* NP-hard: NP’deki tim problemler kadar zor (alt sinir). NP’deki her problem buna indirgenir.
* NP-complete: NP ve NP-hard (NP’nin en zoru).

“NP-complete... the problems that are in NP and they are NP-hard.” — Demaine, 43:11

P # NP ise, NP-tam problemler P’de degildir (polinom-zamanda ¢6ziilemez). Tetris NP-tamdir —
P = N P varsayimiyla, bir Tetris dizisini hayatta kalip kalamayacagini polinom-zamanda hesaplayamazsin.

35.10 9. Reduction: indirgeme ile Zorluk Kaniti

Reduction (indirgeme): A’y1 B’ye ¢evir — A girdisini B girdisine, B ¢ozlimiinli A ¢6zlimiine. Algoritma icin:
cozmek istedigini bildigine indirge. Zorluk i¢in: bilinen-zor problemi hedefe indirge.

“Reductions are the easy way to use algorithms.” — Demaine, 44:38

Anlami: A < B reduction’1 varsa, “A en az B kadar kolay” = “B en az A kadar zor”. Gordiigiimiiz
indirgemeler: agirliksiz SP — agirlikli SP (agirlik= 1); tamsayi-agirlik — agirliksiz (kenar bdl); en uzun yol
— en kisa yol (negatifle). NP-hardness kaniti: bilinen NP-tam bir problemi (6rn. 3-partition) hedefe indirge.
3-partition — jigsaw puzzle (NP-hard); 3-partition — Tetris (NP-hard).

Sekil 35.5 reduction’n yoniinii — smavlarin klasigi — iki panelde ayirir. Ust panel algoritma igin reduction’1
(A < B:bildigine indirge) ii¢ calisir motor-taniiyla gosterir: R1 agirliksiz — agirlikli SP (w = 1; dijkstra
= bfs, 0(s — d) = 2, 60 rastgele ¢izgede ayni), R2 tamsayi-agirlik — agirliksiz (kenar bdl; 6(¢) = 5), R3
en uzun — en kisa yol (negatifle; yalniz DAG giivenli, e — h = 11, brute ile ayn1). Alt panel zorluk i¢in
reduction’1 verir: bilinen-zor 3-partition — Tetris (gadget), biiyiik amber yon oku “A < B = Benaz A
kadar zor”; ters yon kirmizi ¢arpiyla yasaklanir (“hedefi kolay-bilinene indirgemek hicbir sey kanitlamaz”).

Bu indirgemelerden ikincisi (R2: tamsayi-agirlik — agirliksiz) tek bagina da 6greticidir: ¢linkii “licretsiz”
degildir. Sekil 35.6 bu kenar-bolme reduction’in1 motor iizerinde agar: solda orijinal agirlikl ¢izge (a, b, ¢, d;
Dijkstra 6: a:0, b:3, c:1, d:5), sagda her w-agirlikli kenar w pargaya boliinmiis agirliksiz ¢izge — BFS
seviyeleri orijinal diigiimlerde birebir aym degerleri verir. Ama bedel: yeni diigiim sayis1 = Yw = 11;
agirliklar biiyiirse ¢izge patlar — bu, subset sum’in 7’ biiyiidiikce patlamasi (Ders 27, pseudopolinom) ile
ayni kopriidiir: girdi bit sayisinda iistel.

35.11 10. NP-complete Ornekleri

NP-tam problemler her yerde:

* Optimizasyon/say1: subset sum (pseudopoli en iyisi), 3-partition, knapsack, TSP (gezgin satici: tiim
diiglimleri gezen en kisa yol).

* Cizge: en uzun basit yol, 3-renklendirme (2 polinom!), maksimum klik.

* Mantik: SAT / 3-SAT (Boole formiiliinii dogru yapan atama var mi).

* Oyun/bulmaca: Minesweeper, Sudoku, Super Mario, Zelda, Pokemon (bazilar1 P-space, NP’den de
Zor).
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35.11 10. NP-complete Ornekleri

ALGORITMA icin reduction (A = B: bildigine indirge)

w=1

agirhiksiz SP agirhikh SP

R1: dijkstra = bfs, 6(s»d) =2

kenari1 w parcaya bol

tamsayi-agirhik SP agirhiksiz SP
R2: bfs(bslinmiis) = 5 (3+2)
negatifle (-w) yalniz DAG
en UZUN yol en KISA yol givenli v
R3: dag_longest = brute, e—h =11
¢6z B'yi (kara kutu) — cevabi A'ya geri cevir - amber kutu = «bildigim» problem

ZORLUK icin reduction (bilinen-ZOR'u hedefe indirge)

gadget
3-PARTITION TETRIS

(NP-zor, BiLINEN) (hedef problem)

A =B = B EN AZ A kadar ZOR

hedefi kolay-bilinene indirgemek HiCBiR SEY kanitlamaz

Tetris polinom ¢oziilseydi - 3-partition da ¢ézulurdii - P = NP

(Demaine 44:38)

Sekil 35.5: Reduction YONU — sinavlarin klasigi (Demaine L19 §9 IMZA, 44:38). UST panel ‘ALGO-
RITMA igin reduction (A < B: bildigine indirge)’: ii¢ ¢aligir motor-tanig1 — R1 agirliksiz SP
— agirlikli SP (w=1; dijkstra=bfs, §(s—d)=2), R2 tamsay1-agirlik SP — agirliksiz SP (kenar1 w
parcaya bol; bfs(boliinmiig)=5, 3+2), R3 en UZUN yol — en KISA yol (negatifle —w; dag_lon-
gest=brute, e—>h=11, yalmiz DAG giivenli v'); ¢z B’yi kara kutu — cevab1 A’ya geri ¢evir, amber
kutu = «bildigim» problem. ALT panel ‘ZORLUK i¢in reduction (bilinen-ZOR’u hedefe indirge)’:
3-PARTITION (NP-zor BILINEN) — gadget — TETRIS (hedef); biiyiik amber yon oku ‘A <
B = B EN AZ A kadar ZOR’; ters-yon kirmizi ¢arpili ok ‘hedefi kolay-bilinene indirgemek
HICBIR SEY kamitlamaz’; zincir ‘Tetris polinom ¢oziilseydi — 3-partition da ¢oziiliirdii — P
= NP (Demaine 44:38)’. Veri MOTORDAN (assert): R1 dijkstra(w=1)==Dbfs, §(s—d)=2; R2 re-
duce_integer_to_unweighted + bfs == dijkstra, §(t)=5; R3 dag_longest_path==brute_dag_longest,
e—h=11; subset cert [5,7,9] toplam 21 (NP-tam ¢ipa).
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35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

R2 rediiksiyonu: tamsayi-agirlik - agirliksiz - bfs(boliinmiis) == dijkstra(orijinal)

Orijinal: AGIRLIKLI cizge - Dijkstra 6 rozetleri Kenar-boliinmiis: AGIRLIKSIZ cizge - BFS seviye rozetleri (AYNI)

@

2 °
tek (0 ara) 5 parca (4 ara) ‘

kaynak s = a éjj

kenar agirligi = adim maliyeti - 6(a,d)=5 (a-»b-d: 3+2=5 < a»c~d: 1+5=6) bedel: 2w = 11 yeni digim — sayilar biiyiikse cizge PATLAR
(pseudopolinom bedel - Ders 27 képriisii)

Sekil 35.6: R2 rediiksiyonu (Demaine L19 §9, R2): tamsayi-agirlik — agirliksiz - bfs(boliinmiis) ==
dijkstra(orijinal). SOL panel ‘Orijinal: AGIRLIKLI ¢izge - Dijkstra & rozetleri’: 4 diigiim a,b,c,d
kenar agirliklar1 (a—b:3, a—c:1, b—d:2, c—d:5); § rozetleri motordan a:0, b:3, c:1, d:5; §(a,d)=5
(a—b—d: 342=5 < a—>c—d: 1+5=6); kaynak s=a. SAG panel ‘Kenar-boliinmiis: AGIRLIKSIZ
cizge - BES seviye rozetleri (AYNI)’: her w-kenar w parcaya boliiniir (a—b 3 parca/2 ara, a—c
tek/0 ara, b—d 2 parga/l ara, c—d 5 parga/4 ara, gri ara diiglimler); BFS seviye rozetleri orijinal
diigiimlerde AYNI (amber) ¢ilinkii agirliksiz kenar = 1 adim, w par¢ca = w adim. Alt not: bedel Xw
= 11 yeni diiglim — sayilar biiylikse ¢izge PATLAR (pseudopolinom bedel - Ders 27 kopriisii).
Veri MOTORDAN (assert): reduce_integer_to_unweighted + bfs orijinal diigiimlerde == dijkstra
(a:0,b:3,c:1,d:5); ara diigiim sayis1 = Xw—|E| = 11-4 = 7; her kenarin parca sayis1 = agirlig1.
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35.12 Bu Dersin Ozeti

EXP-complete: n. X n satrang (iki-oyunculu dogasi geregi). (LCS de n dizi ile NP-tam olur; sabit say1 dizi
polinom.)

Sekil 35.7 bu katalogu bir kart-galerisi olarak dizer: dort kategori siitunu (say1, ¢izge, mantik, oyun/bulmaca)
altinda 12 NP-tam problem, her biri “NP-tam” rozetli. U¢ kontrast rozeti NP-tam’1n ince cizgisini vurgular:
“3-renklendirme NP-tam ama 2-renklendirme polinom”, “‘en uzun basit yol NP-tam ama en kisa yol polinom”,
“subset sum pseudopolinom var ama gergek polinom yok (P # N P ise)”. Sag altta EXP-complete kutusu
(n X m satrang, iki-oyunculu) ve LCS’in n-dizi notu; alt serit “P #* N P ise hi¢biri polinom-zamanda

coziilemez (yaklasik/sezgisel/SAT-solver’a git)”.

35.12 Bu Dersin Ozeti

I. PCNPCFEXPCR; P+ EXP kesin; P = NP acgik (1 M$).

2. Halting problem R disinda (uncomputable); cogu problem ¢oziilemez (countable program vs uncoun-
table problem).

NP = sansh algoritma (hep dogru tahmin) = certificate’le polinom-dogrulanabilir.

Asimetri: “evet” ispatlanabilir, “hayir” degil.

P #+ NP (varsayim): “sans engineer edilemez”; ispat bulmak dogrulamaktan zor.

NP-hard = NP kadar zor; NP-complete = N P N N P-hard (NP’nin en zoru).

Reduction: bilinen-zor problemi hedefe indirge — zorluk kanit1 (3-partition — Tetris).

N kW

! Tek Bir Ciimle

P (verimli ¢oziilebilir) C N P (verimli dogrulanabilir) C EXP C R; ¢cogu problem R’nin bile
digindadir; NP-tam problemler (Tetris, TSP, 3-SAT) NP’nin en zorudur ve bir problemi NP-tam bir
probleme indirgeyerek “P #+ N P ise verimli ¢6ziilemez” kanitlanir.

35.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: «Cogu problem c¢oziilemez» iddias1 hangi sayma argiimanina dayanir?

Cevap: Bir program sonlu bir bit dizisidir — bir dogal sayiya karsilik gelir; dogal sayilar sayilabilir
(countable). Bir karar problemi ise, her olasi1 girdi (sonsuz girdi) icin bir yes/no belirtir — sonsuz bir
bit dizisi — [0, 1] aralifinda bir reel say1; reel sayilar sayllamaz (uncountable). Sayilamaz ¢okluk,
sayilabilirden “kat kat fazladir” — yani problem sayis1, program sayisindan ¢cok daha fazla. Her program
en fazla bir problemi ¢6zdiigiinden, problemlere yetecek program yoktur — cogu problem ¢oziilemez
(uncomputable). (Neyse ki onemsedigimiz ¢cogu problem R’dedir.)

1 Soru 2: NP’nin iki tanimi (sanslh algoritma / dogrulayici) nasil esdeger, ve «asimetri» nedir?

Cevap: Sansh algoritma: tahmin yapan, bir “evet”e gotiiren yol varsa hep dogru tahmin eden polinom-
zaman algoritmasi. Dogrulayici: girdi + certificate alip polinom-zamanda kontrol eden algoritma.
Esdegerlik: sansli algoritmanin “dogru tahminleri” tam olarak certificate’tir — tahminleri yazarsan
certificate olur; certificate verilirse dogrulayici onu “tahmin gibi” kontrol eder. Asimetri: her ikisi de
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35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

NP-tam Hayvanat Bahcesi — NP-tam problemler her yerde (L19 §10, Demaine)

SAYI CiZGE MANTIK OYUN / BULMACA

NP-tam
000 subset sum
pseudopolinom en iyisi

NP-tam

N en uzun BASIT yol

A V- SAT / 3-SAT

NP-tam

NP-tam
°- Minesweeper

NP-tam
000 3-partition

o NP-tam
. 3-renklendirme

NP-tam

D knapsack

NP-tam

[3 Tsp

NP-tam

3 Sudoku

NP-tam
, Super Mario

NP-tam

EE] Tetris

KONTRAST — kiiciik bir degisiklik P & NP-tam'i ayirir

A 3-renklendirme NP-tam AMA 2-renklendirme POLINOM

A en uzun BASIT yol NP-tam AMA en kisa yol POLINOM

A\ subset sum: pseudopolinom VAR AMA gercek polinom YOK (P = NP ise)

P # NP ise: hicbiri polinom-zamanda ¢oziilemez (yaklasik / sezgisel / SAT-solver'a git)

Not: L

EXP-complete (NP'den de zor)

=

nXxn satrang

iki-oyunculu dogasi geregi
EXP'de, P'de DEGIL (kanitli)

sabit dizi sayisiyla polinom — ama n DIZi ile NP-t

m olur.

Sekil 35.7: NP-tam Hayvanat Bahgesi (Demaine .19 §10 IMZA): NP-tam problemler her yerde. 4 kategori
stitunu kart-galerisi (her kart ‘NP-tam’ rozetli, mini kavramsal ikon, SAYI YOK): SAYT (subset
sum ‘pseudopolinom en iyisi’, 3-partition, knapsack, TSP), CIZGE (en uzun BASIT yol, 3-
renklendirme, maksimum klik), MANTIK (SAT / 3-SAT), OYUN/BULMACA (Minesweeper,
Sudoku, Super Mario, Tetris). KONTRAST rozetleri — kiiciik bir degisiklik P <+ NP-tam’1 ay1rir:
3-renklendirme NP-tam AMA 2-renklendirme POLINOM - en uzun BASIT yol NP-tam AMA en
kisa yol POLINOM - subset sum pseudopolinom VAR AMA gercek polinom YOK (P = NP ise).
EXP-complete kutusu (sag alt): nxn satrang (iki-oyunculu dogasi geregi, EXP’de P’de DEGIL) +
‘LCS sabit dizi polinom ama n DIZI ile NP-tam’. Alt serit: P = NP ise hicbiri polinom-zamanda
coziilemez (yaklagik/sezgisel/SAT-solver’a git). KAVRAMSAL figiir (assert): 4 kategori [4,3,1,4]
= 12 NP-tam problem L.19 §10 birebir; 3 kontrast ¢ifti; EXP-complete satrang ayr1.
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35.14 Egzersizler

)

yalniz “evet” cevaplarini garanti eder — evet i¢in certificate vardir/dogrulayici evet der; ama “hayir’
icin kisa bir kanit yoktur (subset sum’da “bu say1 temsil edilemez”i ispatlamanin bilinen kisa yolu yok).
Bu yiizden Tetris’i “hayatta kalinabilir mi?” diye tanimlamak NP’dedir, “kalinamaz mi1?” degil.

1 Soru 3: Reduction ile zorluk nasil kanitlanir? A < B neyi ima eder?

Cevap: A’dan B’ye bir reduction (A girdisini B girdisine, B ¢6ziimiinii A ¢oziimiine ¢eviren), “A en
az B kadar kolaydir” der (B’yi ¢ozebilirsem A’y1 da ¢ézerim). Mantiksal karsit-tersi: “B en az A
kadar zordur”. Zorluk kaniti i¢in: bilinen NP-tam bir problemi (A = 3-partition) hedef probleme
(B = Tetris) indirgeriz; bu, “Tetris en az 3-partition kadar zor” = Tetris NP-hard demektir. Yani Tetris
i¢in polinom algoritma olsaydi, 3-partition (ve dolayisiyla tiim NP) polinom-zamanda ¢oziiliirdii —
P = NP. P # NP varsayimiyla, Tetris polinom-zamanda ¢oziilemez.

i Soru 4: P, NP, EXP, R, NP-hard, NP-complete siniflar1 zorluk ekseninde nasil konumlanir?

Cevap: Tek bir “zorluk” ekseni diigiin (solda kolay, sagda zor). P (en solda kiiciik segment), NP (P’yi
igerir, biraz daha genis), EXP (NP’yi icerir), R (EXP’yi igerir, sonlu-zaman) — hepsi iist sinir (“bu
cizginin solundasin”). NP-hard bir alt stmrdir (“su noktanin sagindasin” — NP’nin en zorundan itibaren
saga, sonsuza). NP-complete = N P N N P-hard, yani NP’nin tam sag ucu (hem NP’de hem NP kadar
zor; Tetris, TSP). EXP-complete = EXP’nin sag ucu (n X n satrang). P = N P olup olmadigini
bilmedigimizden, P ile NP arasi “bogluk” var mi1 kesin degil — ama P #+ FE X P kesin.

35.14 Egzersizler

Egzersiz 1. P, NP, EXP, R simiflarim1 birer 6rnek problemle egle; her birinin “list sinir” mi1 “alt sinir” m
belirttigini yaz.

Egzersiz 2. Halting problem’in neden uncomputable oldugunu, “cogu problem ¢oziilemez” sayma argiimaniyla
iligkilendir.

Egzersiz 3. NP’nin iki taniminin (sanslt algoritma / dogrulayici) Tetris {izerinde nasil calistigint adim adim
yaz.

Egzersiz 4. 3-partition — Tetris indirgemesinin neden Tetris’i NP-hard yaptifini, A < B mantigiyla agikla.

Egzersiz 5. Verilen bir optimizasyon problemini (6rn. TSP) karar problemine ¢evir (< x var mi1) ve ikili
aramayla optimumun nasil bulunacagini goster.
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35 Hesaplama Karmasikligi: P, NP, NP-Tamlik

35.15 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Sonraki: Ders 29 (PS9) — Problem Oturumu 9 (Justin Solomon)

Ders 29 (PS9): Problem Oturumu 9 (karmagiklik + genel tekrar). Hoca degisir: bu oturumu Justin
Solomon yiiriitiir (Demaine’in ders dizisinden farkli). Bir problem oturumuyla, gérdiigiimiiz tiim
konular1 (6zellikle karmagiklik ve indirgeme) gercek problemlerde pekistiriyoruz. P/NP ayrimi, NP-
hardness kaniti ve reduction sezgisi merkezde.

Ders 29 Oncesi Yapilacak:

* Bu dersin egzersizlerini, 6zellikle Egzersiz 3 (NP iki tanim) ve 4 (reduction) ¢6z.

* P/NP/EXP/R hiyerarsisini ve NP-hard/NP-complete ayrimini ezberden c¢iz.

* Ana climleyi tekrar oku: “Bilinen-zor problemi hedefe indirge — zorluk kaniti; sans engineer
edilemez.”

35.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Sayfada

P Polinom-zaman ¢6ziilebilir; Bol. 2
“verimli”

NP Sansl algoritma / certificate’le Bol. 5-6
dogrulanabilir

EXP/R Ustel-zaman / sonlu-zaman; Bol. 2
PCNPCEXPCR

Uncomputable R dig1 (halting); cogu problem Bol. 3-4
boyle

P+NP Varsayim; “sans engineer Bol. 7
edilemez”

NP-hard NP kadar zor (alt sinir); her NP Bol. 8
buna indirger

NP-complete NP N N P-hard; Tetris, TSP, Bol. 8, 10
3-SAT

Reduction A < B — Benaz Akadar zor; B0l 9

zorluk kaniti
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35.17 Builder ve OMSCS Baglantilari

35.17 Builder ve OMSCS Baglantilar

@ 6 koprii

Bu dersin sinif hiyerarsisi, NP’nin iki tanimi ve reduction araci, sistem miihendisligi, kriptografi ve
graduate algoritmalarindaki ¢ok sayida araca baglanir; kopriilerin 6zeti:

1. P #+ NP — kriptografi/giivenlik temeli (RSA, hash); “tek yon kolay, ters zor” — modern
sifreleme bu konjektiiriin dogru olduguna bahse girer.

2. NP-complete farkindaligin — TSP, scheduling, knapsack; “verimli ¢6zme yok — yaklagik/sez-
gisel/SAT-solver’a git” (pratikte 3-SAT Ornekleri devasa olsa da modern SAT-solver’lar cogu
gercek Ornegi cozer).

3. Reduction — problem indirgeme refleksi; bir problemi bildigin-zor bir probleme oturtmak —
OMSCS CS 6515 NP-tamlik cekirdegi’nin temel becerisi.

4. Halting = uncomputable — statik analiz / bug tespiti sinir1; “tiim sonsuz dongiileri (veya tiim
bug’lar1) bulan program yoktur” — derleyici ve linter’larin neden eksiksiz olamadiginin teorik
nedeni.

5. Certificate / dogrulayic1 — blockchain ispati, zero-knowledge kanit, hizli dogrulama; “¢oz-
mek zor, dogrulamak kolay” asimetrisi (verify_subset_certificate NP Tanim-2’nin ¢alisan
Ornegidir).

6. Decision problem — optimizasyon <+ karar doniisiimii (ikili aramayla); “< x var m1?” sorusu
binary search’le optimumu verir — graduate algoritmalarinda siirekli kullanilan doniigiim.

I Tek bir sey alip gideceksen

Problemler zorluk ekseninde siniflanir: P (verimli ¢oziilebilir) C NP (verimli dogrulanabilir) C EXP C
R (sonlu-zaman). Cogu problem R’nin bile digindadir — halting problem gibi uncomputable (ciinkii
reel-sayi-coklukta problem, dogal-sayi1-coklukta program var). NP-tam problemler (Tetris, TSP, 3-SAT)
NP’nin en zorudur; bir problemi NP-tam bir probleme indirgeyerek “P # N P ise verimli ¢oziilemez”
kanitlanir. NP’de “evet” ispatlanabilir ama “hayir” degildir — ve “sans engineer edilemez” (P # N P),
modern giivenligin dayanagidir.

389






36 Problem Oturumu 9

Pseudopolinom DP oturumu — 0/1 ve siirsiz knapsack, precomputation sinyali ve adversarial minimax

1 Oturum bilgisi

¢ Solomon’un videosu: YouTube — Problem Session 9 (=85 dk)

* OCW sayfasi: MIT 6.006 Problem Session 9

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 29 (PS9)

¢ Hoca: Justin Solomon

¢ Okuma siiresi: =24 dk

* DP problem oturumlarinin IKINCISI; pseudopolinom dili “liberating” (Solomon 0:26).

36.1 Bu Problem Oturumu Ne Hakkinda?

Dokuzuncu problem oturumu (Justin Solomon), dinamik programlama iizerine iki oturumun ikincisi; bu
kez pseudopolinom DP odakta dort problemi SRTBOT cercevesiyle ¢ozer (Sekil 39.1). Solomon “bu set
oncekinden kolayd1” der — clinkii pseudopolinom, runtime’da “kullanmaman gereken” sayisal parametreleri
(k, b) kullanmaya izin verir, bu da recurrence kurmay1 kolaylastirir.

“we learned in class about pseudo polynomial time style dynamic programs. Somehow, that
language is a little bit liberating.” — Solomon, 0:26

Bes problem planlanmisti; Solomon dordiinii isledi (9-5 “duvar 6rme” zaman yetmedigi icin atlandi — bkz.
Boliim 36.7 6ncesi son not). Her problem “ifade — Yaklasim — Coziim — Karmasiklik” akisiyla islenir.
Yeni temalar: 0/1 vs simirsiz knapsack, zaman ekseninin topolojik sira vermesi, toplam-terimli runtime
— precomputation sinyali, ve minimax (adversarial) DP.

@ Yaklagim — ortak strateji: istenen runtime’1n seklini hocanim ipucu gibi oku

Dort problemin tamami ayni refleksle baglar: once alt problemi (Subproblem) tanimla, sonra “bu
alt problemde hangi yerel karar1 versem geri kalani bir kii¢iik alt probleme iner?” diye yerel kaba
kuvvet uygula; bu recurrence’r (Relation) verir. Pseudopolinom dili bu oturumda isi kolaylastirir:
runtime’da k ve b gibi sayisal parametreleri kullanmaya izin verince recurrence dogal akar. Incelik
istenen runtime’1 bir teshis araci gibi okumakta: O(nbk) gibi bir ¢carpim dogrudan tablo boyutu x
hiicre igidir; O(k|P| + k?|S|) gibi bir toplam ise “DP diginda 6n-igleme var” der; bir min i¢cinde max
ise adversarial bir minimax kurar. Bu oturum, DP kasin1 bu dért SRTBOT’la pseudopolinom yoniinde
calistirir.
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https://www.youtube.com/watch?v=KPkOkiwAlbY
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/mit6_006s20_prob9/

36 Problem Oturumu 9

Ortak tema:

runtime'in SEKLI ¢oziimii
Problem Oturumu 9 ele verir
(DP problem oturumlarinin (toplam m1 carpim mi,
IKINCISI — pseudopolinom) ) hangi parametreler)
- — pseudopolinom dili
‘liberating’

Problem 1 Problem 2 Problem 3 Problem 4
Coin-Craftin Tim kariyer fuar Protein parsin Lazy egg dro
¢ (sinirsiz + bosaltma, . P & . Y ees P .
(0/1 knapsack, O(n2)) 0(nbk)) (naif — precompute) (minimax / adversarial)

Sekil 36.1: Problem Oturumu 9’un kavram haritast: kok (PS9) dort probleme dallanir ve ortadaki ortak tema
diigimii dordiinii birden yonlendirir. Problem 1 Coin-Crafting’i 0/1 knapsack ile ¢cozer — her
nesneden en fazla bir tane, j—1’e gecerek nesneyi tiiketir, (n+1)? hiicre x O(1) = O(n?) polinom.
Problem 2 Tim the Beaver kariyer fuarin1 SINIRSIZ knapsack + ¢anta bosaltma ile ¢6zer — ayni
stant tekrar tekrar alinir, canta dolunca eve gidip bosaltilir, zaman hep ileri aktig1 icin topolojik
siray1 zaman verir, kb hiicre x O(n) = O(nbk) pseudopolinom. Problem 3 Protein Parsing’i naif
v1’den (string-karsilagtirma her adimda, O(|S|-|P|-k) iki dev carpim) precompute v2’ye (hash + m
iiyelik tablosu) indirger; runtime’da ¢arpim degil TOPLAM gormek precomputation sinyalidir,
O(k-|P| + k2-|S]). Problem 4 Lazy Egg Drop’u minimax DP ile ¢bzer — yumurta adversarial,
min i¢inde max; topolojik sira harcanan kaynaktan degil belirsizligin DARALMASINDAN gelir,
O(n*k). Ortak tema — istenen runtime’1n sekli (toplam mi ¢arpim m1, hangi parametreler) ¢oziimiin
yapisini ele verir — Solomon’un dort probleme de ayni kapidan girmesini saglar.
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36.2 Problem 1: Coin-Crafting — 0/1 Knapsack

Sekil 36.2 iki knapsack varyantim yan yana motordan gercek verilerle gosterir: solda Problem 1 (0/1, O(n?)
polinom), sagda Problem 2 (sinirsiz + ¢anta bosaltma, O(nbk) pseudopolinom). Tek bir “kapasite i¢inde max
deger” cekirdegi iki farkl kisitla karsi karsiya gelir; figiir her ikisini birden kapsar ve asagidaki iki problemin
kopriisiidiir.

iki knapsack: 0/1 (her nesne = 1 kez, O(n2)) vs SINIRSIZ + bosaltma (zaman = topolojik sira, O(nbk) pseudopolinom)

P1 — 0/1 knapsac er nes = 1 kez P2 — SINIRSIZ knapsack + canta bosaltma
/ segﬁg\ * 1 ll(l g}" + ? = 98 ) zaman HEP ILERI akar E topolojik sﬁ"a (Solomoﬁ 30:00)
* * *
stant 0 stant 0 stant 1
P=8 P=5 || P=11 || P=6 P=3 10 L0 iadl
0 1 2 3 4 5 6 7 8 :1 dk
K=2 K=1 K=3 K=2 K=1

bitce: 5 para 1> 3 +%+71 = 5 harcandi

I " " " " I canta dolulugu (kapasite b = 2)
b'ye dayaninca - EVE GIT - b'ye sifirlanir

. 1 bosalt bosalt
x(i, j) = i para + ILK j nesneyle max gelir

. jYiYAPMA - x(i,j—1)

* j'YiYAP (i = K) - P+ x(i-K;, j-1)

her iki dalda da j— j—1 : nesne TUKETILDI (tekrar alinamaz, max havahlk = 24 kb hiicre x O(n) = O(nbk)
PSEUDOpolinom
10 + 10 + 4 (ayn stant tekrar) (k, b runtime'da — girdi boyutunda degil)
P (n+1)% x O(1) = O(n?)
max gelir = 19 POLINOM

Sekil 36.2: ki knapsack yan yana — Problem 1 ve Problem 2 IMZA. Veri MOTORDAN (P1: P=[8,5,11,6,3]
K=[2,1,3,2,1] biitce 5 — 19 = bitmask; P2: C=[10,4] W=[2,1] t=[1,0] b=2 h=1 k=9 — 24 =
eylem-DFS). SOL P1 — 0/1 knapsack (her nesne < 1 kez): 5 nesne karti (P fiyat iist, K eritme alt),
secilenler (11+5+3) amber yildizli; biitge cubugu 5 para — 3+1+1 dolu; x(i,j) recurrence kutusu
(yap — j—1’e GEC / yapma — j—1, her iki dalda nesne tiiketilir); sonug 19 rozeti; ‘(n+1)> x O(1)
= O(n?) POLINOM’. SAG P2 — SINIRSIZ + ¢anta bosaltma: zaman ¢izgisi 9 dk + motor-optimal
eylem dizisi (stantO—eve—stant0—eve—stantl, ayn stant tekrar); canta doluluk basamak grafigi
(b=2’ye dayaninca EVE GIT — b’ye sifirlanir amber ok); ‘zaman HEP ILERI — topolojik sira
(Solomon 30:00)’; sonug 24 rozeti; ‘kb x O(n) = O(nbk) PSEUDOpolinom (k, b runtime’da)’.

36.2 Problem 1: Coin-Crafting — 0/1 Knapsack

ifade. Bir hirsizin n 6zdes altin parasi var; bunlari eritip 7 nesneden bazilarini iiretip aliciya satacak. Nesne
fiyat P;, eritme sayis1 K (iiretmek i¢in gereken para). Her nesneden en fazla bir tane (0/1). Toplam para
biitcesiyle geliri maksimize et.

@ Yaklagim — iki dogal parametre: hangi nesneyi yaptim + kag para harcadim

Iki dogal parametre var: hangi nesneyi yaptim (nesne indeksi) + kac para harcadim (kalan biitce). Bu
klasik 0/1 knapsack. Nesne sirast 6nemsiz oldugu icin topolojik siray1 nesne indeksi verir; her nesne icin
yerel kaba kuvvet ikiye iner — yap ya da yapma. “Her nesneden en fazla bir tane” kisit1 recurrence’in
yapisina gomiiliir: her iki secenekte de j — 5 — 1 ilerler, yani bir kez bakilan nesne tiiketilir.
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“the two variables here, when [ make a new object, is what object did I make? And how many
coins did I spend?” — Solomon, 14:30

Sekil 36.2 (sol panel) bu 0/1 knapsack’i motordan gergek verilerle gosterir: ornek fiyatlar P = [8, 5,11, 6, 3]
ve eritmeler K = [2, 1, 3,2, 1], biitge 5 para i¢in optimal gelir 19 — nesneler 11 + 5 + 3 segilir (/X toplami
3+ 1+ 1 = 5, tam biitce). Bagimsiz bitmask tanig1 da aym1 19’u verir.

Coziim. S: x(i, j) = i para ve ilk j nesneyle elde edilebilen maksimum gelir. R: iki se¢enek — 5’yi yapma
— x(i,j —1); j’yiyap (yalmz i > K ise) = P; + x(i — K, j — 1); ikisinin max’1. T: ikinci indeks (j)
azalir. B: (0, j) = 0 (para yok), z(i,0) = 0 (nesne yok). O: z(n,n).

def coin_craft(P, K, budget=None): # (n+1)2 x 0(1) = 0(n?)
n = len(P)
budget = n if budget is None else budget # butgce = n Ozdes para

x = {(i, ©): @ for i in range(budget + 1)} # taban: nesne yok - ©
for j in range(1, n + 1):
for i in range(budget + 1):

best = x[(i, j - 1)] # j'yi YAPMA > j-1

if K[j - 1] <= i: # j'yi YAP (para yeterli)
best = max(best, P[j - 1] + x[(i - K[j - 1], j - 1)])

x[(i, j)] = best # her iki dalda da j -» j-1

return x[ (budget, n)], x

Karmagikhk. (n + 1)2 alt problem x O(1) ig = O(n?).

1 Bonus — SRTBOT u koda cevirmenin iki yolu

Solomon SRTBOT’u koda ¢evirmenin iki yolunu gosterdi: memoization (yukaridan-asagiya; “zaten
hesapladiysam tabloya bak, dondiir” — DP’nin sihri tek satirda) ve bottom-up (asagidan-yukariya; j
siitunlarini sirayla doldur, recursion yok). ikisi sabit-carpan farkiyla esdeger; pratikte bottom-up (y18in
yiikii yok + netlik) tercih edilir. Yukaridaki kod bottom-up siiriimdiir.

36.3 Problem 2: Tim the Beaver Kariyer Fuari — Sinirsiz Knapsack + Canta
Bosaltma

ifade. n stant; nesne i: havalihk C;, agirhik W, sira-bekleme ¢,; her siraya girmek +1 dk. Canta kapasitesi b;
eve gidip ¢anta bosaltma h dk (sonra +1). Toplam siire k. Ayni nesneden birden ¢ok alinabilir (sinirsiz). k
dakikada maksimum toplam havaliligi bul; hedef O(nbk).

@ Yaklagim — iki kisit: siire ve agirlik; topolojik siray1 zaman verir

Iki kisit var: siire ve canta agirhgi. Kilit: canta bosaltilabildigi igin agirlik monotonik azalmaz —
ama bogaltmak da siire harcar. Yine de zaman hep ileri akar — bir adim atan her secenek ya isi
bitirir ya kalan siireyi kesin azaltir; bu da topolojik siray1 zamandan dogurur (bosaltmak agirlig1 geri
yiikselttiginde bile). Ayni stant tekrar tekrar alinabildigi icin bu simirsiz knapsack’tir: nesne indeksinde
ileri gegmek yerine her secenekte tiim stantlar yeniden taranir.
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“time always moves forward for Tim the Beaver... that’s what’s going to give us our topological
order.” — Solomon, 30:00

Sekil 36.2 (sag panel) bu sinirsiz knapsack’i motordan gercek verilerle gosterir: iki stant (C', W,t) =
(10,2,1) ve (4,1,0), canta b = 2, ev h = 1, siire k = 9 i¢in optimal havalilik 24 — motor-optimal senaryo
stant 0 — eve — stant 0 — eve — stant 1 (10 + 10 + 4, ayn1 stant tekrar), tam 9 dakikay1 kullanir. Bagimsiz
eylem-dizisi DFS tanig1 da 24 verir.

Coziim. S: z (7, j) = i dakika ve ¢antada j agirlik-yeri kalmigken maksimum havalilik. Rz ii¢ tip segenegin
max’1 — (1) pes et — 0; (2) her stant m i¢in: Cj;, + x(i —t; — 1, j — W) (uygunsa: i —t,;, — 1 >
0Aj—W,, >0);3)evegit: (i — h — 1, b) (havalilik yok, agirlik-yeri b’ye sifirlanir; i — h — 1 > 0 ise).
T: her secenek ya biter ya siireyi azaltir. B: (0, ) = 0. O: x(k, b).

def career_fair(C, W, t, b, h, k): # kb x O0(n) = 0(nbk)
n = len(C)
x = {(0, j): @ for j in range(b + 1)} # taban: siire yok > @
for i in range(1, k + 1): # zaman artan (topolojik)
for j in range(b + 1):
best = 0 # (1) pes et
for m in range(n): # (2) stant m (SINIRSIZ tekrar)

ii, j3 =1 - t[m] - 1, j - W[m]
if ii >= @ and jj >= 0:
best = max(best, C[m] + x[(ii, jj)1)
ifi-h-1>=0: # (3) eve git » yer b'ye SIFIRLANIR
best = max(best, x[(i - h - 1, b)])
x[(i, j)] = best
return x[(k, b)], x

Karmagiklik. kb alt problem x O(n) is (stantlar iizerinde dongii) = O(nbk). Pseudopolinom: k ve b
runtime’da goriiniir — girdi boyutunda degil, sayisal degerlerinde.

36.4 Problem 3: Protein Parsing — Precomputation ile Hizlandirma

ifade. ACTG den olusan DNA dizisi .5; uzunlugu < k olan marker listesi P. S’yi alt-dizilere b6l (division);
deger = P’de olan parga sayis1. Maksimum degeri bul; hedef O(k|P| + k?|S]).

@ Yaklagim — toplam-terimli runtime precomputation sinyalidir

Once naif DP kurulur, sonra runtime diizeltilir. Asil ipucu istenen runtime’1n seklinde: O (k| P|+ k?|S])
bir toplam, klasik “alt problem x ig” formiiliiniin verdigi ¢carpim degil. Cogu DP bir tablo doldurur ve
runtime bir carpimdir; bir toplam goriince “DP disinda 6n-isleme (precomputation) var” diye okumak
gerekir. Burada on-isleme, P marker’larin1 hash’lemek ve S’nin her araliginin markerligini bir m
tablosuna doldurmaktir; DP kismi ondan sonra tabloyu O(1) okur.

“I see two terms. Most of our dynamic programming things involve filling in a table, where you
would expect there to be a product. So... maybe I have to do some pre-computation.” — Solomon,
56:30
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Sekil 36.3 bu iki asamay1 motordan gercek verilerle gosterir: $S = $ ACTGACTGA ve P = {ACT, GA,
TGA, CT} icin maksimum deger 4 — optimal boliinme ACT | GA | CT | GA, dort markerla dokuz harfi tam
doser. Ug bagimsiz tanik (naif v1, precompute v2, tiim-boliinmeler brute) birebir 4 verir.

Coziim — v1 (naif, yavas). S: 2:(7) = S[i:| sonekinin maksimum degeri. R: 2(7) = max( z(i+ 1) [karakteri
atla, deger yok], her marker i¢in: marker S’ye i’de uyuyorsa 1 + x (i + |marker|) ). T: 7 artar. B: z(|S|) = 0.
O: z(0). Siire: |S| alt problem x|P| marker x O(k) string-kargilagtirma = O(|S| - |P| - k) — iki biiyiik
sayinin ¢arpimi, ¢ok yavas.

Coziim — v2 (precomputation). m[i, j] = 1 eger S[i:j] € P, yoksa 0. (1) P’deki tiim string’leri hash’le
— O(k|P|) (birinci terim). (2) m’i doldur: her i igin j = ¢ + 1 ... 7 + k (uzunluk < k), S[i:j]’yi hash’le
O(k) + P-hash’te ara — O(k?|S|) (ikinci terim). Revize R : x(i) = max ey (ml[i,i + j] + (i + j) ).
DP kismi O(|S| - k) — diger terimlerden kiigiik.

(Indeks kopriisii: prose, kaynaktaki gibi m’in ikinci indeksini bitis konumu olarak kullanir — mli, j], parca
S[i:j]. Asagidaki kod ve figiir ise ikinci indeksi par¢a uzunlugu alir: kodun ml[i)[j]’si, prose’'un m[i, i+ j| sine
denktir.)

def protein_v2(S, P, kmax): # o(k-|P| + k2-|s|)
n = len(S)
pset = set(P) # (1) P'yi hash'le — 0o(k-|P])
m= [[0] * (kmax + 1) for _ in range(n + 1)] # (2) m[i][j] Uyelik tablosu
for i in range(n): # - o(k*-|s])

for j in range(1, min(kmax, n - i) + 1):
if S[i:i + j] in pset:

m[i][j] = 1
x = [0] * (n + 1) # (3) klguk DP — 0O(]|S]-k)
for i in range(n - 1, -1, -1):
best = ©

for j in range(1, min(kmax, n - i) + 1):
best = max(best, m[i][j] + x[i + j]) # yalniz TABLOYU okur
x[i] = best
return x[0], m

+

Karmagiklik. O(k|P| + k2|S|). iging: tiim precomputation’dan sonra DP kismi runtime’da énemsiz kalir.

36.5 Problem 4: Lazy Egg Drop — Minimax DP

ifade. n kath bina (kat yiikseklikleri A (i), siral), k yumurta. Yumurtanin kirilmadan atilabildigi en yiiksek
kat1 bul. Her atis maliyeti = inilen kat yiiksekligi (merdiven inip kontrol). Yumurta kirilirsa {ist sinir 4 bir
yumurta gider; kirilmazsa geri alinir (yeniden kullanilir), alt sinir. Toplam yiiksekligi (en kotii durumda)
minimize et; hedef O(n3k).

@ Yaklasim — adversarial yumurta: belirsizlik araligim izle, min i¢inde max kur

Bu bir deney tasarimi problemi. Belirsiz kat araligi hep baglantihidir (bir kat kirilirsa iistiindeki tiim
katlar da kirilir), bu yiizden durumu bir aralik [z, j] olarak izlemek yeterli. Yumurta adversarial kabul
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Protein ayristirma: en cok markeri kapsayan bélinme

marker kiimesi P
optimal béliinme: ACT - GA - CT - GA - 4 marker
ACT v
ACT GA CcT GA
GA v
S = A C T G A C T G A TGA
cT v
0 1 2 3 4 5 6 7 8
IPl=4 k=3
Naif tekrar-hesap vs PRECOMPUTE: runtime'da TOPLAM = sinyal
vl — naif snce (1) P > hash (2) mil[j] tablosu (3) kiigiik DP
DP icinde her adimda ~ HESAPLA| acT P S ac D
string-karsilastirma — S[izi+jlEP x(l)y;ﬂ;ﬁé}\ég}%]&]&igﬂ)
o(|S|-|P|-k) TGA cr 8 adet 1 cevap = 4
iki dev carpim - YAVAS o(k'lpl) ~k2:|S]) O(|S|"k)
toplam runtime = O(k:|P| + k2:|S|)
vl =v2 = brute = 4 runtime'da TOPLAM goriiyorsan precompute sinyali (Solomon 56:30)

Sekil 36.3: Protein parsing: naif tekrar-hesap vs PRECOMPUTE — Problem 3. Veri MOTORDAN (S=ACT-
GACTGA, P={ACT,GA,TGA,CT}, k=3, ii¢ tanik vl==v2==brute==4, m tablosunda 8 adet 1).
UST: DNA seridi 9 harf kutu + optimal boliinme ACT|GA|CT|GA (4 amber marker blogu) +
sagda P marker listesi (kullanilanlar v*). ALT: iki-agamali boru hatti — v1 naif (soluk kirmuizi,
O(|S|-[P|-k) iki dev ¢arpim YAVAS) — ‘Once HESAPLA’ oku — v2 {i¢ precompute kutusu: (1)
P — hash O(k-[P]), (2) m[i][j] iiyelik tablosu mini gorsel (1’ler amber) O(k?-|S|), (3) kiigiik DP
O(JS|-k); toplam runtime O(k-|P| + k2-|S|) rozeti; ‘runtime’da TOPLAM goriiyorsan precompute
sinyali (Solomon 56:30)’.
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edilir: kirtlir/kirtlmaz se¢imini en cok isi yaptiracak sekilde yapar, ¢linkii en kotii durumu sinirlamaya
calisiyoruz. Bu da recurrence’1 bir minimax yapar — biz hangi kattan atacagimizi secerek maliyeti
minimize ederiz, yumurta sonucu secerek maliyeti maksimize eder (min icinde max).

“the egg might be an adversarial egg... we’re trying to upper bound the amount of work... and
I’'m trying to design a procedure that minimizes my work.” — Solomon, 1:15:15

Sekil 36.4 bu minimax’1 motordan gercek verilerle gosterir: n = 6 kat, h[f] = f, k = 2 yumurta igin
minimum en-kotii maliyet 14 — DP’nin ilk atigi kat f = 2, kirilirsa [1, 1]’e 1 yumurta, kirilmazsa [3, 6]’ya 2
yumurta diiser. Bagimsiz politika-simiilasyonu tani81 yedi gercek esigin hepsinde dogru esigi bulur ve en kotii
maliyetini tam 14 (adversarial = en kotii gergek esik) verir. kK = 1 tek-yumurta hali zorunlu asagidan-yukari
tarama yapar (Xh = 21); yumurta arttik¢a maliyet [21, 14, 12, 12] doymaya gider.

Coziim. S: $x(i, j, e) = $ belirsiz katlar [7, j] ve e yumurta kalmigken minimum toplam yiikseklik. R (minimax):
z(i,§,e) = minge; 5[ h(f) +max(z(i, f —1,e—1) [kirldi], z(f + 1, j, e) [kirilmadi] ) 1$. T: belirsizlik
genigligi j — i kesin azalir (yumurta harcamasi degil!) — topolojik. B: x(i, j,0) = 0o (yumurta bitti ama
kat belirsiz — min’de asla se¢ilmez); z(i,7 — 1, e) = O (aralik tek kata indi). O: z(1,n, k).

def egg drop(h, k): # n%k x 0(n) = 0(nk)
n = len(h) - 1
memo, choice = {}, {}

def x(i, j, e):
if j < i: return 0 # aralik cozuldi
if e == O: return INF # yumurtasiz belirsizlik
if (i, j, e) in memo: return memo[(i, j, e)]
best, bf = INF, None
for £ in range(i, j + 1): # hangi kattan atayim? (MIN)

cand = h[f] + max(x(i, f - 1, e - 1), # kirildi (yumurta -1) 4 adversarial

x(f + 1, j, e)) # kirilmadi (aralik Gsti) 4 (MAX)
if cand < best:
best, bf = cand, f
memo[ (i, j, e)] = best; choice[(i, j, e)] = bf
return best

return x(1, n, k), memo, choice

Karmagikhk. n? (iki kat indeksi) X k (yumurta) alt problem x O(n) (f dongiisii) = O(n’k).

Atlanan S. problem (duvar 6rme): Karo dizerek duvar 6rme; runtime iistel ama problem buna
izin verir — “kiiciik parametrelerde iistel” kabul, yasak olan iki dev iistelin ¢carpimi. Solomon
zaman yetmedigi icin islemedi (transkript 1:24:34).

398



36.5 Problem 4: Lazy Egg Drop — Minimax DP

Lazy egg drop (PS9 P4) — minimax DP + politika-simiilasyon tanigi

Lazy egg drop: DP'nin ilk atisi f=2 (minimax)

6 kath bina - h[f] =f
6
5 KIRILDI
[1, 1] 1 yumurta
x(1,1,1)
4
3
. KIRILMADI
2 « ilkatis =2 (3, 6] - 2 yumurta
x(3,6,2)
1

kat f:

x(i,j,e) = min_f [ h(f) + max(kirildi, kirlimadi) ]

yumurta ADVERSARIAL — en kéti sonucu varsay (Solomon 1:15:15)

topolojik sira: belirsizlik j—i DARALIR (yumurtadan degil)

Politika simiilasyonu — her gercek esik icin maliyet
max = 14

gercek esik t: o 1 2 3 4 5 6

DP maliyeti: 3 3 10 | 14 ) 14 | 13 13

DP politikasi HER esikte dogru esigi bulur

en kot maliyet == x(1,n,k) = 14 (adversarial tanik

Doyma egrisi — x(1,6,k)

24 21

4. yumurta ise yaramaz
(belirsizlik-daralmasi baskin)

12

yumurta sayisi k

Sekil 36.4: Lazy egg drop: minimax DP + politika simiilasyonu — Problem 4 IMZA. Veri MOTORDAN
(h=[0,1,2,3,4,5,6], k=2 — x(1,6,2)=14; politika-sim 7 esik HEPSI dogru + max maliyet 14; ilk atig
f=choice[(1,6,2)]=2; k=1 — Xh=21; doyma [21,14,12,12]). SOL: 6 katl1 bina, DP’nin ilk atig1 f=2
amber vurgu; kirild1 dali (amber, [1,1] e=1) ve kirilmadi dali (slate, [3,6] e=2); minimax kutusu
x(i,j,e)=min_fTh(f)+max(kirildi,kirilmadi)] + ‘yumurta ADVERSARIAL (Solomon 1:15:15)’;
topolojik-sira rozeti ‘belirsizlik j—i DARALIR (yumurtadan degil)’. SAG UST: politika-simiilasyon
tablosu — 7 gergek esik t=0..6 i¢cin DP maliyeti [3,3,10,14,14,13,13], max=14 amber; ‘DP politikasi
HER esikte dogru esigi bulur, en kétii == x(1,n,k)=14 adversarial tanik’. SAG ALT: doyma egrisi
k=1..4 — [21,14,12,12], 4. yumurta ise yaramaz (belirsizlik-daralmasi baskin).
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36.6 Ne Ogrendik?

1.

I Alt1 Taginabilir Arag

Bu oturum, DP problem oturumlarinin ikincisiydi ve SRTBOT c¢ercevesini dort pseudopolinom prob-
lemde uyguladi:

0/1 vs sinirsiz knapsack (P1 vs P2): “her nesneden bir tane” (7 — 1’e gec) <+ “sinirsiz” (ayni
indekste kal / her secenegi tara). Ikisi de iki-parametreli (biitce + nesne/zaman).

. Zaman = topolojik sira (P2): agirlik geri artsa bile (canta bosaltma), zaman hep ilerledigi icin

sira garanti. “¢ hem zaman hem topological order”.

. SRTBOT — kod (P1): memoization (top-down, “zaten hesapladiysam dondiir”’) vs bottom-up

(tabloyu sirayla doldur); sabit-carpan esdeger, genelde bottom-up tercih.
Toplam-terimli runtime — precomputation (P3): runtime’da carpim degil toplam goriirsen,
DP diginda 6n-isleme (hash + tablo) yap; DP kismi kiiciiliir.

. Minimax DP (P4): adversarial sonu¢ (yumurta kirilir/kirilmaz) — min i¢inde max; topolojik

sira “harcanan kaynak”tan degil belirsizlik daralmasindan gelebilir.
“Hocay teshis et”: istenen runtime’in sekli (toplam m1 ¢arpim mi, hangi parametreler) ¢6ziimiin
yapisini ele verir.

36.7 Sonraki

Ders 30 (PS10): Problem Oturumu 10 (Quiz 3 Tekrar1) — Jason Ku

Sirada Ders 30 (PS10): Problem Oturumu 10 (Quiz 3 Tekrar1) var — bu kez hoca degisir, Jason Ku
ile DP ve karmasiklik blogunun kapanis tekrarini yapariz. Bu oturumdaki pseudopolinom + minimax
sezgileri ve “runtime’1 teshis et” refleksi, Quiz 3 hazirliginin ¢ekirdegidir.
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37 Quiz 3 Gozden Gecgirme

Do6nemin son quiz tekrart — SRTBOT derin tekrar ve ii¢ gercek sinav problemi (Lotto, DNA, Tapas)

1 Oturum bilgisi

¢ Ku’nun videosu: YouTube — Quiz 3 Review (=84 dk)

¢ OCW sayfasi: MIT 6.006 Quiz 3 Review

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 30 (PS10 / Quiz 3 Review)
¢ Hoca: Jason Ku

¢ Okuma siiresi: =26 dk

Bu normal bir ders degil — Quiz 3 dncesi toplu tekrar oturumudur. Quiz 3 = DP blogu;
Quiz 1-2 konular1 (veri yapilari, ¢izge) kiimiilatif “fair game”dir ama dogrudan test edilmez.

37.1 Bu Quiz Review Ne Hakkinda?

Bu, Jason Ku ile donemin son quiz tekraridir: Quiz 3, tamamen dinamik programlama (DP) {izerine. Ku
once SRTBOT recursive framework’iinii adim adim tekrar eder, sonra Spring *18’den ii¢ gercek simav/6dev
problemini (Lotto, DNA babalik testi, Tapas) bastan sona ¢ozer. Dordiincii problem (Gokemon Po) zaman
yetmedigi icin birakildi.

“This is our last quiz review for the term, quiz 3... It’s on dynamic programming... problem sets 7
and 8, and lectures 15 through 18.” — Ku, 0:19

Kapsam — kitap-numara remap

Ku, kapsami orijinal MIT numaralandirmasiyla anar: “lectures 15 through 18 + problem sets 7 and 8”.
Bu kitaptaki karsilig1:

* Ders 23-27 (L15-L.18; araya Ders 25 = PS8 girer) — DP temelleri (SRTBOT, LCS/LIS, Floyd-
Warshall, pseudopolinom/subset sum).

* DP problem oturumlari Ders 25 (PS8) ve Ders 29 (PS9) — Ku’nun andig1 “PS 7-8”, orijinal
MIT numaralandirmasidir.

Almtilar birebir korunur (Ku “PS7-8” der); kapsam ifadeleri kitap-numaraya remap edilir.
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https://www.youtube.com/watch?v=wEKFGdo4Sck
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/quiz-3-review/

Quiz 3, kursun dinamik programlama smavidir: alt problem tanimu, iliski (recurrence), topolojik sira,
taban durum, ¢ozliim kurma ve siire analizi. Veri yapilar1 Quiz 1’de, ¢izge algoritmalar1 Quiz 2’de kalds;

3 7b@ataddidealen OPdime

* Bu =iiciincii ve son sinav. OMSCS €S-6515(Graduate Algorithms) ekseninde DP, dersin en agir

blokudur — lisansiistii a IMEAUETS VAR iizerinedir. Burada kurulan SRTBOT
isiplini (Once alt pr?bm:am tanninla, sonra recurrencey] matematikle grudan

srreoT QEAYA ta§ INir. Coklu-dizi Boolean DP e o aplinapsack Sinav stratejisi
SRS geni aif suffix DP'Risiti uyghlayamadi3ifida reflekste state-ekle (Lotto:
offset; Tapas: tatli sayaci) — bu, “alt probleme bir soru sor” disiplininin en sik sinav uygulamasidir.

Bu sayfa Pesudopolindarltushis] SREBOT dceboevesiliinodeirgoplekrsay ()i Krprnlbest spoisigiimle

Uc diZi - bagimli indeks

toggle), 3¢ wbip bLinuMETEEER; sf7teric déh syavi straeist, { Datoplik Shgarishiet ceshistir (subs&tsum /

V 4 secim - O(n*)

knapsack imzast)- dengesi

Durum genisletme (Lotto)
.

Sekelk3ZiimIder@3Q’ dn (QuiprdMenicW)Pkieratiy hadivamz, kSkle fQubdeinRsvide tBestdalimla (tuSRIFBOT

parametreercenasi ySigbpeobleanc Relatita didgelogictdpoldgik Base: éasarl@)righnal poobldor; e $her

false dengasiinalennelitigorigindnhoiskeldti s laltgiwobllemler ortiistiigiinde memoize ile DAG’a ¢oker
A M ogonicletme Otto ). (i ND _goecmici oelece O h (Fqe o inee

Ci = OttO - O c, O i

zaman. (3) ¢oklu-dizi Boolean DP (DNA): ii¢ dizi, bagimli indeks elenir, dort secimli OR, kuartik
zaman. (4) pseudopolinom knapsack (Tapas): sifir-bir knapsack art1 tam-s tath sayaci, eksi sonsuz
taban dengesi, k ¢iplak say1 oldugu icin pseudopolinom. (5) sinav stratejisi: s0z arti matematik,
carp toplama, polinom teshisi, taban dengesi, parent pointer. Sonug: Quiz 3 = SRTBOT disiplini
sinavi.

402



37.2 SRTBOT Cercevesi — Derin Tekrar

37.2 SRTBOT Cercevesi — Derin Tekrar

DP, ozyinelemeli (recursive) cercevenin 6zel halidir: alt problemler birden ¢ok kez kullanilinca, cakisan
alt problemleri bir kez hesaplayip memoize ederiz. Ozyineleme agaci, ayni-degerli diigiimler birlesince bir
DAG’a ¢oker; DP tam da alt problemlerin ortiigtiigii durumdur.

S — Subproblems (Alt problemler). x degiskeniyle alt problemleri tanimla: memonun ne dondiirdiigii ve
ne kadar biiyiik oldugu. Kritik kural: taniminda goriinmeyen parametre kullanirsan yanlis yaparsin.

“if you have parameters in your subproblem that don’t appear in your subproblem definition,
you're doing it wrong.” — Ku (Subproblems)

Sira (sequence) problemlerinde yaygin secim: prefix / suffix (tek uctan karar) veya bitisik alt-dizi (iki
uctan/ortadan karar). Bu sinifta suffix kullaniyoruz (soldan-saga okumak kolay); prefix ile birebir ayn1 —
“ayn1 madalyonun iki yiizii”. Coklu girdide indeksleri ¢carpar (her diziden bir prefix/suffix) ve ek durum
tutariz (max mi1 min mi? sira kimde? ¢antada ne kadar yer kald1?).

R — Relate (Bagint1). Alt problemleri matematiksel ifadeyle iliskilendir (kesinlik i¢in s6z degil, formiil).
Genelde (... ) = max /min /> / V /A (bir dizi se¢im). Strateji: alt problem hakkinda bir soru sor (“ilk
karakterle ne yapayim?”’); cevabi bilseydim daha kiiciik alt probleme inerdim — polinom sayida alt problem
oldugu i¢in o sorunun tiim cevaplarini lokal kaba kuvvetle dene.

“it’s really important that you write this in math, because it needs to be precise.” — Ku (Recursion)

T — Topological order (Topolojik sira). “Daha kiiciik”’iin ne demek oldugunu tanimla: bir indeks/parametre
hep artar veya azalir (bazen indekslerin toplami). Bagint1 acyclic ise alt problem grafi DAG’dir — bottom-up
hesaplanir, sonsuz dongii olmaz.

B — Base cases (Taban durumlar). Ozyinelemenin memo simirinin digina tastig1 her yer icin sabit-zamanh
cevap. Taban durum yoksa algoritma sonlu zamanh bile degildir.

“if you write code without a base case, it’s going to be wrong.” — Ku (Base Cases)

O — Original problem (Ozgiin problem). Ozgiin cevabi alt problem(ler)den iiret — cogu zaman tek bir alt
problem, bazen hepsinin max’1 (LIS, max subarray). Tam ¢oziim dizisini geri getirmek icin parent pointer
sakla (en kisa yoldaki gibi geri yiirii).

T — Time (Siire). Genelde alt problem bagina isin toplamu; is her alt problemde ayni sinirliysa ¢arp. Alt
problem sayis1 = her parametrenin deger sayisinin carpm (toplami DEGIL — her biri bagimsiz segilir).
Is/alt problem = bagintida iizerinde optimize edilen segim sayis1 (branching).

“I multiply those numbers together. A lot of people will maybe say, oh, I add them together. No.”
— Ku (Running Time)
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37 Quiz 3 Gozden Gegirme

37.3 Quiz-tarzi Problemler (Spring *18, Tam Coziim)

Asagida ii¢ gercek Spring *18 problemi var; her birinin ¢dziimiinii agmadan dnce kendin dene. Ucii, SRT-
BOT un ii¢ farkli teknigini sergiler: durum genisletme (Lotto), coklu-dizi Boolean DP (DNA), 0/1 knapsack
+ sayac¢ (Tapas). Tiim sayilar QR3 motoruyla dogrulanmastir.

Sekil 37.2 Problem 1’in imza fikrini gosterir: suffix DP’de naif kisit uygulanamayinca durum genisletme ile

“gecmigi gelecek kisiti olarak hatirla” — sonraki izinli oyun offset’i j state’e eklenir, k dongiisii sabit kalir ve
algoritma lineer olur.

Lotto: durum genisletme — gecmisi gelecek kisiti olarak hatirla (Ku, Spring-18 P1)

12-giin kazang seridi — optimal oyunlar amber halka, érnek 7-giin penceresi amber bant

7-gin penceresi (1...7)

pencerede 2 oyun =2 v O O

optimal
2|7 |3|8f1fe]o 25|73

(@)
9

kazanc 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ardisik icoyun i<j<m: m-i=7 (ardisik HERHANGI 7 giinde = 2 oyun)

Durum genisletme — “sonraki oyun en erken i + j” gecisiyle suffix DP

k sec
(k = j)
durum x(i, j) x(i + k, max(1, 7 — k))
“i'de oynadim; sonraki =i + j” (j € 1}.6) k gun sonra oyna - yeni_j = max(1, 7 —|k)
ornek gecisler: gecmisi
k=1 k=2 k=3 k=6 k=11 GELECEK KISITI
yeni_j=6 || yeni_j=5 || yeni_j=4 || yeni_j =1 || yeni_j=1 olara(k h)atlrla
Ku

[k = 11'e bakmak yeter — daha ilerisi asla optimal (arada pozitif giin oynanabilirdi) (Ku)]

[nx6 alt problem x O(11) gecis = O(n) LINEER :+ memo 57 < 6:12 = 72 talel]

Sekil 37.2: Lotto — durum genisletme, suffix DP, O(n) lineer (QR3 Problem 1, IMZA figiir, Spring-18).
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12-giin kazang seridi L = [4,9,2,7,3,8,1,6,9,2,5,7]; ardisik HERHANGI 7 giinde en fazla 2 oyun
(esdeger kisit: ardigik ii¢ oyun i<j<m i¢in m — i > 7). UST panel: optimal oyun giinleri amber
halka + v' (motordan brute-bitmask: giinler 1,3,8,11 — kazanglar 9,7,9,7); 6rnek 7-giin penceresi
amber bant, pencerede < 2 oyun. ALT panel: durum x(i, j) = ‘i’de oynadim; sonraki > i+j” (j €
1..6); gegis x(i+k, max(1, 7-k)); k < 11’e bakmak yeter (daha ilerisi asla optimal — arada pozitif
giin oynanabilirdi). Motordan: lotto(L) = 32 == bitmask brute; memo 57 < 6-12 = 72 (durum
genisletme x6 tamg1). nx6 alt problem x O(11) = O(n) LINEER.



37.3 Quiz-tarzt Problemler (Spring ’18, Tam Céziim)

1 Problem 1 — Lotto (Tiffany Bannen): suffix DP + durum genisletme, O(n) lineer

ifade. n giin, giin i kazanc1 L(4) (pozitif tam say1). Ardisik herhangi 7 giinde en fazla 2 kez loto oyna.
Toplam kazanci maksimize et. Lineer zaman istenir.

Naif deneme. x(i) = i ... n giinlerinde max kazang; R: oyna L(i) + x(i + 1) ya da oynama x (i + 1).
Sorun: kazanclar pozitif — hep oyna; 7-giin kisit1 uygulanmiyor.

Diizeltme — durum genisletme. Giin :’de oynadigim varsay (LIS gibi) ve bir sonraki izinli oyun
offset’i j’yi state’e ekle: x(i,j) = “i’de oynadim, sonraki izinli oyun i + j” (j € 1..6, ¢iinkii asla
? + 6’dan ileri kisitlanamam — daha eski oyunlar daha saga itemez).

“I’'m remembering what happened in the past by describing it as a restriction of something
in the future.” — Ku

Coziim. S: yukanidaki z (7, j). R: (i) = L(i) + max,, x(i+ k, yeni_j), yeni_j = max(1,7—k); k =
bir sonraki oynama giinii offset’i. T: 7 kesin artar (suffix). B: (n) = L(n) (son giin L(n) kullanilir);
L(i)’yi max digina alip U {0} yazilirsa baginti tabana indirgenir. O: max; (i, 1) (ilk ~sabit).
Karmasiklik — anahtar. & dongiisii neden sabit? iki oyun “ortada” sikiginca: 10 ara eleman — en fazla
11’e kadar bak. Bundan ileri oynamak asla optimal degil (arada pozitif kazanch bir giin oynanabilirdi).
Yani 7 alt problem $x, O(11) = $ O(n) lineer.

Kategori (Demaine L.18): suffix alt problem + lokal durum genisletme; sabit ama > 2 branching;
0zglin cevapta alt problemleri birlestirme. “Kavramsal olarak en kolay, implement etmesi en zor” tiir.

indeks kopriisii — Lotto prose vs kod

Prosede taban “son giin L(n)” diye 1-tabanli anlatilir; motorda (1otto) diziler O-tabanhidur,
dolayisiyla son giin indeksi 7 — 1 ve k dongiisii range(j, min(11, n-1-i)+1) ile sinir-
lanir. Ayn1 matematik (D25/D29 emsali): 1-tabanli sinav anlatimi ile O-tabanli kod, —1
kaymasziyla birebir Ortiigiir; motor lotto(L) = 32 degeri her iki okumay1 da dogrular.

Sekil 37.3 Problem 2’nin imza fikrini gosterir: li¢ dizi + C’nin tam boliinmesi; C’deki konum ayr1 bir indeks
degildir (k; + k:j’den tiirer, bagimli indeks elenir) ve karar dort se¢imli bir OR’dur.

1 Problem 2 — DNA Babalik Testi (Alice/Bob/Charlie): 3-string Boolean LCS, O(n*) kuartik

ifade. Uc n-uzunluklu DNA dizisi A4, B, C (CGTA). Charlie (C), esit uzunlukta iki (bitisik olmayan)
alt-diziye boliinebiliyorsa eglesir: biri A’nin alt-dizisi, digeri B’nin alt-dizisi. C"nin tiim karakterleri
kullantlmali (A, B’ninkiler degil). Charlie sahte mi? O(n*) istenir.

Yaklagim. LCS’e benzer ama ii¢ dizi + C"’nin tam boliinmesi. Naif (¢, j, k prefix indeksleri) yetmez —
C"nin kagin1 A’ya, kagin1 B’ye verdigimi bilmem gerek. Durum: k; = C’nin A’ya eslesecek kalan
karakter sayisi, k; = B’ye eslesecek kalan. C”deki konum bagimsiz degil — k; + k,’den hesaplanir
(C suffix’inde k; + k; karakter kalmali).

Coziim. S: $x(i, j, k_i, k_j) = $ Boolean: A suffix(7)’den k,-uzunlukta + B suffix(j)’den k;-uzunlukta
alt-diziyle, C suffix’inin (uzunluk k; + k) tiim karakterleri elesebilir mi? R (V over 4 se¢im): (1) $A_i
= $ilgili C karakteriise & k; > 0: z(i+1, 5, k;—1,k;); (2) B;eslesir& k; > 0:w(4, j+1, k;, k;—1);
(3) Ayiatla: x(i 4 1,7, k;, k;) (0 < n); (4) Byyiatla: (4, j + 1, k;, k;) (j < n). T: i + j kesin
artar (en az biri artar). B: $x(n, n, 0, 0) = $ true (her sey eslesti); A bitti ama k; > 0 — false (ve B i¢in
simetrik). O: z(0,0,n/2,n/2); n ¢ift degilse direkt false.
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37 Quiz 3 Gozden Gegirme

DNA babalik (QR3 P2): 3-string Boolean DP — bagimli indeks elenir, v 4 secim, O(n*%)

UST — Somut érnek-(h-= 6):—C,-A-ve B'nin alt-dizilimlerine 3 + 3 bélinir mii?
A C G T A C G | = CGTACG

G EVET

3 + 3 boliinme var

C1 C G T T A

0 1 2
A-grubu CGT ber - A -gru AG (slate - B)

B Tl TI|JAJ G| C | A | =17ACA G|G|]G|G|G|G

ikinci érnek:

HAYIR (yeterli G yok)
A'da 2 + B'de 1 = 3 G < 6 gerekli

ALT — Durum tasarimi ve karar (recurrence)

Karar (v — 4 secim):
Dur:um.
x(i, j, ki, kj) . Alil=c - x(i+1, ], k-1, kj)
V Bjesle B[jl = c - x(i, j+1, ki, ki—1)
C konumu AYRI INDEKS DEGIL Vv A atla x(i+1, J, k. k)

konum =|C| — (k; + kj)'den TURER - bagimli indeks ELENIR
Vv B;atla x(i, j+1, ki, kj)

Taban DENGESi (Ku): n* alt problem x O(1) karar
true taban x(n,n,0,0) = True VARSA - false tabanlar da SART (dizi bitti ama kota_> Qj»(ﬁafk)e)

Sekil 37.3: DNA babalik testi — 3-string Boolean DP, O(n*) kuartik (QR3 Problem 2, Spring-18). Uc
n-uzunluklu DNA dizisi; C, esit uzunlukta iki ayrik alt-dizilime boliiniip biri A'nin digeri B’ nin alt-
dizilimi olabilir mi? UST panel (somut 6rnek n=6): C,=CGTTAG — EVET, 3+3 boliinme (A-grubu
CGT amber - A=CGTACG; B-grubu TAG slate - B=TTAGCA); ikinci 6rnek C,=GGGGGG
— HAYIR (A’da 2 + B’de 1 =3 G < 6 gerekli). ALT panel (durum/recurrence): x(i, j, k;, kj); C
konumu AYRI INDEKS DEGIL, |C| - (ki+kj)’den TURER — bagimli indeks elenir; karar V 4
segim (A; esle / B, esle / A, atla/ B, atla); taban dengesi: true taban x(n,n,0,0)=True VARSA false
tabanlar da SART (dizi bitti ama kota>0 — False). Motordan: dna_match(A,B,C, )=True == brute
(2" boyama + is_subsequence D24); C, boyamas1 A—[0,1,2], B—[3,4,5]; tek-uzunluk — False.
n* alt problem x O(1) = O(n*).
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37.3 Quiz-tarzt Problemler (Spring ’18, Tam Céziim)

“If you give us a true base case, you better be giving us some false base cases.” — Ku
(Base Cases)

Karmagikhk. i, j € 0..n; k;, k; € 0.n/2 — n* alt problem x O(1) (4 segim) = O(n?) kuartik.

(Gergek babalik degil — kurgu.)

Sekil 37.4 Problem 3’iin imza fikrini gosterir: ¢ekirdek 0/1 knapsack’ine TAM-s tath sayaci eklenir; bu
tam-esitlik kisit1 tabani ikiye boler ve “kota tutmadi — —o0” dengesi —oo tabanlarini zorunlu kilar. k& ¢iplak
say1 oldugu icin runtime pseudopolinom.

Tapas: 0/1 knapsack + TAM-s tathi sayaci — -« taban dengesi (kota tutmadi - asla secilme) - O(nks) pseudopolinom
Tabaklar — TAM 2 tath kotasn (0/1 knapsack) Recurrence + taban dengesi
segilen x : 6 +4 + 5
7’12‘7 ‘L\( 7’% x(i, j, p’) = tabaki..n-1'den =jkalori A TAM s’ tath -» max pacim
V=6 V=4 V=7 v=3 V=5 * YE (Cisjasiss) - Vi+x(i+l, j—-C, s'-si)

* YEME - x(i+1, j, s)
C=3 kcal C=2 kcal C=4 kcal C=1 kcal C=3 kcal

iki dalda da i—- i+1 : 0/1 knapsack (tabak tiiketildi)

kalori butcesi:'8 kcal =+“3'+°2 + 3 =8 (TAM DOLU)

I “ “ “ IDI “ " TRUE taban A FALSE / —» taban

x(n, j,0) = 0 x(n, j, s'#0) = —o
kota tuttu (s'=0) — gecerli kota tutmadi — asla secilmesin
tath sayaci TAM 2/2
true taban varsa - FALSE/-x tabanlar SART (Ku): —», max'ta o dah oldurir
(= degil = : tam-esitlik kisit > s sayaci)
imkansiz kota 6rnegi (motordan) (n+1)(k+1)(s+1) x O(1)
tapas([5], [2], [0], k=10, s=3) = O(nks)
1 er tabak = 1 kez teld tatsiz tabak + s=3 talep - |PREUDOpolinom — k CIPLAK SA¥I
max hacim = 18§ o 51
Ku: subset sum gibi — k girdi boyutunda degil, runtime'da

Sekil 37.4: Tapas — 0/1 knapsack + tatl sayis1, O(nks) pseudopolinom (QR3 Problem 3, IMZA figiir, Spring-
18). n tabak; tabak i: hacim V;, kalori C,, tathilik s, € {0,1}. En fazla k kalori ye; TAM s tath
tabak ye; 0/1; doyma i¢in hacmi maksimize et. SOL panel: 5 tabak kartt (V hacim iist, C kalori alt,
tath rozeti); secilenler (0,1,4) amber ; kalori cubugu 8’e kars1 3+2+3=8 TAM dolu; tath sayaci
TAM 2/2; max hacim 15. SAG panel: x(i, j, s ) iki secim (ye / yeme); taban dengesi — true taban
x(n,j,0)=0 (yesilimsi) AMA x(n,j,s #0)=—00 (amber uyar1: kota tutmadi — asla se¢ilme); imkansiz
mini-ornek tapas([5],[2],[0],10,3)=—00 (tek tatsiz tabak + s=3); polinom-teghis (n+1)(k+1)(s+1) x

§ Problerti53-—"bTupaskObete:Ratiins): (0/1 KnaWsaickd Tl Sayi6i-OXakEspdeudopolinom

Ifade. n tabak; tabak i: hacim V, kalori C;, tathlik s; € {0, 1}. En fazla k kalori ye; tam s tath tabak
ye; ayni tabag iki kez alma (0/1). Doyma i¢in hacml maksimize et. O(nks) istenir.

Once: polinom mu? Girdi = her tabak igin 3 say1, n tabak — n, s polinom; ama k sadece bir
say1 (bir kelimede, iistel biiyiikliikte olabilir). Yani pseudopolinom (subset sum / knapsack gibi).
Sinavda sik sorulur: “runtime polinom mu?”’ — ¢dzmeden, runtime’a bakip girdi boyutuyla sinirlanip
stnirlanmadigina bak.
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“this is a pseudopolynomial running time. Because k is just a number in my problem, similar
to subset sum.” — Ku

Coziim. S: z(i, j,s") = P, ... P, tabaklarindan, en fazla j kalori ve tam s’ tatli ile elde edilebilen
max hacim. R (max, 2 se¢cim): ye > V, + z(i+ 1,7 — C;,s" — s;) (yalmz C; < j A s, < §'); yeme
- x(i+1,7,5") (hep). T: i kesin artar. B: z(n + 1, j,0) = 0 (menii bitti, tam s yendi — iyi); $x(n+1,
j» ) =8 —oo 8" # 0 ise (tath kotas1 tutmadi — asla secilmesin). O: z(1, k, s).

Karmagikhk. (n + 1)(k 4+ 1)(s + 1) alt problem $x, O(1) = $ O(nks) pseudopolinom.

Indeks kopriisii — Tapas prose vs kod

Prosede taban “z(n + 1, j,0)” ve 6zgiin cevap “z(1, k, s)” diye 1-tabanl yazilir; motorda
(tapas) tabaklar O-tabanlidir, dolayisiyla taban i == n (tlim tabaklar tiiketildi) ve 6zgiin
cevap x(9, k, s)’dir. Ayni recurrence (D25/D29 emsali): 1-tabanli sinav anlatimi, kodda
bir indeks kaymasiyla birebir ayn1 tabloyu iiretir; motor tapas(...) = 15 ve imkansiz
kotada -oo her iki okumay1 da dogrular.

@ Atlanan 4. problem — Gokemon Po

Canavar yakala; bir konuma git (ride-share licreti) + bedava yakala, VEYA uygulama-ici satin al
(farkli ticret, konum degismez). Anahtar: en son nerede oldugumu hatirla — sonraki konuma mesafe.
Pseudopolinom degil; konum durumuyla genigletme. Ku zaman yetmedigi icin birakti (transkript 1:09).

37.4 Quiz Hazirhgi Egzersizleri

Egzersiz 1. Lotto’yu prefix alt problemiyle yeniden kur (giin ¢’de oynadigimi varsay, onceki izinli oyun).
Sonucun suffix versiyonuyla ayn1 O(n) oldugunu goster.

Egzersiz 2. DNA probleminde C”deki konumu neden ayri bir indeks olarak tutmaya gerek olmadigini
(k; + k; den tiiredigini) bir 6rnekle agikla.

Egzersiz 3. Tapas’ta “tam s tatli” kisitin1 “en fazla s tatli”ya cevirirsen taban durumlar nasil degisir? Hala
—oo gerekir mi?

Egzersiz 4. Verilen bir runtime’m (6rn. O(nW), O(n?), O(2™ - n)) polinom mu pseudopolinom mu iistel
mi oldugunu, girdi boyutuna gore siniflandur.

Egzersiz 5. U problemin her birinde “alt problem hakkindaki soru”yu (R adimu) tek ciimleyle yaz (Lotto:
sonraki ne zaman oynayayim? DNA: ilk karakteri kime esleyeyim? Tapas: bu tabag1 yiyeyim mi?).

37.5 Sinav Stratejisi (Kapsam Notlari)

» Soz + matematik: S’yi so6zle (memo ne dondiiriir), R’yi matematik formiille yaz — iletisim puanin
yarisl.

* Prefix < suffix degistirilebilir; diziyi ters ¢evir, ayn1 DP. Bu sinif suffix kullanir.

« Alt problem sayis1 = parametrelerin ¢arpim (toplami degil). Is/alt problem = branching.
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37.6 Toplu Cheat Sheet — SRTBOT

¢ Polinom teshisi: runtime’daki her terimi girdi boyutuyla sinirlayabiliyor musun? k/W gibi “¢iplak
say1” varsa pseudopolinom.
* Parent pointer: sadece optimum degeri degil, secimi (hangi giin/tabak/eslesme) geri getirmek i¢in
max’ta hangi alt probleme gittigini sakla.
* Taban durum dengesi: V-temelli Boolean DP’de bir true taban varsa, mutlaka false tabanlar da olmali
(yoksa hep true doner).

eder.

@ Builder Notu — Pseudopolinom Teshisi Gercek-Diinya Refleksi

“Runtime’da ¢iplak say1 var m1?” sorusu sinif diginda her yerde ise yarar: bir DP ¢oziimiiniin O(nW')
olmasi, W biiyiidiik¢e (yiiksek biitge, biiyiik kapasite) pratikte yavaslayacagi anlamina gelir — subset
sum, knapsack, coin change hepsi bu siniftandir. Miihendislikte refleks: bir runtime gordiigiinde “girdi
boyutu kag bit?” diye sor; & bir kelimede siZan bir sayiysa ama runtime k ile carpiliyorsa, girdi log k bit
iken calisma 2'°2* ile biiyiir — pseudopolinom. Quiz 3’iin Tapas problemi tam olarak bu refleksi test

37.6 Toplu Cheat Sheet — SRTBOT

Adim

Ne yapilir

Quiz’de dikkat

S — Subproblems
R — Relate

T — Topological
B — Base cases
O — Original

T — Time

(... ) tammi: memo ne dondiiriir,
ne kadar biiyiik

Matematik baginti:

max /min /) /V over secimler
Bir indeks (veya toplam) hep
artar/azalir - DAG

Memo sinir1 digi icin sabit-zaman
cevap

Ozgiin cevabi alt problemden iiret
(+ parent pointer)

#alt problem (parametre carpimzi)
X ig/alt problem

Tanimda olmayan parametre = sifir puan
S6z degil formiil; “soru sor” stratejisi
Acyclic kanit1 yoksa sonsuz dongii
Taban yoksa sonlu zaman bile degil

Tek alt problem mi, max mi1?

Carp, toplama; polinom/pseudopolinom ayrimi

DP alt problem kategorileri (Demaine L.18): suffix/prefix (tek-ug¢ karar) - bitisik alt-dizi (iki-ug karar) -
coklu dizi (indeks ¢arpimi) - durum genigletme (sira/yon/biitce/tatli/konum) - sayiya gore genisletme (pseudo-

polinom).

37.7 Bu Quiz Review’in Ozeti

1. Quiz 3 = DP blogu (Ders 23-27; L15-L18); tek konu dinamik programlama, omurga SRTBOT.

2. SRTBOT cercevesi: alt problemi sozle tam tanimla, recurrence’t matematikle yaz, topolojik siray1
kanitla, taban durumlar1 (true + false dengesi) kur, 6zgiin cevabi liret, siireyi analiz et.

3. Lotto (durum genisletme): naif suffix kisit uygulayamayinca offset state ekle; “ge¢misi gelecek kisiti
olarak hatirla”; O(n) lineer.
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37 Quiz 3 Gozden Gegirme

4. DNA (¢oklu-dizi Boolean DP): ii¢ dizi; bagimli indeks (C' konumu = k; + k‘j) elenir; V 4 se¢im;
true/false taban dengesi; O(n?).

5. Tapas (pseudopolinom knapsack): 0/1 knapsack + tam-s tatli sayaci; kota tutmadi — —oc taban; k
ciplak say1 —» O(nks) pseudopolinom.

6. Strateji: s6z + matematik, carp (toplama degil), polinom teshisi, parent pointer, taban dengesi.

I Tek Bir Ciimle

Quiz 3’te kritik olan: alt problemi sozle tam tanimla (tanimsiz parametre = puan yok), bagintry1 mate-
matikle yaz, topolojik siray1 kanitla, taban durumlari (true + false dengesi) unutma, runtime’1 girdi
boyutuyla smiflandir (polinom mu pseudopolinom mu). U¢ gercek problem ii teknigi gosterdi: durum
genisletme (Lotto — “gecmisi gelecek kisit1 olarak hatirla”), coklu-dizi Boolean DP (DNA — bagiml
indeks elenir), 0/1 knapsack + sayac¢ (Tapas — pseudopolinom).

37.8 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 5 Kkoprii

Bu son tekrar oturumu, “alt problemi sozle tanimla, recurrence’t matematikle yaz, runtime’1 girdi
boyutuyla siniflandir” disiplinini kurar — kopriilerin 6zeti:

1. Quiz 3 = DP midterm — OMSCS CS 6515: dinamik programlama, graduate algoritma dersinin
en agir blokudur (sinavlarin yarisi DP).

2. Durum genisletme — gercek sistemde “state machine + biitce” tasarimi: kalan kapasite, kalan
adim, son konum — hepsi DP state’i olur.

3. Coklu-dizi DP — biyoinformatik (dizi hizalama), diff/merge araclari, versiyon kontrol — LCS
ailesinin pratik karsiliklari.

4. Pseudopolinom teshisi — “runtime’da ciplak say1 var m1?” refleksi: knapsack, subset sum, coin
change’in pratik yavaglik sinir1.

5. SRTBOT iletisim disiplini — miihendislikte “Once problemi net tanimla, sonra ¢6z”; kod
yazmadan Once alt problemi sozle ifade etmek, gercek refleks.

! Tek bir sey alip gideceksen

SRTBOT, her 6zyinelemeli algoritmanin ¢ergevesidir; DP, alt problemler ortiistiigiinde (memoize —
DAG) devreye girer. Quiz 3’te kritik olan: alt problemi sozle tam tanimla (tanimsiz parametre = puan
yok), bagintiy1 matematikle yaz, topolojik siray1 kanitla, taban durumlari (true + false dengesi) unutma,
runtime’1 girdi boyutuyla siniflandir (polinom mu pseudopolinom mu). Ug gercek problem ii¢ teknigi
gosterdi: durum genisletme (Lotto), ¢oklu-dizi Boolean DP (DNA), 0/1 knapsack + saya¢ (Tapas).
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38 Toparlanma ve Sonraki Dersler

Donem retrospektifi — dort hedef, iic iinitenin tek omurgasi ve 6.046 kopriisii

1 Oturum bilgisi

Ku’nun videosu: YouTube — Lecture 20: Course Review (=38 dk — normal dersten kisa)
OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 20

Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 31 (L20)

Hoca: Jason Ku (donem retrospektifi; sondan bir dnceki ders)

OKkuma siiresi: =24 dk

SONDAN BIR ONCEKI ders — test edilebilir materyal bitti; bu ders yiiksek-seviye
sentez. Onceki ders (Ders 30 / Quiz 3 Review, Ku) DP’yi gozden gegirdi; bu retrospektif
tim donemi tek bir omurgada toplar ve 6.046’ya koprii kurar. Son ders (Ders 32 / L21)
donemi kapatir.

38.1 Bu Derste Ne Var?

Sondan bir onceki ders (Jason Ku): donem retrospektifi + “buradan nereye?”. Test edilebilir tiim materyal
bitti; bu ders 6grendiklerimizi baglama oturtur ve sonraki teori derslerini tanitir — yiiksek-seviye sentez.

“Welcome, everybody, to the second-to-last lecture of 6.006.” — Ku, 0:18

Uc ana parca: (1) 6.006’mn 4 hedefi (neden bu dersi aliyoruz), (2) 3 iinitenin tek bir hikaye olarak ozeti
(veri yapilar1 — ¢izge — DP), (3) 6.046 ve otesi (karmagikligi/modeli gevseten teori dallar).

38.2 1. 6.006’nIn 4 Hedefi

Ders dort (aslinda 3+1) hedef iizerine kuruluydu:

1. Zor hesaplama problemlerini ¢6z — algoritma iiret (6.0001/6.009’daki gibi “bilgisayara ¢ozdiigiinii
goster”™).
2. Dogrulugu kanmitla — her gegerli girdi i¢in dogru cikti; sonsuz girdi uzay1 — dzyineleme + tiimevarim.
“Bu ders aslinda uygulamah 6.042°dir.”
3. Verimliligi kanitla — “iyi” ne demek? Hesaplama modeli (word-RAM) + asimptotik + dl¢eklenebi-
lirlik (performans, girdi biiyiime oranina gore).
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https://www.youtube.com/watch?v=2NMtS1ecb3o
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/mit6_006s20_lec20/

38 Toparlanma ve Sonraki Dersler

Ders 31 (L20): Toparlanma
ve Sonraki Dersler —

/ donem retrospektifi (Ku) \

Dort hedef — neden bu
dersi aliyoruz

Uc iinite — tek omurga

|

¢6z - dogrulugu kamtla
(uyg. 6.042) - verimliligi
kanitla
INSANLARA ILET = EN
ONEMLISI (anlasitmayan
kod tam puan almaz)

|

Quiz 1 veri yapilan (bul) -

Quiz 2 cizgeler (iliski)
Quiz 3 DP = cizge INSASI
(SRTBOT) — cizgeyi SEN

kurarsin

Final icin — L19 tanimlan

P € NP c EXP i¢ ice -
reduction yonu
hard vs complete (genelde
dogru/yanlis sorusu)

6.046 ve otesi — OMSCS CS
6515

|

dogal uzanti: union-find -
MST - max-flow - reduction
tanim gevsetme:
randomized - numerical -
approximation + model

Sekil 38.1: Ders 31’in (L20) kavram haritast: kok = Toparlanma ve Sonraki Dersler (Ku) — donem retrospek-

412

tifi, yliksek-seviye sentez, test edilebilir materyal bitti. Dort dal — (1) Dort hedef: zor problemi
¢0z algoritma iiret, dogrulugu kanitla 6zyineleme arti tiimevarim uygulamali 6.042, verimliligi
kanitla word-RAM art1 asimptotik art1 6lceklenebilirlik, insanlara ilet EN ONEMLISI dogru
ama anlasilmayan kod tam puan almaz. (2) Ug iinite tek omurga: Quiz 1 veri yapilar1 bir sey
bul dizi vs kiime art1 siralama heap counting radix; Quiz 2 ¢izgeler diiglim durum kenar gecis
SSSP genellik-runtime takas1t DAG BFS Dijkstra Bellman-Ford; Quiz 3 DP esittir ¢izge insas1
SRTBOT alt problem diigiim bagint1 kenar topolojik sira DAG, ¢izgeyi SEN kurarsin yaratici
kisim. (3) Final icin L19 tanimlar: P alt kiime NP alt kiime EXP i¢ ige, reduction yonii bilinen-zoru
hedefe indirge, hard vs complete. (4) 6.046 OMSCS CS 6515: dogal uzanti union-find MST
max-flow gercek reduction art1 analiz ¢ok daha zor; tanim gevsetme randomized Las Vegas Monte
Carlo, numerical kesinligi zamanla 6de, approximation sabit-¢arpan yakin, model degisimi cache
quantum parallel. Birlestirici tema: 6.006’nin amaci sadece algoritma yazmak degil dogrulugu ve
verimliligi insanlara iletmek; ii¢ iinite tek 6zyinelemeli hikayedir bul iligkilendir insa et; 6.046 bu
hikdyeyi derinlestirir ve dogru verimli tanimin1 gevsetir.



38.3 2. Karmasiklik — Final I¢in (L19 Ozeti)

4. Insanlara iletisim — en 6nemlisi. Kod dogru olsa bile ne yaptig1 anlasiimazsa tam puan yok.

“your algorithm might be correct or efficient, but you need to be able to communicate that to

humans.” — Ku

Bilgisayar bilimi biiyiik 6lciide baskalariyla calismaktir; ne yaptigint ve neden dogru/verimli oldugunu
iletemezsen sinirlisin. Sekil 38.2 dort hedefi soldan saga kademeli bir disiplin olarak dizer ve dordiincii

kademeyi (iletisim) amber/biiyiik olarak 6ne ¢ikarir.

6.006'nin dort hedefi — bir algoritmayi yalniz ¢gé6zmek degil, dogrulugunu ve verimliligini KANITLAYIP iNSANLARA iLETMEK

ZOR PROBLEMI
coz

Hesaplama problemini
bir algoritmayla ¢6z.

DOGRULUGU
KANITLA

Ozyineleme + timevanm
— "uygulamall 6.042"

VERIMLILIGi
KANITLA

word-RAM + asimptotik
+ dlgeklenebilirlik.

)

iNSANLARA
iLET

Algoritmani baskalarina
ANLATABILMELISIN.

"yolur algorithm might be correct or efficient, but you feed
to be able to communicate that to humans"

350Kk

dogru ama anlasilmayan kod TAM PUAN ALMAZ — bilgisayar bilimi biiyiik 6lciide BASKALARIYLA calismaktir

Sekil 38.2: 6.006’nin dort hedefi (Ku L20 §1): bir algoritmay1 yalmz ¢ozmek degil, dogrulugunu ve verimlili-
gini KANITLAYIP INSANLARA ILETMEK. Soldan saga DORT kademe (akis oklariyla bagl):
(1) ZOR PROBLEMI COZ — algoritma tasarla; (2) DOGRULUGU KANITLA — 6zyineleme
+ tiimevarim ‘uygulamali 6.042’; (3) VERIMLILIGI KANITLA — word-RAM + asimptotik +
olgceklenebilirlik; (4) INSANLARA ILET — EN ONEMLISI (amber, biiyiik), Ku alintis1 ‘your
algorithm might be correct or efficient, but you need to be able to communicate that to humans’.
Alt serit: dogru ama anlagilmayan kod TAM PUAN ALMAZ — bilgisayar bilimi biiyiik l¢iide
BASKALARIYLA caligmaktir. KAVRAMSAL figiir (say1 yok).

38.3 2. Karmasiklik — Final icin (L19 Ozeti)

L19 (Ders 28) hicbir 6devde islenmedi; final’de tammmlar test edilir. Mesaj: cogu problem “iyi” (polinom)
¢oziilemez — ama Onemsedigimiz problemler rastgele degildir: ya certificate ile polinom-zamanda

dogrulamir (NP) ya da iistel kaba kuvvetle ¢oziiliir.

“the problems we think about are not random.” — Ku

Final’de beklenenler: P/NP/EXP i¢ ice gecisi (X P O NP O P), reduction yonii (A’y1 zor-bilinen B’ye
indirgersen A da zordur), hard vs complete ayrimi. Genelde dogru/yanlis sorusu. Sekil 38.3 bu ii¢ tanim1 yan

yana ii¢ mini-kartla toplar.
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38 Toparlanma ve Sonraki Dersler

Final hazirhigi — L19 tanimlari: siniflar - reduction yoénii - hard vs complete

' = 'S =) ' =)

[ 1 - ic ice kiimeler ] [ 2 - reduction yonu ] [ 3 - hard vs complete ]
NP-hard )
' ™~ A=B -har
iistel kaba
EXP  netemsiinr A B, | NP
bill ZOR hedef
NP-
NP — Bde ZOR comp.
olinomda
Doé’RuILANABiLiR YANLIS
B >< A
P NP disina
polinomda o ., TASABILIR
COZOLUR ters yon A'yl zor YAPMAZ -
NP-hard: alt sinir (= tiim NP)
Kural: bilinen-zor A'yi hedef B'ye
L ) indirge - B zor. NP-complete = NP n NP-hard
P S NP € EXP sey: "A'yi zor-bilinen (hem NP'de hem NP-hard)
geme" = bu y
- - - - - -

Final genelde DOGRU/YANLIS sorusu — tanimlari EZBER degil KAVRA

Ku: 6nemsedigimiz problemler RASTGELE DEGIL — “the problems we think about are not random"

Sekil 38.3: Final hazirligt — L19 tanimlart (L20 §2): siniflar - reduction yonii - hard vs complete. KART
1 ‘i¢ ice kiimeler’: EXP O NP D P i¢ ice bant (6nemsedigimiz problemler rastgele degil —
ya NP’de polinom-DOGRULANABILIR ya da iistel kaba kuvvetle COZULEBILIR). KART 2
‘reduction yonii’: DOGRU yon amber ok — bilinen-ZOR A < hedef B => B ZOR; TERS y&n
kirmizi carpr (A'y1 zor YAPMAZ). KART 3 ‘hard vs complete’: NP-hard = alt sinir (NP DISINA
tagabilir); NP-complete = NP N NP-hard. Alt serit: tanimlar1 EZBER degil KAVRA + Ku tanig:
‘the problems we think about are not random’. KAVRAMSAL figiir (say1 yok).

38.4 3. U¢ Unite — Quiz 1: Veri Yapilan (Kara Kutular)

Sabit-olmayan boyutta girdide bir sey bulmak. Iki sorgu tipi: dizi (extrinsic sira) vs kiime (intrinsic
anahtar).

* Dizi: dinamik dizi (Python list — en yaygin; sona ekle/cikar siiper) ve sira AVL (ortaya ekleme icin).
» Kiime: hash table (sozliik iglemleri O(1) beklenen), kiime AVL (dinamik sirah islemler: 6nceki/son-
raki), sirali dizi (statikse yeterli).

Sonra bu veri yapilarini siralama icin kullandik: 6ncelik kuyrugu siralamasi (dizi/sirali dizi — n?), heap
sort (nlogn), AVL sort, ve counting/radix (direct access array — lineer, polinom-sinirli sayilar).

Bu iinite, sonraki ikisiyle birlikte tek bir omurganin ilk pargasidir. Sekil 38.4 bu ii¢ iiniteyi tek 6zyinelemeli
hikaye olarak (bul — iligkilendir — insa et) yan yana dizer; bu IMZA figiir §3, §4 ve §5°i birden kapsar.

38.5 4. Uc Unite — Quiz 2: Cizgeler

Cizge = elemanlar arasl iligki: diiglim = sistemin durumu, kenar = gecis. Ayrik sistemleri (yol ag1, sira-tabanlt
oyun) modellemenin giiclii cercevesi.

Odak: tek-kaynak en kisa yollar — genellik/runtime takasiyla birden ¢ok algoritma:

* DAG (¢evrim yok) — lineer (DAG relaxation).
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38.5 4. U¢ Unite — Quiz 2: Cizgeler

Ug iinite, tek omurga: Quiz 1 (veri yapilari + siralama) - Quiz 2 (cizgeler) -» Quiz 3 (DP = gizge insasi)

Quiz 1 — bir sey BUL

iki kara kutu: SIRA tut - ANAHTARLA bul

KUME (anahtar)

« dinamik dizi hash
* sira-AVL kiime-AVL

siral dizi

siralama — kiimeyi/siray1 HIZLANDIRIR

PQ-sort heap-sort ounting/radi:
nz n_log n Llineer

yavastan hiza: n? = n log n - lineer

Quiz 2 — iLISKILER

digiim = durum - kenar = gegis

bul »
iliskilendir | digim="Yy" T~y | insaet

espiti

. J

tek 6zyinelemeli hikdye: BUL - iLiSKILENDIR - iNSA ET

Quiz 3 — cizgeyi SEN KUR

cizge VERILMEZ — SEN kurarsin

SRTBOT

alt problem = diigiim - bagimhlik = kenar - T = DAG

“quiz 3 material as really an application
of the graph material”

Sekil 38.4: Ug iinite, tek omurga (Ku L20 §3-5 IMZA): Quiz 1 (veri yapilar1 + siralama) — Quiz 2 (cizgeler)
— Quiz 3 (DP = ¢izge insas1). PANO 1 ‘Quiz 1 — bir sey BUL: iki kara kutu DIZI (sira: dinamik
dizi / sira-AVL) vs KUME (anahtar: hash / kiime-AVL / siral1 dizi); siralama seridi n> — n log
n — lineer (kiimeyi/siray1t HIZLANDIRIR). PANO 2 ‘Quiz 2 — ILISKILER’: diigiim=durum
kenar=ge¢is mini-¢izge; SSSP merdiveni BFS — DAG iligki — Dijkstra(w>0) — Bellman-Ford
(kisit gevsedikge siire dogrusaldan uzaklasir). PANO 3 ‘Quiz 3 — ¢izgeyi SEN KUR’: SRTBOT
— alt-problem DAG’1 (alt problem=diigiim, bagimlilik=kenar, T=DAG); Ku alintilar1 ‘quiz 3
material as really an application of the graph material’ + ‘creative process in trying to construct that
graph’. Ug pano amber oklarla bagli; alt rozet ‘tek 6zyinelemeli hikaye: BUL — ILISKILENDIR
— INSA ET’. KAVRAMSAL sentez (asimptotik etiketler simf adidir, 6l¢iilmiis rakam degil).
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38 Toparlanma ve Sonraki Dersler

* BFS — agirliksiz.
* Dijkstra — negatif olmayan agirlik.
* Bellman-Ford — genel (negatif cevrim tespiti).

Bu merdivenin onemli bir 6zelligi: uygulanabildigi yerde hepsi aym cevab1 verir. Sekil 38.5 agir-
liksiz (w = 1) kiiciik bir ¢izgede ii¢ algoritmanin birebir ayn1 ¢ trettigini motor tamgiyla gosterir
— bfs == dijkstra(w=1) == bellman_ford_classic her diigiimde ayni; _verify D31 kosusunda
random.seed(31) ile 60 rastgele cizgede sssp_backbone_check 60/60 True. Kural: kisitin en dar
uygulanabilir basamagim sec¢ (en hizlis1 odur).

Ayni cizge, lic algoritma: genellik ARTAR, cevap DEGISMEZ

SSSP omurgasi — agirliksiz (w=1) ¢izgede BFS = Dijkstra(w=1) = Bellman-Ford ayni 6 (uygulanabilir oldukca)

kaynak s=0
digum BFS Dijkstra(w=1) Bellman-Ford
0 w=1 I 1
0 0 0 0
w=1 w=1 w=1 1 1 1 1
2 1 1 1
I 2 w=1 I 3
3 2 2 2
agirliksiz cizge — her kenar w=1 ii¢ siitun BiREBIR ayni - tek 6
BFS - O(V+E) Dijkstra(w=1) -+ O(Vlog V + E) Bellman-Ford - O(V-E)
(yalniz w=1) (w=0) (her w (negatif dahil))
genellik artar -» - 60 random cizgede birebir (motor tanigi, _verify D31) - kurali: kisitin EN DAR uygulanabilir basamagini se¢ (Quiz 2)

Sekil 38.5: SSSP omurga tanig1 (Ku L20 §4, motor-tanikli): agirliksiz (w=1) ¢izgede BFS = Dijkstra(w=1) =
Bellman-Ford aym § — genellik ARTAR, cevap DEGISMEZ. SOL kiiciik cizge (4 diigiim, kaynak
s=0 amber, her kenar w=1); SAG tablo (satir=diigiim, siitun=BFS / Dijkstra(w=1) / Bellman-Ford)
ic siitun BIREBIR ayn1 — tek 6 (amber esitlik kusagi). Beklenen 6 (kaynak 0): 6(0)=0, §(1)=1,
8(2)=1, 6(3)=2 — _engine’den CANLI alinir + assert; sssp_backbone_check True. Alt rozet: SSSP
merdiveni BFS O(V+E) — Dijkstra(w=1) O(V log V + E) — Bellman-Ford O(V-E) (genellik
artar) - 60 random ¢izgede birebir (_verify D31) - kural1 kisittn EN DAR uygulanabilir basamagini
se¢ (Quiz 2).

38.6 5. U¢ Unite — Quiz 3: DP = Uygulamali Cizge

DP, 6zyinelemeli cercevenin ¢izgeye uygulanisidir. SRTBOT aslinda bir ¢izge insa eder: alt problemler =
diiglimler, bagint1 = kenarlar, topolojik sira + taban durumlar.

“You can actually think of the quiz 3 material as really an application of the graph material.” —
Ku

Kilit fark: Quiz 2’de ¢izge sana verilir; Quiz 3’te cizgeyi sen kurarsimn — bu yiizden DP yaraticidir ve daha
zordur.

416



38.7 6. 6.046 — Dogal Uzann

“There’s a creative process in trying to construct that graph.” — Ku

Bu nokta Sekil 38.4’in iicilincii panosunda goriiniir: SRTBOT, alt-problemleri diigiim, bagintiy1 kenar yapan
bir DAG kurar; yaratic1 kistm o ¢izgeyi var etmektir. Ug iinite boylece tek omurgada kapanir — bul —
iliskilendir — insa et.

38.7 6.6.046 — Dogal Uzanti

6.046 (Design and Analysis of Algorithms) — lisans devam dersi (OMSCS karsiligi CS 6515 Graduate
Algorithms). Iki bakis. Birincisi: 006’nin uzantis1 — algoritmayi sdylemek kolay, ama dogruluk + verimlilik
analizi cok daha zor. Icerik:

* union-find + amortization via potential analysis (dinamik dizideki “pahal isi seyrek yap” sezgisinin
formel hali; dinamik bagh bilesenler, near-constant sorgu).

* Minimum Spanning Tree (greedy) — agirlikli ¢izgede tiim diigiimleri baglayan min-agirlik agac.

* Network flow / max-flow & cuts — kapasiteli ¢izgede source—sink max “su”; Dijkstra/Bellman-Ford
gibi artimh polinom algoritmalar.

» Tasarim paradigmalari (divide-and-conquer, DP, greedy) derinlemesine; reductions ile gercekten
NP-hard kaniti.

Greedy zordur: tiim secimleri taramaz, lokal en iyiyi secip ilerler ve umut eder — DP’nin “hepsini dene”sinden
farkli, daha cetin paradigma. Sekil 38.6 bu uzantiy1 (sol siitun) ve bir sonraki boliimdeki tanim gevsetmeyi
(sag siitun) tek bir kdprii semasinda toplar; her kart 6.006 kokiine (« *...”) baghdir.

38.8 7. 6.046 — “Dogru/Verimli” Tanimini Gevsetmek

Ikinci bakis: dogruluk veya hesaplama modelini gevset.
“6.046 [is about] change my definition of what it means to be correct or efficient.” — Ku

* Randomized algoritmalar: Las Vegas = hep dogru, muhtemelen verimli (hashing bdyle — bazen zincir
uzun). Monte Carlo = hep verimli, muhtemelen dogru (sabit zaman ama bazen yanlig). Randomization
genelde daha hizli sinirlar verir.

* Numerical algoritmalar: reel sayilar bilgisayarda tam saklanamaz — simrh Kesinlikle hesapla;
kesinligi zamanla 6de (uzun bolme / karekok analojisi). Stirekli (continuous) optimizasyon.

“I pay for precision with time.” — Ku

* Approximation algoritmalar: NP-hard optimizasyonda optimumu degil, sabit ¢arpan yakinini
polinom-zamanda hedefle (TSP’de %10 icinde).

* Hesaplama modelini degistir: cache model (bellek hiyerarsisi: register/L1/.../disk farkli maliyet),
quantum (entanglement/superposition — sifre kirma), parallel (k CPU — k-kat hizlanma; her zaman
miimkiin degil; multicore paylagimli bellek vs distributed).
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38 Toparlanma ve Sonraki Dersler

6.006 - 6.046 koprisi — iki bakis: dogal uzanti (006 koklerinden buyiir) vs "dogru/verimli" tanimini gevsetme

6.006 ] > 6.046

OMSCS - CS 6515

[ (A) DOGAL UZANTI ] (B) TANIM GEVSETME
ayni hedefler — analiz ¢ok daha zor "dogru / verimli" tanimini esnet
union-find + amortization randomized (LV / MC)
Dinamik bagli bilesenler; potential-analysis
ile near-constant sorgu Las Vegas = hep dogru - Monte Carlo =
« dinamik dizi amortizasyonu (L2) hep hizli; daha siki sinirlar.

« hashing beklenen O(1) (L5)

Minimum Spanning Tree (greedy)

Agirlikh gizgede tim dugumleri baglayan numerical
min-adirlik agag.

« agirhikli cizge / SSSP (Quiz 2,
g sizge/ (Quiziz) Reel sayi tam saklanamaz - sinirli kesinlik;

"kesinligi zamanla 6de".

max-flow & cuts « word-RAM tamsay1 modeli (L1)

Kapasiteli cizgede source—sink max akis;
artimli_polinom algoritmalar.
« Dijkstra/Bellman-Ford artimli (Quiz 2) approximation

tasarim paradigmalari NP-hard optimumun SABIT-CARPAN yakini
(TSP %10 icinde)

« NP-hard pratigi (Ders 28)

divide&conquer - DP - greedy
derinlemesine.
« SRTBOT / DP (Quiz 3)

gercek reduction'larla NP-hardness model degisimi

Bir problemi zor-bilinene indirgeyerek cache (bellek hiyerarsisi) - quantum -
greedy: tum sedEAEKIEATARAMAZ — lokal en iyiyi sec|+ umut et |- DP'nin "hepsini-dene"sPAQEH UEHHCETIN paradigma
~ NP-hard pratigi (Ders 28 - L19) . ) y
« tek-islemci word-RAM modeli (L1)

Sekil 38.6: 6.006 — 6.046 kopriisii (Ku L20 §6-7) — iki bakis: dogal uzanti (006 koklerinden biiyiir) vs
‘dogru/verimli’ tanimini gevsetme. UST koprii band1 ‘6.006 — 6.046 (OMSCS - CS 6515)
amber ok. SOL siitun (A) DOGAL UZANTI 5 kart: union-find + amortization (< dinamik
dizi amortizasyonu L2); MST greedy (< agirlikli ¢izge / SSSP Quiz 2); max-flow & cuts («
Dijkstra/Bellman-Ford artimli Quiz 2); tasarim paradigmalar1 d&c-DP-greedy (<~ SRTBOT/DP
Quiz 3); gercek reduction’larla NP-hardness (<~ NP-hard pratigi Ders 28-L19). SAG siitun (B)
TANIM GEVSETME 4 kart: randomized LV/MC (« hashing beklenen O(1) L5); numerical
‘kesinligi zamanla 6de’ (- word-RAM tamsay1 modeli L.1); approximation sabit-¢arpan yakin
TSP %10 (<~ NP-hard pratigi Ders 28); model degisimi cache/quantum/parallel (< tek-islemci
word-RAM L1). Alt not: greedy tiim se¢enekleri TARAMAZ — lokal en iyiyi se¢ + umut et;
DP’nin ’hepsini-dene’sinden ¢etin. KAVRAMSAL figiir (say1 yok).
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38.9 Bu Dersin Ozeti

Randomization’in somut yiizii iki turdur — ayni1 40 anahtar1 ayn1 7 kovaya iki farkli sdzlesmeyle yerlestir.
Sekil 38.7 bu IMZA tamg1 motor-tanikli gosterir: Las Vegas chaining (HashTableChaining) 40/40 dogru
(en uzun zincir 6); Monte Carlo (MonteCarloHashSet, kova bagina <2) contains hep O(1) ama 26 6ge
diiser — tam 26 yanlig-negatif — ve yanhs-pozitif asla (asimetri). monte_carlo_demo(range(40), 7)
birebir (26, 26, False) dondiiriir: yanlis-negatif = dropped, yanlis-pozitif yok.

LAS VEGAS MONTE CARLO
hep DOGRU, muhtemelen verimli hep VERIMLI, muhtemelen dogru
DUSURULDU 26

h=0 0 7 14 21 § 28 § 35| enuzun =6 [ h=0 ] | 0 || 7 ||><||>2||><"><|
EhEDEERE L= I XD
(=T g AR XXX

garantisi

= REEREE — — == IDXDXAXIX
birini sabitle,

digerini olasilastir

[ h=4 ] | 4 " 11 " 18 " 25 || 32 || 39 | Hu: “I pay for precision with time|’ [ h=4 ] | 4 " 11 ||><||><||><||><|

[h=5]|5||12||19||26||33| h=5| 5) 12|X"X"X|

R [} EEIXIXIX

' 40/40 bulundu v l contains hep O(1) AMA 26/40 yanhis-negatif

hashing béyledir — bazen zincir uzun yanlis-POZITIF asla (asimetri)

Sekil 38.7: Las Vegas vs Monte Carlo (Ku L20 §7 IMZA, motor-tanikl1): ayn1 40 anahtar, ayn1 7 kova, iki
randomizasyon sozlesmesi. SOL LAS VEGAS chaining (HashTableChaining) — hep DOGRU,
muhtemelen verimli; tiim zincirler saklanir (en uzun zincir 6 amber vurgulu); 40/40 bulundu v'.
SAG MONTE CARLO (MonteCarloHashSet, kova basina <2 6ge) — hep VERIMLI, muhtemelen
dogru; tasan 6geler kirmiz1 garpryla DUSURULDU (26 6ge) — contains hep O(1) AMA 26/40
yanlis-negatif; yanlis-POZITIF asla (asimetri). ORTA TAKAS kutusu: dogruluk siire garantisi
— birini sabitle, digerini olasilastir; Ku ‘I pay for precision with time’. Tiim sayilar _engine’den
CANLI: monte_carlo_demo(range(40), 7) == (26, 26, False); Las Vegas 40/40 dogru, en uzun
zincir = max(chain_lengths) (assert).

38.9 Bu Dersin Ozeti

1. 4 hedef: algoritma iiret - dogrulugu kanitla (uygulamali 6.042) - verimliligi kanitla (model+asimptotik)
- insanlara ilet (en 6nemli).

L19 final’de: tanimlar — P/NP/EXP ic ice, reduction yonii, hard vs complete.

Quiz 1: veri yapilar1 (dizi vs kiime) + onlart somiiren siralama (heap/counting/radix).

Quiz 2: cizgeler — durum/gecis; SSSP genellik-runtime takas1 (DAG/BFS/Dijkstra/Bellman-Ford).
Quiz 3: DP = ¢izge insas1 (SRTBOT: diigiim/kenar/topolojik sira); yaratict kisim ¢izgeyi kurmaktir.
6.046: ya 006’ nin uzantist (union-find/MST/flow/reductions) ya da tanim gevsetme (randomized/nume-
rical/approximation/model).

AN
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38 Toparlanma ve Sonraki Dersler

! Tek Bir Ciimle

6.006 sadece algoritma yazmay1 degil, dogruluk ve verimliligi insanlara iletmeyi 6gretir; iic iinite tek
bir omurgadir (veri yapisi — ¢izge — DP=cizge ingas1) ve 6.046 bunu derinlestirip “dogru/verimli”
tanimin1 gevsetir (randomized, approximation, farkli hesaplama modelleri).

38.10 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Dersin 4 hedefinden hangisi «en 6nemli» sayilir ve neden quiz’de dogru kod tam puan almaz?

Cevap: Iletisim (communication) en 6nemli hedef. Diger ii¢ii — algoritma iiretmek, dogrulugu
kanitlamak, verimliligi kanitlamak — teknik olarak yeterli goriinse de, 6.006 bunlarin insanlara
aktarilmasim ister. Quiz’de dogru ama “ne yaptig1 anlagilmayan” bir Python script’i tam puan almaz;
¢iinkii ders, bir algoritmanin ne yaptigim1 ve neden dogru/verimli oldugunu bagkalarina iletme
becerisini olcer. Bilgisayar bilimi biiyiik 6l¢iide bagkalariyla calismaktir; iletemezsen, ne kadar yetkin
olursan ol sinirl kalirsin.

1 Soru 2: «Quiz 3 (DP) aslinda ¢izge materyalinin uygulamasidir» ifadesini SRTBOT iizerinden acikla.
Quiz 2’den farki ne?

Cevap: SRTBOT bir cizge insa eder: alt problemler = diigiimler, bagint1 (R) = kenarlar (bir alt
problemin hangi kiiciik alt problemlere bagli oldugu), topolojik sira (T) = ¢izgenin DAG olmasi, taban
durumlar (B) = ¢ikis-kenar1 olmayan diigiimler. Yani DP, {izerinde en kisa yol / erisilebilirlik tarz1 bir
hesaplama yapilan bir DAG’dir. Quiz 2’den fark: orada cizge sana verilir (diiglim ve kenarlar belli,
algoritma uygula). Quiz 3’te ¢izgeyi sen kurarsin — diigiimleri (alt problemleri) ve kenarlart (bagintiy1)
yaratman gerekir. Bu yaratici insa, DP’yi ¢izge algoritmalarini uygulamaktan daha zor yapar.

1 Soru 3: Las Vegas ve Monte Carlo randomized algoritmalar1 arasindaki fark nedir? Hashing hangisidir?

Cevap: Las Vegas: hep dogru, muhtemelen (beklenen) verimli. Monte Carlo: hep verimli, muhtemelen
dogru. Hashing bir Las Vegas ornegidir: bir 68enin kiimede olup olmadigini her zaman dogru soyler,
ama bazen zincir uzunsa beklenenden yavastir (verimlilik olasiliksal). Ayn1 hash table’st Monte Carlo
yapabilirsin: her kovada ¢arpisanlarin yalniz ilk ikisini sakla — her zaman sabit zaman (hep verimli)
ama bazen yanlis (saklanmayan 6ge “yok™ goriiniir). Sekil 38.7 bunu motor tanigiyla gosterir: ayn1 40
anahtarda Monte Carlo 26 yanlig-negatif iiretir (O(1) garantisi karsihiginda), Las Vegas 40/40 dogrudur.
Pratikte bazen “bazen yanlis ama hep hizli” iyi bir takastir.

1 Soru 4: 6.046’nin 006y1 iki farkli sekilde nasil genislettigini 6zetle.

Cevap: (A) Dogal uzanti: Ayni1 hedefler, ama daha zor analiz. Algoritmay1 sdylemek kolay; asil
zorluk dogruluk + verimlilik kanitinda. Yeni konular: union-find (potential analysis ile amortization),
MST (greedy), network flow / max-flow & cuts (artimli algoritmalar), tasarim paradigmalar1 (divide-
conquer/DP/greedy derin), gercek reduction’larla NP-hardness kaniti. (B) Tanim gevsetme: “Dogru”
veya “verimli/model” tanimin esnetir. Randomized (Las Vegas/Monte Carlo), numerical (reel sayilar
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38.11 Egzersizler

sinirli kesinlikle; kesinligi zamanla 6de), approximation (NP-hard optimumun sabit-¢arpan yakini),
model degisimi (cache hiyerarsisi, quantum, parallel/distributed). Ikisi birlikte 006 nin dogal devami +
yeni teori dallaridir.

38.11 Egzersizler

Egzersiz 1. Quiz 1-2-3’ii tek ciimlelik bir “omurga” hikayesi olarak yaz (veri yapis1 — ¢izge — DP=cizge
ingast).

Egzersiz 2. Bir set veri yapist se¢imi i¢in karar agaci ¢iz: dinamik siral1 iglem gerekiyor mu? sozliik yeter mi?
statik mi? (hash table / set AVL / siral1 dizi).

Egzersiz 3. Verilen bir problemi (6rn. TSP) 6nce tam-optimal (NP-hard) sonra approximation acisindan ele
al; “%10 icinde yeter” yaklagiminin pratik degerini tartis.

Egzersiz 4. word-RAM ile cache modelini karsilagtir: hangi algoritma analizleri ikisinde farkli sonug verir?
(Orn. ardigik vs rastgele bellek erigimi).

Egzersiz S. Hashing’i Monte Carlo’ya ¢eviren “ilk iki ¢arpismay1 sakla” fikrini kodla ve hata olasiligini
tartis.

38.12 Sonraki Ders icin Hazirlik

Sonraki: Ders 32 (L21) — Son Ders: Algoritmalar Her Yerde (Ku + Demaine + Solomon)

Ders 32 (L21): Son Ders — donemin kapanisi ve kursun FINALI. U hoca: Jason Ku acar, Erik
Demaine ile Justin Solomon devam eder. Bu retrospektifteki “omurga” goriisii (veri yapis1 — cizge
— DP) ve 6.046 kopriisii, son derste nihai baglamina oturur — algoritmalarin gercek diinyadaki
uygulamalari.

Ders 32 Oncesi Yapilacak:

¢ L19 tanimlarin1 (P/NP/EXP, reduction yonii, hard/complete) final i¢in gbzden gecir.

+ Ug iinitenin cheat sheet’lerini (Quiz 1-2-3 review dersleri) birlikte oku.
* 6.046 (CS 6515) konularina goz at: union-find, MST, max-flow, randomized.

38.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Tema Ozet Sayfada
4 Hedef Algoritma - dogruluk - Bol. 1
verimlilik - iletigim (en
Onemli)
L19 (final) P/NP/EXP i¢ ice - reduction ~ Bol. 2

yonii - hard vs complete
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Tema Ozet Sayfada

Quiz 1 Veri yapilari (dizi vs kiime) + Bol. 3
siralama
(heap/counting/radix)

Quiz 2 Cizge (durum/gecis); SSSP Bol. 4
genellik-runtime takast

Quiz 3 DP = SRTBOT ile ¢izge Bol. 5
ingas1 (yaratici)

6.046 (A) union-find, MST, max-flow, B0l 6
reductions (zor analiz)

6.046 (B) randomized, numerical, Bol. 7
approximation, model
degisimi

Randomized Las Vegas (hep dogru) vs Bol. 7
Monte Carlo (hep hizl)

38.14 Builder ve OMSCS Baglantilari

1.

2.

@7 koprii

Bu retrospektifin omurga goriisii, dort hedefi ve 6.046 kopriisii, graduate algoritmalarina ve gercek
sistem miihendisligine dogrudan baglanir; kopriilerin 6zeti:

6.046 = CS 6515 (Graduate Algorithms) — OMSCS c¢ekirdek dersi; bu retrospektif birebir
hazirhik (omurga goriisii ve 6.046 konu listesi CS 6515 ile Ortiigiir).

fletisim hedefi — kod review, tasarim dokiimam, teknik yazim: “ne + neden” anlatimi; dogru
kod yetmez, anlasilir olmali (en 6nemli builder becerisi).

Max-flow / network flow — matching, scheduling, segmentation; gercek sistem optimizasyonu
(kapasiteli cizgede source—sink akis pek ¢ok kaynak-tahsis problemine oturur).

Randomized (Las Vegas / Monte Carlo) — hashing, sketch / probabilistic veri yapilar: (Bloom
filter), ML sampling; “hep hizli, bazen yanlis” takasi monte_carlo_demo’nun caligan ornegidir.
Approximation — NP-hard pratigi: heuristik + garanti; routing, packing (optimumun sabit-carpan
yakini yeterli oldugunda).

. Cache / parallel model — ger¢ek performans miihendisligi; multicore, distributed, GPU (word-

RAM tek-islemci modeli yerine bellek hiyerarsisi/paralellik).

. Quantum — post-kuantum kriptografi farkindaligi (P # N P giivenliginin kirilganhi1; quantum

entanglement sifre kirmay1 degistirir).
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38.14 Builder ve OMSCS Baglantilart

! Tek bir sey alip gideceksen

6.006’nin gergek dersi algoritma yazmak degil, dogrulugu ve verimliligi insanlara iletmektir —
quiz’de anlagilmayan dogru kod tam puan almaz. Tiim donem tek bir omurgadir: veri yapilari (Quiz 1,
bir sey bul) — cizgeler (Quiz 2, iliskiler) — DP (Quiz 3, ¢izgeyi sen kur — SRTBOT). Buradan 6.046’ya
(OMSCS CS 6515) gidersin: ya bu hikayeyi derinlestir (union-find, MST, max-flow, ger¢cek reduction’lar)
ya da “dogru/verimli” tanimin1 gevset (randomized = Las Vegas/Monte Carlo, numerical = kesinligi
zamanla 6de, approximation = optimumun sabit-¢arpan yakini, model = cache/quantum/parallel).
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39 Son Ders: Algoritmalar Her Yerde

Ug geometrici hocanin arastirma vitrini — origami, self-assembly, mesh geodezigi, ray casting ve redistricting;
kursun kapanis1

i Oturum bilgisi

* Hocalarm videosu: YouTube — Lecture 21: Algorithms—Next Steps (final) (=50 dk)

¢ OCW sayfasi: MIT 6.006 Lecture 21: Algorithms—Next Steps

* Seri: MIT 6.006 — Introduction to Algorithms (Spring 2020) — Ders 32 (L21) — SON DERS
* Hoca: UC HOCA — Jason Ku acar, Erik Demaine + Justin Solomon devam eder

* Okuma siiresi: =28 dk

Kursun FINALI — tema: algorithms are everywhere (Demaine) + 6.006 is unavoidable
(Solomon). Ug hoca da geometrici; kendi arastirmalarinda 6.006 araglariin (NP-hardness,
DP, ¢izge, veri yapisi, approximation, hesaplama modeli) nasil dondiigiinii gosterirler.

39.1 Bu Derste Ne Var?

6.006’n1n son dersi (Jason Ku agar, Erik Demaine + Justin Solomon devam eder). Ug hoca da geometrici —
kendi arastirmalarinda 6.006 materyalini nasil kullandiklarin1 gosterirler. Tema tek climle:

“algorithms are everywhere.” — Demaine
Ve Solomon’1n 1srari:
“6.006 is unavoidable.” — Solomon

Uzmanlagma dersleri (daha ¢ok ¢izge, hesaplama modelleri, randomness, complexity) + uygulamalar (biyoloji,
kriptografi, grafik/geometri) gezilir; sonra Demaine (computational origami, self-assembly, ileri veri yapilari,
planar ¢izge, recreational) ve Solomon (mesh geometrisi, computer graphics, politik redistricting) somut
ornekler verir.
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https://www.youtube.com/watch?v=4nXw-f6NJ9s
https://ocw.mit.edu/courses/6-006-introduction-to-algorithms-spring-2020/resources/lecture-21-algorithms2014next-steps/

39 Son Ders: Algoritmalar Her Yerde

Ders 32 (L21): Son Ders —
Algoritmalar Her Yerde (Ku

| Demaine — origami (6.849) | | Demaine — self-assembly

Demaine — 6.851 / planar Solomon — graphics +
/6.892 redistricting

Solomon — mesh (6.838) ‘

|

J | J |

van Emde Boas log w - ray casting O(p-n) — KD

tasarim COZULEBILIR vs DNA tile + tutkal; model . kenar-Dijkstra YANLIS
. N fusion log n/log w < AVL . N tree O(p log n) * DAG -
foldability NP-hard GEOMETRIK \ (gizge = iicgen) SIMD
og n
Origamizer %22 - fold-and- keyfi sekil log n paralel - g MMP geodezik n log n - . .
o N . planar SSSP lineer - Baker . redistricting: en iyi plan +
cut - maze (sabit Slcek) replikator (3B fotokopi) fast marching

PTAS - oyun NP-hard ornekleme NP-hard

Sekil 39.1: Ders 32’nin (L.21) kavram haritas1: kok = Son Ders Algoritmalar Her Yerde (Ku acar, Demaine

426

ve Solomon devam) — kursun FINALI, ii¢ geometrici hocanin arastirma vitrini. Bes dal —
(1) Demaine origami 6.849: tasarim design hedef sekil to kivrim deseni COZULEBILIR vs
katlanabilirlik foldability desen katlanir m1 NP-hard; her seyi katla 90 lar serit yontemi korkung
verimsiz; Origamizer Tachi 3B model to kare yiizde 22 alan celik tavsan; fold-and-cut tek diiz kesik
herhangi sekil; maze folding kose tipi gadget sabit 6lcek faktorii. (2) Demaine self-assembly: DNA
tile dort kenar tutkal tamamlayici yapisir sicaklikla ayarlanir; hesaplama modeli GEOMETRIK
word-RAM tek komuttan farkli; keyfi sekil log n paralel adim sabit tutkal; replikator bilinmeyen
sekli kaliplar 3B fotokopi. (3) Demaine ileri veri yapis1 6.851 planar recreational 6.892: van Emde
Boas log w fusion tree log n bolii log w min karekok log n bolii log log n AVL log n den iyi;
planar SSSP lineer Baker yaklagimi BES katmanlart sil bir art1 bir bolii k PTAS; oyun NP-hard
Tetris Mario Portal Witness Recurse undecidable resim asma. (4) Solomon mesh 6.838: simplicial
complex diigiim kenar UCGEN; kenar Dijkstra YANLIS ¢izgeler iicgenlerle konusamaz; dogru
MMP geodezik n log n Dijkstra seviye kiimeleri art1 pencereleme; pratik fast marching yaklasik
hizli. (§) Solomon ray casting 6.837 art1 redistricting: ray casting O p ¢arp1 n Stanford Bunny 69
bin iiggen 2 milyon piksel; sinirlayici kutu KD tree uzay bolme agaci O p log n sezgisel; scene
graph DAG 100 sandalye; GPU SIMD 30 fps; redistricting bagli partisyon en iyi plan NP-hard tek
diize 6rnekleme Hamiltonian indirgeme Yiiksek Mahkeme. Birlestirici tema: 6.006 nin alt1 araci
siifta kalmiyor origami katlamadan DNA self-assembly ye mesh geodeziginden ray casting ve
politik gerrymandering e kadar her gercek arastirma probleminde karsina ¢ikar algoritmalar her
yerde 6.006 kacinilmaz buradan 6.046 CS 6515 ve uzmanlik derslerine.



39.2 1. U¢ Geometrici + Jason’in Origami Yolculugu

39.2 1. U¢c Geometrici + Jason’in Origami Yolculugu

Bu donemin ii¢ hocasi da geometriyle ilgilenir. Jason Ku makine miihendisi olarak bagladi; tutkusu origamiydi.
Origami modelleri tasarlarken kullandig1 yontemlerin aslinda algoritma oldugunu sonradan fark etti. Demaine
ile origami + katlanabilir yapilar (uzay ugusu, agilir kdprii/barinak, yeniden yapilandirilabilir madde) iizerine
caligmaya basgladi — “telefonun maddesini yeniden programla” hayali (yazilim gibi maddeyi katla).

Bu ders, 6.006’nin tiim araclarmin gercek arastirmada nasil dondiigiinii gosteren bir vitrindir: NP-hardness
(Ders 28), DP (Quiz 3), ¢izge (Quiz 2), veri yapist (Quiz 1), approximation, hesaplama modeli. U¢ hoca sirayla
origami, self-assembly, ileri veri yapilari, mesh geodezigi, ray casting ve redistricting 6rneklerini agar.

39.3 2. Demaine — Computational Origami (6.849)

Iki problem tipi:

» Tasarim (design): hedef sekil — kivrim deseni (crease pattern). Genelde coziilebilir.
» Katlanabilirlik (foldability): verilen kivrim deseni katlanir m1? Genelde NP-hard (Demaine + Ku,
genel foldability’nin NP-hard oldugunu kanitladi).

“most of those problems are NP-hard.” — Demaine (foldability)

“Her seyi katlayabilirsin”: yeterince biiyiik bir kareden herhangi bir poligon/3B yiizey katlanabilir (90’lar;
ince seride katla + zigzag — ama malzemenin tamamina yakinini ¢ope atar, korkung verimsiz). Modern hedef:
olcek faktoriinii kiiciilt. Origamizer (Tomohiro Tachi; Demaine+Ku analiz etti): 3B model — kareden kat,
%022 alan (¢elik tavsan). Maze folding (ilk Demaine+Ku makalesi): dikdortgenden labirent; her kose tipi
(derece 4/3/2) i¢in kiicilik gadget kivrimlari tasarla, sinirlari uyumluysa yapistir — keyfi nxn labirent sabit
olcek faktoriiyle.

Fold-and-cut: kagidi diiz katla + tek diiz kesik — herhangi bir sekil (kugu, melekbaligi, MIT logosu).
Demaine’in ilk computational origami problemi; algoritma, ¢izdigin herhangi bir ¢izgenin tiim kenarlarim
hizalayan kivrim desenini hesaplar. Sekil 39.2 bu ii¢ fikri (tasarla vs katla, Origamizer, fold-and-cut + maze)
tek panoda toplar — sayilar yalniz kaynak-alintilidir (%22 alan; sabit 6l¢ek), motor rakami degil.

@ Builder Notu — NP-hardness pratigi refleksi

Foldability’nin NP-hard olmasi, bir builder i¢in “bu problemi her zaman verimli ¢6zen genel algoritma
arama, yon degistir” refleksidir. Tasarim yonii (sekil — desen) coziilebilirken karar yonii (desen —
katlanir m1?) NP-hard — ayni domain’in iki yonii farkli zorlukta. Bu, Ders 28’deki reduction pratiginin
gercek arastirmadaki karsilig1: yonii degistirip kolay tarafa odaklan. OMSCS CS 6515°te bu, “verilen
problemin hangi yoniiniin polinom, hangisinin NP-hard oldugunu tanima” becerisidir.

39.4 3. Demaine — Self-Assembly (Geometrik Hesaplama Modeli)

DNA seritleriyle kendiliginden birlesen kareler (tile): her karenin 4 kenarinda “tutkal” (glue) deseni; yalniz
tamamlayici desenler yapisir; sicaklikla ayarlanir (yiiksek sicaklik — yapismaz, diisiik — yanlig da yapigir).
Iyi ayarlanirsa ikili sayag¢ kuran bir sistem tasarlanir.
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39 Son Ders: Algoritmalar Her Yerde

Computational origami (Demaine, L21): tasarla vs katla - Origamizer - fold-and-cut + maze

design vs foldability

iki yon — iki zorluk

sekil -» katlama deseni

COZULEBILIR

desen - katlanir mi?

NP-hard

kurmak = c6zmek: bir deseni URETMEK
icin algoritma var; bir desenin diiz
katlanabilirligine KARAR NP-zor

Origamizer

3B model - kare kagit deseni

Origamize
(Tachi)
3B model
i

—_

[ %22 alan (celik tavsan)

“korkunc verimsiz”

fold-and-cut + maze

tek kesik - labirent katlama

TEK
kesik
diz katla -

fold-and-cut teoremi: tek kesikle herhangi sekil

maze folding

kbse-tipi gadget'lan (derece 4 /3 /2)

+ sabit olcek

(Demaine + Bern-Hayes; Ku kanita katki)

J |

origami yolculugu: yéntemlerin aslinda ALGORITMA oldugunu sonradan fark etti

Sekil 39.2: Computational origami (Demaine, L21 §1-2 VITRIN): tasarla vs katla - Origamizer - fold-and-cut +
maze. KART 1 ‘design vs foldability’ (iki yon, iki zorluk): sekil — katlama deseni COZULEBILIR
(yesilimsi — verilen 3B hedefe ulasan kivrim desenini URETMEK i¢in algoritma var) vs desen
— katlanir m1? NP-hard (kirmizi — bir desenin diiz katlanabilirligine KARAR vermek NP-zor;
Demaine + Bern—Hayes, Ku kanita katki). KART 2 ‘Origamizer’ (amber vurgu): 3B model (celik
tavsan) — TEK kare kagit kivrim deseni (Tachi); rozet ‘%22 alan (celik tavsan)’ kaynak-alintili
verim; 90’larin ‘serit yontemi’ iistii ¢izik ‘korkung verimsiz’. KART 3 ‘fold-and-cut + maze’:
diiz katla + TEK diiz kesik — herhangi diiz-kenarl sekil (kugu silueti); maze folding kose-tipi
gadget’lar1 (derece 4/3/2) + sabit Olcek. Alt gerit: origami yolculugu — yontemlerin aslinda
ALGORITMA oldugunu sonradan fark etti. KAVRAMSAL VITRIN (say1 yalmz kaynak-alintil:
%22 alan, sabit dlcek — motor rakami degil).
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39.4 3. Demaine — Self-Assembly (Geometrik Hesaplama Modeli)

“the model of computation is geometric.” — Demaine

Bu, 6.006’n1n “tek tek ¢alisan komut” modelinden ¢ok farkl: program, o anda yiizen karelerin birlesimi.
Bu modelde keyfi bir sekli log n paralel adimda (sabit sayida tutkalla) insa etmek kanitlanabilir; hatta bir
replikator (bilinmeyen sekli kaliplayip 3B fotokopi) kurulabilir. Sekil 39.3 DNA tile semasin1 (tamamlayict
kenarlar yapasir, sicaklik ayar1) word-RAM vs geometrik model karsilastirmasiyla yan yana koyar.

@ Builder Notu — hesaplama modeli sinifta kalmaz

Self-assembly’nin “geometrik hesaplama modeli”’, word-RAM’in tek-iglemci komut siras1 varsayiminin
bir alternatifidir — Ders 31’°deki 6.046 kopriisiiniin “model degisimi” maddesi burada fiziksel forma
kavu§ur Kla51k anahz ad1m saylsl nt sayar geometrlk modelde program yuzen karelerm e§ -zamanli

Demalne vitrini: DNA 6z- montaj (self-assembly) + GEOMETRIK hesaplama modell (L21 §3)

DNA karolan (tile) — tutkal desenli kenarlar hesaplama modeli: GEOMETRIK (Demaine)
tamamlayici kenarlar (girinti & ¢ikinti) kendiliginden yapisir
word-RAM (klasik) geometrik (6z-montaj)
o komut sirasi yizen karelerin
yuritme (fetch-execute) es-zamanh birlesimi
tutkal A » A
YAPISIR
. fiziksel paralel
paralellik ardisik — adim adim (Gamontsi]
bellek hiicreleri kenar tutkallan
durum + adresler + sicakhik
AoB
yapismaz
O 14 keyfi sekil replikator
SABIT tutkal kiimesiyle bilinmeyen sekli kaliplar -
log n PARALEL adimda kurulur 3B "fotokopisini" ¢ikarir

sicaklik ayan: YUKSEK - hi¢c yapismaz - DUSUK - yanls kenarlar da yapisir
ikili sayag, keyfi sekil, replikator: tutkal desenli karolarla fiziksel hesaplama (Demaine L21)

Sekil 39.3: Demaine vitrini: DNA 6z-montaj (self-assembly) + GEOMETRIK hesaplama modeli (L21 §3
VITRIN). SOL panel DNA karolar1 (tile): 4 kenar1 tutkal (glue) desenli kareler; tamamlayici
kenarlar (girinti <+ ¢ikint1) kendiliginden yapisir — T1.sag (tutkal A) <+ T2.sol (tutkal A) amber
okla YAPISIR; farkli tutkal (A <+ B) yapismaz (x isareti). Alt serit sicaklik ayari: YUKSEK —
hi¢ yapismaz, DUSUK — yanlis kenarlar da yapisir. SAG panel ‘hesaplama modeli GEOMETRIK
(Demaine)’: word-RAM vs geometrik mini-tablo (yiiriitme komut-siras1 vs yiizen karelerin es-
zamanl birlesimi; paralellik ardisik vs fiziksel paralel; durum bellek-hiicreleri vs kenar-tutkaldl2€
+ sicaklik) + iki rozet (keyfi sekil SABIT tutkal kiimesiyle log n PARALEL adimda kurulur;

ram it il avan calbls Lalimdar s 2R ftmlbmmicing Aoy WAVUDR AMQCAT VITRTIN (cax <l e
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39.5 4. Demaine — ileri Veri Yapilari, Planar Cizgeler, Recreational

Tleri Veri Yapilari (6.851): dinamik sirah kiime (insert/delete + find-next/prev). 6.006’da gordiigiimiiz set
AVL (Ders 10) = O(log n). Daha iyisi word-RAM’de: van Emde Boas = O(log w) (w = kelime boyutu),
fusion trees = O(logn/log w). Ikisinin min’i = O(y/logn/loglogn) — AVL nin log n’inden hayli iyi
(sirali kiime i¢in sabit-zaman imkansiz, kanitlanir). Bunlar kaynak-formiildiir (Demaine L21), motor degil.

Planar Cizgeler: yolu diizlemde ¢izisimsiz (veya az ¢izigimli) ¢izge. Planar’da SSSP lineer (Dijkstra’nin
vlog v’si yerine — Ders 19); planar Bellman-Ford = lineer (vlog* v /loglog v, v? yerine). Baker yaklagim
(1994): BFS katmanlarina ayir (Ders 13’teki BFS katmanlart), her k’inc1 katmanu sil (~1/k kayip) - 1+ 1/k
yaklagim; kalan sabit-katmanl yap1 “birka¢ dongii” — fancy DP polinom-zamanda ¢6zer — PTAS (her €
icin 1 + £, ama biiyiik € daha yavas).

Recreational (6.892): oyun/bulmaca zorluk kanitlari. Tetris, Super Mario, Portal, The Witness NP-hard;
“Recurse” undecidable (miikemmel oynayan algoritma yok). Ayrica balon biikiim, resim-asma problemi
(iki ¢ividen herhangi biri ¢ikinca resim diigsiin; monoton Boole fonksiyonlari; Rivest ile sonug).

39.6 5. Solomon — Mesh Uzerinde En Kisa Yol (Dijkstra Neden Yanlis)

Solomon uygulamali geometri/graphics calisir (6.837 Computer Graphics, 6.838 geometri isleme). Ana nesne:
simplicial complex — diigiim + kenar + ii¢gen kiimesi. 6.006’da cizge sadece diigiim+kenardir; graphics’te
bu bir yiizeydir.

Tuzak: iicgen mesh’te iki koge arasi en kisa yol i¢in kenarlarda Dijkstra (Ders 19) kosturmak yanhs (sik
yapilan hata). Capraz gecen gercek geodezik daha kisadir:

“graphs don’t know how to talk to triangles.” — Solomon

Sekil 39.4 bunu motor tanigryla gosterir: birim kare mesh’te (4 kose, 2 licgen, kosegen kenar yok) kars: kdseye
kenar-Dijkstra iki eksen-paralel kenar boyunca 2.0 verir; gercek geodezik iicgen yiizeyini aprazlar ve v/2 ~
1.4142 olur. Oran v/2 — kenar-Dijkstra %041 daha uzun. Tiim bu sayilar mesh_edge_vs_geodesic()’ten
canh gelir (kenar yolu = 2.0, geodezik = \/5, oran = \/5; assert ile); _verify D32 kosusunda PASS.

Dogru algoritma MMP (iiggen alan iizerinde geodezik, O(n log 1)) — Dijkstra’nin mesafe-fonksiyonu seviye
kiimeleri fikrini genigletir (ama pencereleme ile). Pratikte fast marching (geodezigin yaklasigi; daha hizl,
kolay, neredeyse ayirt edilemez) tercih edilir.

39.7 6. Solomon — Ray Casting & Stanford Bunny

Ray casting (6.837): her ekran pikseli i¢in, gozden bir 1s1n gonder, ¢arptigi ilk nesneyi bul — renk. Maliyet:
piksel sayis1 x nesne sayisi = O(p - n). Stanford Bunny (69.000 iiggen) x 1080p (~2 milyon piksel) = iki
biiyiik sayinin ¢carpimi, ¢ok yavas. Bu rakamlar (69.000 iicgen, ~2 milyon piksel, ~30 fps biit¢esi) kaynak
verisidir (L21 birebir), motor degil. Her graphics 6zelligi (saydamlik, yansima, parcalanma) maliyeti artirir.

Cikis: veri yapilar: + algoritmalar. Tavsani bir kutuya koy; 1g1n kutuya degmiyorsa tavsana degmez (O(1)
hizlanma). Kutuyu 6zyinelemeli ikiye bol — uzay-bolme agaci (KD tree). Idealde O(plogn) (agacta gez)
— ama bu bir sezgisel; veriye bagli, ortalama log n. Scene graph: sahnedeki 100 6zdes sandalye i¢in 100
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39.7 6. Solomon — Ray Casting & Stanford Bunny

Cizgeler ucgenlerle konusamaz: kenar-Dijkstra (2.0) vs gercek geodezik (v2)

Birim kare mesh — cizge yolu UCGENi géremez Cizge neden yetmez — ve dogru arac

4 kése - 2 tggen - késegen KENAR yok

Sorun: gizge (diigiim + kenar) iicgenlerin iCINDEN gecen yollar BILMEZ

En kisa yol késeden kdéseye kenarlarla ziplar; oysa gercek geodezik
(0,1 1,1) icgen ylzeyini diiz keser. Kenar grafigi ylizeyi temsil edemez.
b 1 ‘

P “graphs don't know how to talk to triangles”

— Justin Solomon, 6.006 L21 §5

1 kenar-Dijkstra
&° uzunluk 2.0

Dogru ¢c6ziim: MMP — kesin geodezik O(n log n)
Dijkstra'nin seviye-kiimeleri (level sets) fikri + pencereleme
(windowing): mesafe dalgasi ylizey boyunca yayllir, kdselerle sinirli
degil. Mitchell-Mount-Papadimitriou algoritmasi.

(0,0’ ’1,0) Pratik: fast marching — yaklasik, hizh

Eikonal depklemini |zgavradavgiézer; kesin degil ama bilyiik mesh'lerde

%41 daha uzun!

Graphics'te simplicial complex = diigiim + kenar + UCGEN, 6.006 ¢izgesi (diglim + kenar) yetmez.

Sekil 39.4: Cizgeler licgenlerle konugsamaz: kenar-Dijkstra (2.0) vs gercek geodezik (¥2) — Solomon L21 §5
IMZA, motor-tanikli. SOL birim kare mesh: 4 kdse (0,0)(1,0)(1,1)(0,1), iki iicgen yiizey, kosegen
KENAR yok; eksen-paralel kenarlar w=1 ince slate; kenar-Dijkstra yolu (0,0)—(1,0)—(1,1) kalin
slate KIRIK yol ‘uzunluk 2.0’; gercek geodezik (0,0)—(1,1) diiz amber ¢apraz V2= 1.4147; %41
daha uzun!’ rozeti. Tiim sayilar mesh_edge_vs_geodesic() ‘ten CANLI: kenar yolu 2.0, geodezik
V2, oran V2, ylizde (\/2—1)-100 = 41 (assert). SAG kural kutulari: Sorun cizge (diiglim+kenar)
iicgenlerin ICINDEN gecen yollar1 BILMEZ; Solomon alintis1 ’graphs don’t know how to talk
to triangles’; Dogru ¢coziim MMP kesin geodezik O(n log n) — Dijkstra’nin seviye-kiimeleri +
pencereleme (Mitchell-Mount—Papadimitriou); Pratik fast marching eikonal denklem 1zgarada
yaklagik hizli. Alt not: graphics’te simplicial complex = diigiim + kenar + UCGEN; 6.006 cizgesi
yetmez.
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model saklama; bir sandalye + her kopya i¢in bir doniisiim — DAG (yonlii ¢cevrimsiz ¢izge). GPU = SIMD
paralellik; numerical + approximation; algi koruma (~30 fps biitcesi).

Sekil 39.5 bu hizlandirmay1 Solomon 6rneginin 1B analoguyla motor-tanikli gosterir: ayni sahnede (seed-32
ile 30 nesne x 25 151n) naif ray_cast_naive 750 karsilastirma, indexed ray_cast_indexed (sirala + ikili
arama) 409 karsilastirma yapar — ve hit’ler birebir aym (dogruluk korunur, yalmz is azalir). Bu sayaclar
motordan canli gelir (assert ile); _verify D32 kosusunda daha genis 40-rastgele sahnede de naif toplami1
indexed toplamindan daima biiyiiktiir (motor tanig1; 6rn. 5526 > 4494 tiirtinden — naif > indexed daima).

@ Builder Notu — KD tree / collision gercek-sistem

Ray casting’in O(p - n) — O(plogn) kazanci, bir builder igin uzay-bolme veri yapisi (KD tree,
BVH, octree) refleksidir: “her nesneyi her sorgu i¢in tarama, sahneyi hiyerarsik kutula”. Ayni yap1
carpisma tespiti (collision detection), 3B tarama, oyun navigasyonu ve nearest-neighbor aramada doner.
Dikkat ¢ekici nokta Solomon’in “sezgisel — log n veri dagilimina bagli” uyarisidir: gercek sistemde
garanti degil, ortalama-durum performans miihendisligidir. Scene graph’in DAG’1 (Ders 19’daki DAG
soyutlamasi) ise tekrar eden geometriyi bir kez saklayip doniisiimle paylastirir — bellek miihendisliginin
temel deseni.

39.8 7. Solomon — Politik Redistricting (Gerrymandering)

ABD’de Kongre secim bolgelerini ¢cizmek (gerrymandering: sinirlari ¢izerek sonucu miihendislik). Bolgeler
= baglantih cizge partisyonlar: (diigtimleri bagl kalacak sekilde kiimele). Sorunlar: (1) tek bir “en iyi” plan
yok — birden cok kriter (baglantililik, niifus dengesi, kompaktlik) dengelenir; (2) makul bir amag fonksiyonu
icin bile en iyi plam iiretmek NP-hard.

“generating the best possible districting plan is NP-hard.” — Solomon

Solomon’in grubu plan iiretmek yerine analiz eder: “Onerilen plan, tiim olas1 partisyonlar uzayina gore
nerede?” Ama tek-diize 6rnekleme (her partisyon esit olasilik) bile hesaplama olarak zor (P = NP varsayi-
miyla; Hamiltonian cycle’a indirgenir — Ders 28’deki reduction arac1). Bu sonug bir Yiiksek Mahkeme
davasinda atifland1. Sekil 39.6 bu iki zorlugu (en iyi plan + 6rnekleme) iki gecerli bagli partisyon planinin
yaninda gosterir.

@ Builder Notu — MCMC / hukuk + algoritma kesisimi

Redistricting analizi, NP-hardness’in sosyal-bilim ve hukuk kesisimindeki en somut 6rnegidir: “en iyi
plani iiretemiyoruz, ama onerilen bir plani tiim partisyon uzayina gore ornekleyerek konumlandirabili-
riz”. Tek-diize ornekleme bile zor oldugundan (Hamiltonian indirgemesi), pratikte MCMC (Markov
Chain Monte Carlo) ile yaklagik 6rnekleme kullanilir — Ders 31’in 6.046 kopriisiindeki “randomized +
sampling” maddesinin gercek arastirma karsilig1. Bir builder icin ders ikiyonlii: (1) 6rnekleme araglarina
temkinli yaklas (yanlilik olabilir), (2) algoritmik analiz mahkeme delili olabilir — hesaplamali sosyal
bilim gergektir.
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Ray casting hizlandirma

[ naif karsilastirma: 750

750-409
. y
NAIF: herizin X her nesne
1 e—]
ns 3
nt C——

n3 )

39.8 7. Solomon — Politik Redistricting (Gerrymandering)

: naif O(p-n) - sirali + ikili arama (uzay-bolme agaci)

indexed karsilastirma: 409 [ hit'ler BIREBIR ayni J

ikili arama

INDEXED: sirala +
a > ~O(p log n)

on-isleme - adaya atl.

n2 (

nl (

o .3

R ——

1sinlar

@D

konum
75 100

50
25 1s1n x 30 nesne sahnesi (seed 32) — dogruluk korunur, is azalir

Stanford Bunny — O(p-n)'den uzay-bolme agacina (kaynak: L21 §6)

~2 milyon piksel (1080p)
= iki dev sayinin carpimi

Naif: O(p-n)
69.000 lcgen x

Sinirlayici kutu
tavsani bir kutuya koy;
1sin kutuya degmezse

higbir Gggeni kontrol etme
- 0(1) eleme

Uzay-boélme agaci (KD)
kutuyu 6zyinelemeli
iKIYE bl » agacta gez,
cogu Uiggeni atla

ideal O(p log n)
agacta log n gezinme
SEZGISEL — veriye
bagl (Solomon)

- ¢ok yavas

kaynak: L21 §6

Scene graph — tekrari paylas
100 6zdes sandalye = 1 model + 100 donlisim

Donanim + butce

GPU = SIMD paralellik (isinlari ayni anda);
numerical + approximation; algi koruma
- ~30 fps render bltcesi

M SO O O

DAG

Sekil 39.5: Ray casting hizlandirma: naif O(p-n) — sirali + ikili arama (uzay-bdlme agac1) — Solomon L.21

§6 IMZA, motor-tamkli. UST 1B model semas1 (deterministik seed-32 sahne: 30 nesne x 25
151n): say1 dogrusu iizerinde araliklar (nesneler) + 151n noktalar1 (amber); NAIF her 151n x her
nesne ¢izgi-demeti (yogun slate, O(p-n)); INDEXED sirala + ikili arama (seyrek amber, ~O(p
log n)). Sayag rozetleri MOTORDAN: naif karsilagtirma 750 vs indexed 409 (kazang 750—409);
‘hit’ler BIREBIR ayn1” dogruluk tamig (yesil). Tiim sayaglar ray_cast_naive / ray_cast_indexed’ten
CANLI (assert: c1==750, c2==409, hit’ler esit). ALT Stanford Bunny anlatim kutusu (kaynak
L21 §6): Naif O(p-n) = 69.000 iicgen x ~2 milyon piksel (1080p) iki dev sayinin ¢arpimi —
stirlayict kutu O(1) eleme — uzay-bolme agac1 (KD) — ideal O(p log n) SEZGISEL veriye bagh
(Solomon). Scene graph: 100 6zdes sandalye = 1 model + 100 doniisiim = DAG. Donanim: GPU
SIMD paralellik + numerical/approximation + ~30 fps render biitgesi. Bunny rakamlar1 kaynak
L21 (motor degil); sayaclar motordan.
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Politik redistricting (Solomon, L21): bagh partisyonlar - en iyi plan + 6rnekleme NP-hard

Bolgeler = BAGLANTILI cizge partisyonlar iki hesaplama zorlugu
ayni 5x5 cizge — iki gegerli (bagh) plan ( )
1 en iyi plani URETMEK NP-hard
makul bir amag fonksiyonu (baghlik + nifus +
kompaktlik) igin bile en iyi partisyon — Solomon
Plan A (yatay seritler) Plan B (girintili sinirlar)
2 tek-diize ORNEKLEME bile zor
[© s ® e © e O e O
her partisyonu esit olasilikla cekmek P = NP
varsayimiyla zor — Hamiltonian cycle'a indirgenir
(O (s (e )
(0 s ® e © s O s ®) Solomon grubu plan URETMEZ — ANALIZ eder
“Onerilen plan, tim olasi partisyonlar
0O O 0O O 0O uzayina gére nerede?”
(O (e (e e () (O (e e e () sonug bir Yiiksek Mahkeme davasinda atiflandi
tek bir 'en iyi' plan YOK
baglilik + nifus dengesi + kompaktlik birlikte dengelenir Ders 28 kdprist: 'indirgeme' (Hamiltonian — partisyon érnekleme) = NP-hardness araci

Sekil 39.6: Politik redistricting (Solomon, L21 §7 VITRIN): bagli partisyonlar - en iyi plan + 6rnekleme
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NP-hard. SOL panel 5x5 1zgara-cizge, iki BAGLI partisyon 6rnegi yan yana: Plan A (yatay seritler)
= Plan B (girintili sinirlar) — AYNI cizge, FARKLI bagl kiimeleme (her bolge = kenar-komsu
cizgede bagh diiglim kiimesi, 5 bolge x 5 diigiim; bolge-i¢i kenarlar kalin koyu, kesilen sinirlar
ince soluk). Not: tek bir ‘en iyi’ plan YOK — baghlik + niifus dengesi + kompaktlik birlikte
dengelenir. SAG panel iki hesaplama zorlugu: (1) en iyi plani URETMEK NP-hard (makul amag
fonksiyonu icin bile — Solomon, kirmiz1); (2) tek-diize ORNEKLEME bile zor (her partisyonu
esit olasilikla cekmek P = NP varsayimiyla zor — Hamiltonian cycle’a indirgenir, kirmizi). Analiz
notu: Solomon grubu plan URETMEZ — ANALIZ eder (‘6nerilen plan tiim olas1 partisyonlar
uzayina gore nerede?’). Rozet (amber): sonug bir Yiiksek Mahkeme davasinda atiflandi. Alt
not: Ders 28 kopriisii — ‘indirgeme’ (Hamiltonian — partisyon 6rnekleme) = NP-hardness
araci. KAVRAMSAL VITRIN (say1 yok; NP-hard/6rnekleme/Yiiksek Mahkeme iddialar1 kaynak-
alintiln).



39.9 Bu Dersin Ozeti

39.9 Bu Dersin Ozeti

1. Ug hoca, tek tema: 6.006 araglari gercek arastirmada her yerde.

2. Demaine — origami: design (¢oziilebilir) vs foldability (NP-hard); Origamizer; fold-and-cut; maze
folding.

3. Demaine — self-assembly: DNA tile, geometrik hesaplama modeli (log n paralel).

4. Demaine — 6.851/planar/6.892: van Emde Boas (log w) < AVL (log n); planar SSSP lineer; Baker
PTAS; oyun NP-hardness.

5. Solomon — mesh: Dijkstra kenarlarda yanhs (¢izge liggenle konusmaz); MMP geodezik (n log n).

6. Solomon — graphics: ray casting O(p - n) — uzay-bolme agaci = O(plogn); scene graph DAG;
SIMD/GPU.

7. Solomon — redistricting: gerrymandering; en iyi plan + tek-diize 6rnekleme NP-hard (Hamiltonian
indirgemesi).

I Tek Bir Ciimle

6.006’n1n araglart — NP-hardness, DP, cizge, veri yapisi, approximation, hesaplama modeli — origami
katlamadan DNA self-assembly’ye, mesh geodeziginden ray casting ve politik gerrymandering’e kadar
her gercek problemde kargina ¢ikar: algoritmalar her yerde, 6.006 kaginilmaz.

39.10 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Origami’de «tasarim» ve «katlanabilirlik» problemleri nasil farkli, ve hangisi NP-hard?

Cevap: Tasarim (design): hedef sekilden baslayip onu iireten kivrim desenini (crease pattern) bulmak
— sekil — desen. Genelde ¢oziilebilir (algoritmalar var; 6rn. Origamizer 3B modeli kareden katlar,
%22 alan). Katlanabilirlik (foldability): verilen bir kivrim deseninin diiz katlanip katlanamayacagin1
belirlemek — desen — “katlanir m1?””. Demaine ve Ku bu genel problemin NP-hard oldugunu kanitladu.
Bu yiizden arastirma daha ¢ok (daha kolay olan) tasarim tarafina odaklanir. Sekil 39.2 iki yonii (“kurmak
= ¢cOzmek™) yan yana gosterir.

1 Soru 2: Ucgen mesh’te iki kise aras1 en kisa yol icin kenarlarda Dijkstra kosturmak neden yanlistir?

Cevap: Cizge (diigiim+kenar) ilicgenlerin icinden gecen yollar1 bilmez — Dijkstra yalniz kenarlar
boyunca gidebilir. Sol-iistten sag-alta giden gercek geodezik bir iicgenin yiizeyini caprazlama kestiginde
daha kisa olur; oysa kenar-Dijkstra diigiimden diigime zikzak ¢izmek zorundadir ve daha uzun bir
yol bulur. Sekil 39.4 motor tanigiyla gosterir: birim karede kenar-Dijkstra 2.0, ger¢ek geodezik V2 &~
1.4142 — %41 fark. Solomon’in deyisiyle “graphs don’t know how to talk to triangles”. Dogru ¢6ziim
MMP algoritmasidir (geodezik, O(n logn)); Dijkstra’nin mesafe seviye kiimeleri fikrini ticgen alana
(pencereleme ile) genisletir. Pratikte fast marching (yaklagik ama hizli) sik kullanilir.
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1 Soru 3: Stanford Bunny’yi render ederken naif ray casting neden yavas, ve uzay-bolme agaclari nasil
yardimei1 olur?

Cevap: Naif ray casting her piksel i¢in tiim nesneleri (iiggenleri) tarar — O(p - n). Stanford Bunny
69.000 iiggen x ~2 milyon piksel (1080p) = iki biiyiik saymnin ¢arpimi, ¢cok yavas; her graphics ozelligi
(yansima, saydamlik) bunu artirir. Coziim: tavsani bir sinirlayict kutuya koy — 151n kutuya degmezse
higbir iiggeni kontrol etme (O(1) eleme). Kutuyu dzyinelemeli ikiye bél — uzay-bélme agaci (KD
tree); 151n agacta gezerek cogu tiggeni atlar, ideal O(plogn). Sekil 39.5 bunu motor-tanikli 1B sahnede
gosterir (naif 750 — indexed 409 karsilagtirma, hit’ler birebir ayni). Dikkat: bu bir sezgisel — gercek
log n garantisi degil, veri dagilimina bagli ortalama davranis. (Ayrica 6zdes nesneler scene graph =
DAG ile bir kez saklanir.)

1 Soru 4: Politik redistricting’te «en iyi plan» ve «tek-diize Srnekleme» neden hesaplama agisindan zor?

Cevap: Iki katman: (1) En iyi plan NP-hard: secim bolgeleri baglantili ¢izge partisyonlaridir; makul
herhangi bir amag fonksiyonu (baglantililik + niifus dengesi + kompaktlik) i¢in en iyi partisyonu bulmak
NP-hard’dir — iistelik kanun zaten “en iyi”’yi sart kosmaz. (2) Tek-diize ornekleme zor: bir plani, tiim
olas1 partisyonlar uzayindan rastgele esit-olasilikla cekilen bir planla kiyaslamak i¢in, her partisyonu
1/N olasilikla (N = toplam partisyon sayis1) iireten bir arag gerekir; bu P = NP varsayimiyla zordur
(Hamiltonian cycle’a indirgenir — Ders 28 reduction araci). Yani gerrymandering analizinde kullanilan
ornekleme araclarina temkinli yaklagsmak gerekir — sonug bir Yiiksek Mahkeme davasinda bile atiflandi.

39.11 Egzersizler

Egzersiz 1. Bu derste gecen her aragtirma 6rnegini bir 6.006 kavramiyla esle (foldability—NP-hard, mesh
path—Dijkstra/geodezik, ray casting—agac/log n, scene graph—DAG, redistricting— Hamiltonian reduc-
tion).

Egzersiz 2. van Emde Boas (log w) ile fusion tree (log n/ log w) sinirlarinin min’ini al; w = logn ve w = n
icin hangisi kazanir?

Egzersiz 3. Baker yaklagiminda her 4. BFS katmanini silmek neden 1 + 1/4 (yani %25 iginde) bir ¢6ziim
verir? k arttikca runtime’a etkisi?

Egzersiz 4. Ray casting’i scene graph (DAG) ile birlestir: 100 6zdes sandalyeli bir sahnede bellek ve render
maliyeti nasil degisir?

Egzersiz 5. Self-assembly’nin “geometrik hesaplama modeli”ni word-RAM ile karsilastir: hangi islemler
paralel, hangi maliyet farkli?

39.12 6.006 Tamamlandi — Kurs Kapanigi

Bu, 6.006’n1n son dersiydi. 32 video boyunca: hesaplama modeli — veri yapilar1 — siralama — hashing
— agaclar/yiginlar — cizgeler/BFS/DFS — en kisa yollar (BFS/DAG/Dijkstra/Bellman-Ford/Johnson) —
dinamik programlama (SRTBOT) — hesaplama karmagiklig1 (P/NP) — sentez — arastirma vitrini. Sekil 39.7
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bu 32-ders

39.12 6.006 Tamamlandi — Kurs Kapantigt

yolculugunu tek bir nehir-harita olarak — dort Quiz blogu, li¢ hoca, yedi kilometre tagi — gosterir;

kitabin kapanig gorseli.

“I hope you enjoyed this class... algorithms are everywhere.” — Demaine (kapanis)

Sonraki adim (Builder/OMSCS): 6.046 (CS 6515 Graduate Algorithms) ve uzmanlik dersleri (6.849 folding,

6.851 ileri

veri yapisi, 6.837/6.838 graphics/geometry, 6.892 recreational).

6.006 — 32 dersin tam haritasi: dort Quiz blogu, lic hoca, tek nehir

BF - Dijkstra pseudo - NP

relax » BF Dijkstra - Johnson SRTBOT - pseudo

ist oklar: cizge & DP omurga akis
QuIZ 1 DP FiNALI QuIz 3
GiRiS QuIZ 2 P-NP FINAL
Quiz 1 — Modeller - Veri Yapilari - Siralama - Hashing - Agaclar Quiz 2 — Cizgeler: BFS - DFS - SSSP - Johnson Quiz 3 — Dinamik Programlama Final — Sentez + Vitrin

Solomon
Ku

Demaine

Sekil 39.7:

olololololelololololo o= blolelololol @ BEITIETs @ Bl s (@

= 88 & 8 8

2 8 8 8 2 5 & 58 68 S

eeeeeeeeeeee

algorithms are everywhere — 6.006 is unavoidable (Demaine + Solomon, L21)

6.006 — 32 dersin tam haritast (IMZA KURS KAPANISI): dort Quiz blogu, ii¢ hoca, tek nehir.
32 ders-diigiimii soldan saga DORT blok-bandinda dizilir: Quiz 1 (D1-12 + D14: modeller - veri
yapilar1 - siralama - hashing - agaclar, slate-soluk); Quiz 2 (D13-22: cizgeler BES/DFS/SSSP/John-
son, slate); Quiz 3 (D23-30: dinamik programlama, amber-soluk); Final (D31-32: sentez + vitrin,
amber). UC HOCA seritleri (altta): Solomon / Ku / Demaine hangi dersleri tasir; D32 UCU
BIRDEN (amber yildiz: Ku - Demaine - Solomon). Yedi kilometre tasi rozeti: D1 GIRIS - D14
QUIZ 1 - D22 QUIZ 2 - D27 DP FINALI - D28 P-NP - D30 QUIZ 3 - D32 FINAL. Ust kopriilii
oklar (¢izge & DP omurga akis1): D16 relax—BF, D18 BF—Dijkstra, D19 Dijkstra—Johnson,
D23 SRTBOT—pseudo, D27 pseudo—NP. Kapanig rozeti: ‘algorithms are everywhere — 6.006 is
unavoidable (Demaine + Solomon, L.21)’. KAVRAMSAL KURS-YAPISI figiirii (ders numaralari
+ blok yapisi; sayisal motor iddias1 yok).

Kurs Kapanisi + Buradan Nereye (Ders 32 — SON DERS)

Ders 32 (L.21) kursun SON dersiydi — sonraki ders yok. U¢ geometrici hoca (Ku - Demaine - Solomon)
6.006 araclarinin gercek arastirmadaki vitrinini kapatti. Ders 31’in (L20) omurga goriisii (veri yapist —

cizge —

DP) ve 6.046 kopriisii, burada nihai baglamina oturdu: algoritmalar her yerde.

Buradan nereye:

* 6.046 (Design and Analysis of Algorithms) = OMSCS CS 6515 (Graduate Algorithms) — dogal
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devam dersi; Ders 31°deki 6.046 kopriisii (union-find, MST, max-flow, randomized, approximation,
model degisimi) bunun haritasidur.

* Uzmanlik dersleri: 6.849 (computational origami / folding), 6.851 (ileri veri yapisi: van Emde
Boas, fusion tree), 6.837 (computer graphics: ray casting, scene graph), 6.838 (geometri isleme:
mesh, geodezik), 6.892 (recreational: oyun NP-hardness).

* Geriye kopriiler: Dijkstra (Ders 19) mesh geodeziginde, NP-hard/reduction (Ders 28) foldability
ve redistricting’te, AVL (Ders 10) van Emde Boas karsilastirmasinda, BFS katmanlar1 (Ders 13)
Baker PTAS’1inda karsina cikt1.

39.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Hoca / Alan Ornek 6.006 baglantis1

Demaine — Origami (6.849) design vs NP-hardness, reduction (Ders 28)
foldability;
fold-and-cut

Demaine — Self-assembly DNA tile, ikili Geometrik hesaplama modeli, paralel
sayag

Demaine — ileri DS (6.851) van Emde Boas AVL (log n) sinirin1 agsma (Ders 10)
log w, fusion tree

Demaine — Planar / Baker PTAS; oyun BFS (Ders 13), approximation, hardness

Recreational NP-hard

Solomon — Mesh (6.838) MMP geodezik Dijkstra seviye kiimeleri (Ders 19)
(Dijkstra yetmez)

Solomon — Graphics (6.837) ray casting; scene  O(p - n) — agag log n; DAG
graph

Solomon — Redistricting uniform sampling  Hamiltonian reduction, P=NP (Ders 28)
zor

39.14 Builder ve OMSCS Baglantilari

@ 7 koprii

Bu vitrin dersi, 6.006’nin alt1 aracinin gercek arastirma ve sistem miihendisligine nasil baglandigini
gosterir; kopriilerin 6zeti:

1. NP-hardness pratigi — foldability, redistricting, oyun zorlugu: “bu problem verimli ¢oziilemez”
refleksi (OMSCS CS 6515).

fleri veri yapisi (6.851) — van Emde Boas/fusion tree; gercek sistemlerde log n’i kirma.
Planar/approximation (PTAS) — routing, harita, ag optimizasyonu: “yap1 varsa daha hizli”.
Mesh geodezik (MMP/fast marching) — robotik yol planlama, 3B tarama, oyun navigasyonu.
Uzay-bolme agaclar: + scene graph (DAG) — render, carpigsma tespiti, GPU; gercek performans
miihendisligi.

A
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6. Geometrik/self-assembly model — DNA computing, molekiiler nano-iiretim farkindalig:.
7. Redistricting/sampling — MCMC, hesaplamal1 sosyal bilim, hukuk-+algoritma kesigimi.

! Tek bir sey alip gideceksen

6.006’n1n alt1 aract — NP-hardness, DP, cizge, veri yapisi, approximation, hesaplama modeli —
siifta kalmiyor; origami katlamada (design ¢oziilebilir, foldability NP-hard), DNA self-assembly’de
(geometrik hesaplama modeli), mesh iizerinde en kisa yolda (Dijkstra yetmez — MMP geodezik), ray
casting’de (O(p-n) — uzay-bolme agaci + scene graph DAG) ve politik gerrymandering’de (en iyi plan
+ 6rnekleme NP-hard) gergek arastirma problemlerine doniisiiyor. Ug geometrici hocanin ortak mesaji
tek: algoritmalar her yerde, 6.006 kacimlmaz. Buradan 6.046 (CS 6515) ve uzmanlik derslerine.

439






	Önsöz
	Bu kitap nedir?
	Nasıl Okumalı
	32 Ders
	Notasyon
	Builder Ekseni — Neden Bu Ders?
	Yazım Kuralları
	Algoritmalar ve Hesaplama
	Bu Derste Ne Var?
	Hesaplamalı Problem Nedir?
	Problem = Girdi-Çıktı İlişkisi
	Algoritma Nedir?
	Doğum Günü Algoritması
	Tümevarımla Doğruluk İspatı
	Verimlilik: Zamanı Değil, İşlemi Say
	Asimptotik Gösterim: O, Ω, Θ
	Yaygın Çalışma Süresi Fonksiyonları
	Hesaplama Modeli: word RAM
	Bellek ve Word Boyutu
	Temel İşlemler
	Veri Yapıları: İlk Bakış
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Veri Yapıları ve Dinamik Diziler
	Bu Derste Ne Var?
	Arayüz mü, Veri Yapısı mı?
	İki Temel Arayüz: Küme ve Dizi
	Statik Dizi Arayüzü
	Statik Dizi (Static Array)
	Bellek Ayırma Modeli ve Word Boyutu
	Dinamik Dizi Arayüzü
	Bağlı Liste (Linked List)
	Veri Yapısı Zenginleştirme (Augmentation)
	Statik Dizi mi, Bağlı Liste mi?
	Dinamik Dizi (Dynamic Array)
	Dizi Büyütme ve Geometrik Seri
	Amortize Analiz (Amortized Analysis)
	Üç Veri Yapısı — Karşılaştırma
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 1
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Asimptotik Sıralama
	Problem 2: Sequence Arayüzünü Black Box Olarak Kullanma
	Problem 3: Çift Uçlu Dinamik Dizi
	Problem 4: Bağlı Listenin Son Yarısını Ters Çevirme
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	Kümeler ve Sıralama
	Bu Derste Ne Var?
	Arayüz Tekrarı: Küme Nedir?
	Küme (Set) Arayüzü
	Küme mi, Dizi mi?
	Sırasız Dizi ile Küme
	Sıralı Dizi ile Küme
	Sıralama Problemi ve Sözlük
	Permütasyon Sıralaması
	Seçmeli Sıralama (Selection Sort)
	Eklemeli Sıralama (Insertion Sort)
	Birleştirmeli Sıralama (Merge Sort)
	Sıralama Algoritmaları — Karşılaştırma
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Hashing
	Bu Derste Ne Var?
	Set'i O(\log n)'den Hızlı Yapabilir miyiz?
	Karşılaştırma Modeli ve Alt Sınır
	Direct Access Array (Doğrudan Erişim Dizisi)
	Problem: Anahtar Evreni Çok Büyük
	Hash Fonksiyonu
	Çakışma (Collision) ve Çözümleri
	Hash Fonksiyonu Seçimi: Bölme Yöntemi
	Evrensel Hashing (Universal Hashing)
	Beklenen Zincir Uzunluğu
	Dinamik Hashing
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 2
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Yineleme Çözme — Master Theorem ve Özyineleme Ağacı
	Problem 2: Sonsuz Diziyi Arama
	Problem 3: Katmanlı Görüntü Editörü
	Problem 4: Tuğla Üfleme
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	Doğrusal Zamanlı Sıralama
	Bu Derste Ne Var?
	Önceki Ders: Hash Tablosunun Sınırı
	Sıralama Alt Sınırı: n log n
	Karşılaştırmanın Ötesi: Direct Access Array Sort
	Daha Büyük Aralık: Anahtarı Basamaklara Ayır
	Tuple Sort (Excel Tablo Sıralaması)
	Kararlı Sıralama (Stable Sort)
	Counting Sort
	Radix Sort
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 3
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Hash Tablosundan Dizi
	Problem 2: Critter Sort
	Problem 3: Küp Toplamı
	Problem 4: Poker — Kayan Pencere ve Frekans Tablosu
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	İkili Ağaçlar — Bölüm 1
	Bu Derste Ne Var?
	Hedef: Tüm İşlemler O(log n)
	İkili Ağaç Nedir?
	Neden İki İşaretçi?
	Tanımlar: Alt Ağaç, Derinlik, Yükseklik
	Traversal (Geziş) Sırası
	subtree_first ve successor
	insert_after
	delete
	Sequence ve Set Olarak Ağaç
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	İkili Ağaçlar — Bölüm 2: AVL
	Bu Derste Ne Var?
	Geçen Dersten: O(h) İşlemler ve Bugünkü Hedef
	Küme Ağaçları = İkili Arama Ağaçları (BST)
	Dizi Ağaçları: subtree_at
	Alt Ağaç Zenginleştirme (Subtree Augmentation)
	Hangi Özellikler Tutulabilir?
	Ağaç Rotasyonu
	AVL / Yükseklik Dengesi
	Yükseklik Dengesi → Denge
	Yükseklik de Bir Alt Ağaç Özelliği
	Rotasyonlarla Dengeyi Koruma
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 4
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Sequence AVL — delete_at ve Çift Rotasyon
	Problem 2: En Güçlü Görüşler
	Problem 3: Müzayede — Çoklu Yapı ve Cross-Linking
	Problem 4: Receiver Roster — İç İçe Ağaçlar ve Rank Sorgusu
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	İkili Yığınlar (Binary Heaps)
	Bu Derste Ne Var?
	1. Öncelik Kuyruğu Arayüzü
	2. Set AVL ile Çözüm
	3. Priority Queue Sort
	4. Üç Sıralama: Birleştirici Çerçeve
	5. Hedef: n log n + Yerinde (Complete Binary Tree)
	6. Complete Binary Tree ↔ Dizi
	7. Max-Heap Özelliği
	8. insert ve max_heapify_up
	9. delete_max ve max_heapify_down
	10. Yerinde Heapsort ve Doğrusal Build
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Çizgeler ve Enine Arama (BFS)
	Bu Derste Ne Var?
	1. Çizge Nedir?
	2. Çizgeler Her Yerde
	3. Basit Çizge ve |E| = O(V²)
	4. Komşular ve Derece
	5. Çizge Veri Yapıları
	6. Yollar ve En Kısa Yol
	7. En Kısa Yol Ağacı
	8. Seviye Kümeleri ve BFS
	9. BFS Çalışma Süresi O(V + E)
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Quiz 1 Gözden Geçirme
	Bu Quiz Review Ne Hakkında?
	1. Büyük Dört ve İki Çözüm Yolu
	2. Üç Problem Tipi: White-box / Black-box / Modification
	3. Reduction Disiplini: Önce Arayüz, Sonra Verimlilik
	4. Sınav Stratejisi ve Kısmi Puan
	5. Kaçınılacak Tuzaklar (Downsides)
	6. Konu Tekrarı — Sıralama Algoritmaları
	7. Konu Tekrarı — Sequence Veri Yapıları
	8. Konu Tekrarı — Set Veri Yapıları ve Öncelik Kuyruğu
	Bu Quiz Review'in Özeti
	Quiz-tarzı Problemler
	Quiz Hazırlığı Egzersizleri
	Quiz 2 Öncesi Kapsam Genişlemesi
	Ders 1-12 Toplu Cheat Sheet
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Derinlemesine Arama (DFS)
	Bu Derste Ne Var?
	1. BFS'ten DFS'e: İki Arama Stratejisi
	2. Erişilebilirlik Problemi ve Ebeveyn Ağacı
	3. DFS Algoritması
	4. DFS Doğruluğu
	5. DFS Çalışma Süresi O(E)
	6. DFS En Kısa Yol Vermez
	7. Bağlılık ve Bağlı Bileşenler
	8. Yönlü Çevrimsiz Çizge (DAG) ve Topolojik Sıralama
	9. Bitiş Sırası → Topolojik Sıralama
	10. Çevrim Tespiti
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Ağırlıklı En Kısa Yollar
	Bu Derste Ne Var?
	1. Ağırlıksızdan Ağırlığa: Neden ve Nasıl
	2. Ağırlık Gösterimi
	3. Ağırlıklı Yol ve En Kısa Yol
	4. İki Tuzak: +∞ ve −∞
	5. BFS'e İndirgenebilen Özel Durumlar
	6. Genel Manzara: DAG / Bellman-Ford / Dijkstra
	7. En Kısa Yol Ağacı: Mesafeden Ebeveyn
	8. DAG Relaxation: Mesafe Tahminleri ve Üçgen Eşitsizliği
	9. Relax Güvenlidir
	10. DAG Relaxation Algoritması ve Doğruluğu
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 5
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Çizge Yarıçapı ve Eksantriklik
	Problem 2: Router Gecikmesi ve Süpernode
	Problem 3: Potry Harter ve Büyülü Kapılar
	Problem 4: Purity Atlantic ve Sabitten Yararlanma
	Problem 5: Cep Küpü — Durum Çizgesi ve Ortada Buluşma
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	Bellman-Ford
	Bu Derste Ne Var?
	1. Bellman-Ford'un Hedefi
	2. Isınma: Yönsüz Çevrim ve İndirgeme
	3. En Kısa Yollar Basittir
	4. k-Kenar Mesafesi
	5. Tanık (Witness) ve −∞
	6. Her Negatif Çevrim Bir Tanık İçerir
	7. Graf Çoğaltma
	8. Graf Dönüşümü Örneği
	9. Bellman-Ford Algoritması
	10. Doğruluk ve Çalışma Süresi
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Dijkstra
	Bu Derste Ne Var?
	1. Manzara: Üç Algoritma ve Dijkstra'nın Yeri
	2. Gözlem 1: Negatif Olmayan Ağırlık → Mesafe Artar
	3. Gözlem 2: Artan Sıra Bilinirse DAG Relaxation
	4. Dijkstra'nın Fikri
	5. Değiştirilebilir Öncelik Kuyruğu
	6. Dijkstra Algoritması
	7. Doğruluk: İki Gözlem
	8. Çalışma Süresi: Öncelik Kuyruğu Seçimi
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 6
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Dijkstra Elle ve Negatif Kenarın Kırdığı Varsayım
	Problem 2: Ağırlıklı Yarıçap ve Johnson
	Problem 3: Atniss ve Sensörler — Süpernode ve İkili Arama
	Problem 4: Ashley ve Critter'lar — Graf Çoğaltma ve Durum Makinesi
	Problem 5: Nakliye ve Darboğaz — Modifiye Dijkstra
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	Tüm-Çiftler En Kısa Yollar (Johnson)
	Bu Derste Ne Var?
	1. APSP Problemi ve \Theta(V^2) Çıktısı
	2. Naif Çözüm: V × SSSP
	3. Fikir: Yeniden Ağırlıklandırma
	4. Kötü Fikir: Her Kenara Sabit Ekle
	5. İyi Fikir: Potansiyel Dönüşümü
	6. Potansiyel Fonksiyon ve Telescoping
	7. Negatif-Olmama Koşulu = Üçgen Eşitsizliği
	8. Süpernode ile Potansiyeli Hesapla
	9. Johnson Algoritması ve Çalışma Süresi
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Quiz 2 Gözden Geçirme
	Bu Quiz Review Ne Hakkında?
	1. Quiz 2 Neyi Ölçer — Modelleme ve İndirgeme
	2. Çizge Algoritmaları Haritası
	3. SSSP Hiyerarşisi: BFS → DAG → Dijkstra → Bellman-Ford
	4. APSP ve Johnson
	5. Graf Değiştirme Stratejileri
	6. Sınav Taktiği ve Puan Kaybı
	Bu Quiz Review'in Özeti
	Quiz-tarzı Problemler
	Quiz Hazırlığı Egzersizleri
	Quiz 3 Öncesi Kapsam Genişlemesi
	Ders 13-21 Toplu Cheat Sheet (L9-L14 + PS5-6)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Dinamik Programlama 1: SRTBOT
	Bu Derste Ne Var?
	1. Yeni Bölüm: Algoritmik Tasarım ve DP
	2. SRTBOT Çerçevesi
	3. Örnek: Merge Sort SRTBOT ile
	4. Fibonacci: Memoization'sız Üstel
	5. Memoization: Üstelden Polinoma
	6. Çalışma Süresi Formülü
	7. DAG En Kısa Yol DP Olarak
	8. Alt-Problem Tasarım Aracı: Prefix/Suffix/Substring
	9. Bowling Problemi: SRTBOT Uygulaması
	10. Bottom-Up DP ve Yerel Kaba Kuvvet
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Dinamik Programlama 2: LCS, LIS, Oyunlar
	Bu Derste Ne Var?
	1. DP 2/4: Üç Örnek ve Yeni Fikirler
	2. SRTBOT Hatırlatma
	3. LCS: Çoklu Girdi → Alt Problem Çarpımı
	4. LCS Recurrence: Eşit / Farklı Durumlar
	5. Parent Pointers ile Çözüm Kurtarma
	6. LIS: Naif Tanım Neden Çöker
	7. LIS: Alt Problem Kısıtı
	8. Değişen Para Oyunu: Substring + Genişletme
	9. İki Oyuncu: Max/Min Recurrence
	10. Subproblem Expansion İlkesi
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 8
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Tim the Beaver — Mutluluk DP
	Problem 2: Menix Edit Distance — Precomputation
	Problem 3: Saggy'nin Blok Kulesi — LIS-benzeri
	Problem 4: Princess Plum Izgarası — Yol Sayma
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	Dinamik Programlama 3: Floyd-Warshall, Parantezleme
	Bu Derste Ne Var?
	1. DP 3/4: Subproblem Expansion
	2. Bellman-Ford DP Olarak
	3. Floyd-Warshall: Vertex-Prefix APSP
	4. Floyd-Warshall Recurrence ve O(V³)
	5. Floyd-Warshall vs Johnson
	6. Aritmetik Parantezleme: Kökü Tahmin Et
	7. Negatif Sayılar: Min/Max Genişletmesi
	8. Parantezleme Recurrence ve O(n³)
	9. Piyano Parmaklama: State = Parmak
	10. Genelleme: Çoklu Nota, Gitar
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Dinamik Programlama 4: Pseudopolinom, Subset Sum
	Bu Derste Ne Var?
	1. DP 4/4: Tamsayı Alt Problemler
	2. Rod Cutting: Tamsayı Alt Problem
	3. Rod Cutting Polinom mu?
	4. Subset Sum: Karar Problemi
	5. Subset Sum Recurrence: OR
	6. Subset Sum Polinom Değil: Pseudopolinom
	7. Pseudopolinom Tanımı ve Hiyerarşi
	8. DP Karakterizasyonu: Alt Problem Tipleri
	9. DP Karakterizasyonu: Constraint / Branching / Combination
	10. Dört Dersin Özeti
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Hesaplama Karmaşıklığı: P, NP, NP-Tamlık
	Bu Derste Ne Var?
	1. Karmaşıklık: Alt Sınır Tarafı
	2. P, EXP, R Hiyerarşisi
	3. Halting Problem: Uncomputable
	4. Çoğu Problem Çözülemez
	5. NP: Tanım 1 — Şanslı Algoritma
	6. NP: Tanım 2 — Doğrulayıcı
	7. P ≠ NP Konjektürü
	8. NP-hard ve NP-complete
	9. Reduction: İndirgeme ile Zorluk Kanıtı
	10. NP-complete Örnekleri
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Problem Oturumu 9
	Bu Problem Oturumu Ne Hakkında?
	Problem 1: Coin-Crafting — 0/1 Knapsack
	Problem 2: Tim the Beaver Kariyer Fuarı — Sınırsız Knapsack + Çanta Boşaltma
	Problem 3: Protein Parsing — Precomputation ile Hızlandırma
	Problem 4: Lazy Egg Drop — Minimax DP
	Ne Öğrendik?
	Sonraki

	Quiz 3 Gözden Geçirme
	Bu Quiz Review Ne Hakkında?
	SRTBOT Çerçevesi — Derin Tekrar
	Quiz-tarzı Problemler (Spring '18, Tam Çözüm)
	Quiz Hazırlığı Egzersizleri
	Sınav Stratejisi (Kapsam Notları)
	Toplu Cheat Sheet — SRTBOT
	Bu Quiz Review'in Özeti
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Toparlanma ve Sonraki Dersler
	Bu Derste Ne Var?
	1. 6.006'nın 4 Hedefi
	2. Karmaşıklık — Final İçin (L19 Özeti)
	3. Üç Ünite — Quiz 1: Veri Yapıları (Kara Kutular)
	4. Üç Ünite — Quiz 2: Çizgeler
	5. Üç Ünite — Quiz 3: DP = Uygulamalı Çizge
	6. 6.046 — Doğal Uzantı
	7. 6.046 — ``Doğru/Verimli'' Tanımını Gevşetmek
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	Sonraki Ders İçin Hazırlık
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları

	Son Ders: Algoritmalar Her Yerde
	Bu Derste Ne Var?
	1. Üç Geometrici + Jason'ın Origami Yolculuğu
	2. Demaine — Computational Origami (6.849)
	3. Demaine — Self-Assembly (Geometrik Hesaplama Modeli)
	4. Demaine — İleri Veri Yapıları, Planar Çizgeler, Recreational
	5. Solomon — Mesh Üzerinde En Kısa Yol (Dijkstra Neden Yanlış)
	6. Solomon — Ray Casting & Stanford Bunny
	7. Solomon — Politik Redistricting (Gerrymandering)
	Bu Dersin Özeti
	Kontrol Soruları
	Egzersizler
	6.006 Tamamlandı — Kurs Kapanışı
	Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
	Builder ve OMSCS Bağlantıları


