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Onso6z

0.1 Bu kitap nedir?

Bu, 3BluelBrown — Essence of Calculus dizisinin (Grant Sanderson, 12 béliim) Tiirk¢e ders notlaridir.
Hedef, izlerken paralel okunabilecek; sonradan tek basina da yeterli olabilecek bir referans seti iiretmek.

Her boliim bir “Builder Notu” katmani tagir: kavramin makine 6grenmesi ile kopriisii. Tiirev — gradient —
backprop; integral — beklenen deger — Monte Carlo; FTC — forward/backward dualitesi. Calculus’u “tek
bagina matematik” olarak degil, ML’i tiireten alet kutusu olarak okuyoruz.

1 Kaynak

¢ Video dizisi: 3BluelBrown — Essence of Calculus (YouTube)
¢ Yazar: Grant Sanderson — 3bluelbrown.com
* Ceviri ve genisletme: Phase 1 (TR + ML kopriileri)

0.2 Nasil Okumali

Strali oku. Her ders bir 6ncekinin dilini kullanir. Atlamak istersen, en azindan Ders 1 (Calculus’un Ozii) ve
Ders 2 (Tiirevin Paradoksu) zorunlu — bu ikisi tiim seriyi tagiyor.

@ Pratik bir tavsiye

Her boliim sonundaki egzersizleri atlama. Ozellikle Python egzersizleri (Riemann toplamu, finite
difference, Taylor serisi) calculus sezgisini parmaklarina yerlestirir. ML’de ayni1 kodu yillarca farkl
kiliklarda yazacaksin.

0.3 12 Ders

# Ders Ana Fikir

1 Calculus’un Ozii Integral + tiirev + FTC, dairenin alanindan ¢ikar
2 Tiirevin Paradoksu Anlik degisim orani; d(x?)/dx = 2x’in geometrisi
3 Geometriyle Tiirev Formiilleri  Trigonometri, x"n tiirevi

4 Zincir Kuralt ve Carpim Kurali  Backprop’un matematiksel kalbi

5 Euler Sayis1 e*’in Ozelligi d(e*)/dx = ¢* — neden?

6 Kapal1 (Implicit) Tiirev Egriler ve teget dogrular


https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

Onsoz

# Ders

Ana Fikir

Limitler, L' Hopital,
Epsilon-Delta

8 Integrasyon ve Temel Teorem

9 Alan ile Egim Arasindaki Iligki

10 Yiiksek Mertebeden Tiirevler

11 Taylor Serileri

12 Calculus’ta Sana
Ogretmedikleri

“Yaklasiktan kesine” rigorize

Antiderivative

FTC’nin geometrisi

Ivme, jerk, optimizasyon
Sonsuz polinom yaklagimi
Riemann’in Gtesi

0.4 Notasyon

* Tiirev: f'(z) veya % — ikisi de aym sey

Ikinci tiirev: f”(z) veya %

Limit: lim f(z)
r—a

Tiim matematik KaTeX ile render ediliyor.

integral: fa b f(x) dx — a’dan b’ye egri alt1 alan

! Bir tek sey

Calculus iki biiyiik fikre dayanir: integral (kiiciik niceliklerin toplami = egri alt1 alan) ve tiirev (anlik
degisim orani). FTC bu ikisinin birbirinin tersi oldugunu soyler. Geri kalan her gsey bunun varyasyonu.



https://katex.org/

1 Calculus’un Ozii

Daireden integrale + tiireve + Calculus’un Temel Teoremine

1 Boliim bilgisi

* Grant’in videosu: YouTube — Chapter 1: The Essence of Calculus (=17 dk)
» Kaynak: 3Bluel Brown — Essence of Calculus
¢ Okuma siiresi: =22 dk

1.1 Bu Derste Ne Var?

Calculus genelde bir y18in kural ve formiille gelir: tiirev formiilleri, carpim kurali, zincir kurali, kapali tiirev,
integralle tiirevin zit olmasi, Taylor serileri... ve bunlar ezberlenecek seyler gibi sunulur. Grant’in hedefi
bambagka: dersin sonunda “bunu ben de icat edebilirdim” hissiyle kalmani.

Bu ilk boliimde tek bir geometri par¢asini — bir dairenin alanin1 — derinlemesine diisiinerek calculus’un ii¢
biiyiik fikrine birden tokezliyoruz. 7r7? formiiliinii biliyorsun; ama nereden geldigini giizel bir yolla gérmek,
seni dogrudan calculus’un kalbine gotiiriiyor.

Uc biiyiik fikir:
1. Integral — bir egrinin altindaki alan; “cok sayida kiiciik nicelik”in toplamu.

2. Tiirev — anlik degisim orani; bir fonksiyonun girdideki kiiciik diirtiise ne kadar duyarli oldugu.
3. Bu ikisinin ters olmasi1 — Calculus’un Temel Teoremi (FTC): tiirev ve integral birbirinin tersi.

> Halkalara bol -{ Her halka = 2nr-dr > Halkalan ticgenlestir > VeR20R = TR - integral fikri Teoremi

s ARX) = fotidt /—» dAldx = Turevfiki | (tirev = integralin tersi)

Sekil 1.1: Bu boliimiin kavram haritast — bir dairenin alanindan FTC’ye

“my goal is for you to come away feeling like you could have invented calculus yourself.” —

Grant, 0:54

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Tiirev = gradient + backprop’un temeli. Bir loss fonksiyonunun her agirliga duyarliligi
(dLoss/dw) bir tiirevdir; gradient descent bu oranin ters yoniinde adim atar.
« Integral = beklenen deger / Monte Carlo. E[f(X)] = [ f(z) p(x) dz — siirekli bir toplama.



https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=1
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

1 Calculus’un Ozii

Cok ornegin ortalamasi bu integrali tahmin eder.

* Yaklasiktan kesine gecis (dr — 0) = limit. Siirekli optimizasyonun, gradient flow’un ve neural
ODE’lerin matematiksel zemini.

¢ Tiirev<~integral terslik (FTC) — RL de kiimiilatif 6diil (value function) ile anlik 6diil arasindaki
iligki; forward/backward dualitesi.

* “Kendin kesfedebilirdin” = builder zihniyeti. Formiilii ezberleme, nereden geldigini gér — her
ML teknigine boyle bak.

1.2 Tek Bir Soru: Bir Dairenin Alani

Hikaye basit bagliyor: sen ve bir daire — diyelim yaricap1 3. Alanin1 bulmaya calisiyorsun. Bir siirii kagit
harcay1p alan1 farkli sekillerde parcalayip yeniden dizdikten sonra, umut verici bir fikir deniyorsun: daireyi
esmerkezli (i¢ ice) halkalara dilimlemek.

Bu neden umut verici? Ciinkii dairenin simetrisine saygi gosteriyor — ve matematik, simetrisine saygi
gosterdiginde seni odiillendirme egilimindedir.

“math has a tendency to reward you when you respect its symmetries.” — Grant, 2:24

Daireyi halkalara bol — N arttikga dr kigulir

N = 6 halka (dr = R/6 = 0.50) N = 15 halka (dr = R/15 = 0.20) N = 40 halka (dr = R/40 = 0.07)

Sekil 1.2: Daireyi esmerkezli halkalara bol: her halkanin ¢evresi 277, kalinligi dr. Halka sayisi arttikga
kalinlik kiigiiliir.

Halkalardan birini al: i¢ yaricapi r olsun, 0 ile 3 arasinda bir yerde. Plan su: (1) her halkanin alani i¢in temiz
bir ifade bulmak, (2) hepsini diizgiince toplamanin bir yolunu bulmak. Bu iki parca bir araya gelince, tiim
dairenin alan1 ortaya c¢ikacak.

@ Builder Notu — Simetri ve Invariance

Simetriye saygi — yani problemi “dogru koordinatlarda” parcalamak — ML’de invariance/equivariance
olarak kargimiza ¢ikar. CNN’ler 6teleme degismezliginden gii¢ alir (kediyi nerede goriirsen gor, kedidir);
gorev simetrisine uygun bir mimari/parametreleme se¢mek, 6grenmeyi dramatik bicimde kolaylastirir.




1.3 Halkayt Acmak: 27tr - dr

Grant’in “dogru dilimleme” sezgisi tam da budur: problemin yapisina uygun ayristirma, ¢oziimii
kendiliginden getirir.

1.3 Halkay1 Agcmak: 277 - dr

Bir halkay al ve diizlestir; diiz bir seride doniistiir. Bu yeni seklin tam ne oldugunu diislinebilirsin, ama
basitlik i¢in onu bir dikdértgen olarak yaklastiralim. Dikdortgenin genisligi, orijinal halkanin ¢evresidir:
27r (zaten 7’nin tanimi bu). Kalinlig1 ise daireyi ne kadar ince dilimledigine bagli — su an keyf1 bir se¢im.
Standart calculus notasyonuyla bu kalinliga dr diyelim: yarigaptaki sonsuz kiiciik bir fark, 6rnegin 0,1.

“let’s call that thickness dr, for a tiny difference in the radius from one ring to the next.” — Grant,
3:20

Boylece acilmig halkanin alani, yaklagik olarak genislik carpr kalinlik:

Aaia ~ 21 dr

Tek bir halka (sar1)

kalinlik
dr

Acilmis halka = dikdértgen, alan = 2nr-dr

I === dikdértgen yaklasimi .

gemstk—="2mr

yaricap

Sekil 1.3: Bir halkay1 ‘a¢’ — neredeyse bir dikdortgen olur. Genisligi 27r, yiiksekligi dr. dr — 0 iken hata
kaybolur.

Bu tam dogru degil — serit gercek bir dikdortgen degil, hafifce yamuk. Ama dr kiigiildiikce yaklagim giderek
daha iyi olur: geridin iist ve alt kenar uzunluklar1 (277 ile 27 (7 + dr)) birbirine yaklasir, aradaki fark 27 - dr
ile orantil1 bicimde sifira gider.

@ Builder Notu — Yerel Dogrusallagtirma

“Egri parcay1 kiiciik dlcekte diiz say” — bu yerel dogrusallastirma (local linearization), calculus’un en
sik tekrar eden hilesidir. Tiirev tam olarak budur: bir fonksiyonu bir nokta civarinda en iyi dogru ile
degistirmek. ML’de bir loss yiizeyini gradient (birinci derece terim) ile yerel olarak diizlestiririz; her
gradient descent adimi, “yeterince kii¢iik bir komsulukta yiizey neredeyse diizdiir” varsayimina dayanir.




1 Calculus’un Ozii
1.4 Yaklasiktan Kesine: Ucgenin Alani

Simdi bu dikdortgenleri, 7 = 0’dan 7 = 3’e kadar bir eksen boyunca yan yana dik diz. Her birinin kalinlig1
dr, yiiksekligi ise o yaricaptaki 271 degeri. Yiikseklikler 277 oldugundan, dikdortgenlerin uclart e@imi 27
olan bir dogrunun iistiinde oturur: y = 27r grafigi.

Gercek alan: nR? =28.2743

N=5 N =10 N =30 N =100
~22.619 (hata %20.0) ~25.447 (hata %10.0) =~27.332 (hata %3.3) =~27.992 (hata %1.0)

—y =207 — =207 — =207 / — =207
17.5 4 1 é 1 y I
/
15.0 1 é 1 A

12.51

£ 10.0
o~

7.51

5.0

2.5 A

0.0 T T T T T T T T T T T T T T -+
00 05 10 15 20 25 3000 05 10 15 20 25 3000 05 1.0 15 20 25 3.000 05 10 15 20 25 3.0
r r r r

Sekil 1.4: Dikdortgenler arttikga (yani dr — 0), toplam alan y = 277 dogrusu altindaki tiggene yakinsar.
Bu, integral fikrinin kendisidir.

Simdi giizel kisim: dr kiigiildiikge dikdortgen sayisi patlar, ama hepsinin toplam alani yalnizca bu dogrunun

altindaki alana benzer. O bdlge bir liggendir — tabani 3, yiiksekligi 27 - 3.

1
5'3-(27r~3):97rz7r-32

Yarigcap genel olarak R olsaydi, ayn1 liggen argiimani:

1
3 R-(2nR) = R?

Iste dairenin alan formiilii — ezberlenecek bir sey degil, halkalar1 toplamanin dogal sonucu.

Isin kalbi su ince geciste: problem, her biri 277 - dr gibi goriinen ¢ok sayida kiigiik sayimin toplamiyla
yaklasik coziilebiliyordu. dr kiigiildiik¢e (daireyi giderek daha ince halkalara boldiik¢e) bu toplam, grafik
altindaki Kesin alana yakinsiyor. Yaklasiktan kesine bu gecis, calculus’un ne olduguna dair en derin fikirdir.

“the way that we transitioned from something approximate to something precise ... cuts deep to
what calculus is all about.” — Grant, 7:08

@ Builder Notu — Riemann — Monte Carlo

Bu tam olarak bir Riemann toplamn — integral gecisidir. ML'de beklenen deger E[f(X)] =
[ f(z) p(z) dz, Monte Carlo ile tahmin edilir: ¢ok sayida drnegin ortalamasi = kiigiik katkilarin
toplami; ornek sayist N — oo iken gergek integrale yakinsar (tipki dr — 0 gibi). Policy gradient,
ELBO ve diflizyon kayiplar1 hep bu “kiiciik niceliklerin toplami — integral” iskeletine dayanr.




1.5 Integral: Baska Egrilerin Altindaki Alan

1.5 integral: Baska Egrilerin Altindaki Alan

Daire problemi tek basina giizel; ama asil kazang, yontemin kendisi. Matematikte ve bilimde pek ¢ok zor
problem, ¢ok sayida kiiciik niceligin toplami1 olarak yaklastirilabilir — ve bu toplamlar ¢ogu zaman bir
grafigin altindaki alan sorusuna doniisiir.

Ornek: bir arabanin kat ettigi mesafeyi, her andaki hizindan bulmak istiyorsun. Zamani kiigiik d¢ araliklarina
bol; her aralikta mesafe ~ v(t) - dt. Hepsini topla — kat edilen toplam mesafe = hiz grafiginin altindaki
alan. Daire ile birebir ayni1 yapu.

Simdi unutamayacagin bir soru: parabol, yani 22 grafigi. 0 ile = arasinda bu egrinin altindaki alan nedir? Sol
ucu 0’da sabitleyip sag ucu serbest birakalim. z’e bagh bir alan fonksiyonu A () bulabilir misin? Boyle bir
A(z)’e 2’nin integrali denir.

X
Ax) = fotz dt — su an bir gizem

12 ] = f(t)=t2

10 A
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Sekil 1.5: Gizem fonksiyonu A(x) = f(t) = t? egrisinin altindaki, 0’dan z’e kadar olan alan. Su an ne
oldugunu bilmiyoruz.

Calculus bunu bulmanin araglarini ierir; ama su an A(z) bizim icin bir gizem — yalnizca 22 altindaki alam
verdigini biliyoruz, ne oldugunu degil.

“finding this area, this integral function, is genuinely hard.” — Grant, 11:14

Zor bir soruyla kargilaginca Grant'in tavsiyesi: dogrudan cevaba saldirma; fikirle oyna, A(x) ile 22 arasindaki
iligkiye aginalik kur.

“a good policy is to not try too hard to get at the answer directly ... play around with the idea.”
— Grant, 11:22
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@ Builder Notu — Biriktirme

Integral bir biriktirmedir (accumulation). “v - dt’leri topla — mesafe”, say1sal entegrasyonun (Euler
yontemi) ve onun siirekli limitinin tam olarak nasil caligtigidir: bir neural ODE’de durum = f dinamik dt.
Yine beklenen deger E[f(X)] = [ f - pdx de bir integraldir — modellerde “ortalama davranigt”
hesaplamak, kiiciik katkilar1 biriktirmek demektir.

1.6 Tirev: dA/dx Orani

Gizem fonksiyonu A(z) ile oynamaya devam edelim. i kiigiik bir dz: kadar diirt. Alanda ortaya ¢ikan
degisim, ince bir dilimdir — buna d A diyelim. Bu dilim, yiiksekligi 22 ve genisligi dz olan bir dikdortgenle
iyi yaklastirilabilir. Yani d A ~ 2 - dz; yeniden diizenlersek d A /dx ~ z2. dx kiigiildiikce bu yaklagim daha
da iyi olur.

dA Az +dz) — Az) 5

~ X

dx dx
Z_A = lim A(x+d(;<)—A(x) =X2
X ___dx=0 X
— 2
1o ] = fiy=t
A(x)
dA
1090 = =1 yaklasim: x2 - dx
8 -
< 6
=
4 4
yuksekli
2 A =~ x2
O -
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

t

Sekil 1.6: 2’i dz kadar diirt: ortaya ¢ikan ince dilim = yiiksekligi 22, genisligi dx olan bir dikdortgen.
dA/dx — x? oldugunu gérmek bu kadar.

Dikkat: A(x)’in ne oldugunu hala bilmiyoruz — ama saglamasi gereken bir 6zellik bulduk. Somut 6rnek: 3
ile 3,001 noktalarinda [A(3,001) — A(3)]/0,001 orani, yaklastk 32 = 9 olmali. Ve bu her z icin gegerli,
yalnizca 3 igin degil.

Aslinda 6zel olan 22 degil: bir grafigin altindaki alan olarak taniml1 her fonksiyonun bu 6zelligi vardir
— A’ya verilen kiiciik bir diirtiigiin, onu tetikleyen dx’e orani, o noktadaki grafigin yiiksekligine esittir. Bu



1.7 Temel Teorem: Tiirev ile Integral Terstir

oranin (dx — 0 iken yaklagtig1 deger) bir ad1 var: A’nin tiirevi.

dA — im Az + dx) — A(x)
dx  dz—0 dx

Gevsek bir ifadeyle tiirev, bir fonksiyonun girdisindeki kiiciik degisimlere ne kadar duyarh oldugunun
Olciisiidiir.

“the derivative ... loosely speaking it’s a measure of how sensitive a function is to small changes
in its input.” — Grant, 14:31

Tirev = egim. &4 (x?) = 2x

129 — fix) =x2

- = teget: f(2)=4
10 A
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Sekil 1.7: Tiirev = teget dogrunun egimi. f(z) = x? iizerinde x, = 2’de tiirev f’(2) = 4, yani tegetin egimi
4,

@ Builder Notu — Gradient ve Autodiff

Iste biiyiik olan. dA/dx, “x’i azicik degistirince g1kt ne kadar degisir” oranidir — yani gradient’in tek
degiskenli hali. Egitimde d Loss/dw her agirhgin loss’a duyarlili§ini verir; gradient descent bu oranin
ters yoniinde adim atar. “Girdiyi diirt, ciktinin degisimini 6l¢” sezgisi, otomatik tiirevin (autodiff)
¢ekirdegidir; backprop bu oranlar zincir kuraliyla verimli hesaplar (Ders 4’te gérecegiz). Sonlu fark
(finite difference) sezgisi de budur: dx’i ¢ok kiigiik secip [f(z + dz) — f(x)]/dx ile tiirevi sayisal
olarak yoklamak.

1.7 Temel Teorem: Tiirev ile integral Terstir

Elimizde su var: gizem fonksiyonu A(z) (2 altindaki alan) ve onun tiirevinin 22 oldugu bilgisi. A’y1 bulmak
icin tersten ¢oz: tiirevi 22 olan fonksiyon hangisidir? Tiirev hesaplamada yeterince ustalasinca, tiirevi verilen
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bir fonksiyonu geri miihendislikle bulabilirsin.

Integrallerle tiirevler arasindaki bu gidis-gelis — bir grafik altindaki alan fonksiyonunun tiirevinin, grafigi
tanimlayan fonksiyonu geri vermesi — Calculus’un Temel Teoremi olarak bilinir. Iki biiyiik fikri birbirine
baglar ve bir anlamda her birinin digerinin tersi oldugunu gosterir.

integral
£(x) ‘ (alam biriktir)—»
(eiiri) ) A(x) = fox f(t) dt
tirev__—
dA/dx

Sekil 1.8: Calculus’un Temel Teoremi (FTC): tiirev ve integral, birbirinin tersidir.

“this back and forth between integrals and derivatives ... is called the fundamental theorem of
calculus ... each one is an inverse of the other.” — Grant, 15:31

@ Builder Notu — Forward/Backward Dualitesi

Temel Teorem, biriktirme ile oran arasindaki derin bagdir. Pekistirmeli 6grenmede (RL) value function
V' — zamana yayilmis indirimli kiimiilatif 6diil, bir tiir “integral” — ile anlik 6diil (onun “tiirevi’)
Bellman denklemiyle birbirine baghdir; bu, FTC’nin ayrik akrabasidir. Forward (biriktir) ve backward
(tlirevini al / geri yay) dualitesi hem otomatik tiirevde hem de dinamik programlamada tekrar tekrar
kargina cikar.

1.8 Bu Dersin Ozeti

1. Calculus, “ezberlenecek formiiller” degil; dogru resmi cizersen kendin kesfedebilecegin bir avug fikirdir.

2. Bir dairenin alanim1 egmerkezli halkalara dilimleyerek bulduk: her halka ~ 27 genisliginde, dr
kalinliginda bir dikdortgen, alani 277 - dr.

3. Halka alanlarimi toplamak = y = 277 dogrusunun altindaki tiggenin alani = % 3-(2m-3) =732
Bu, integral fikrinin somut hali.

4. Asil derin nokta: dr kiigiildiikge bu yaklagik toplam, grafik altindaki kesin alana yakinsar. Yaklagiktan
kesine gecis, calculus’un kalbidir.

5. 22 egrisinin altindaki alan A(x) bir gizem; ama dA/dx = 22 oldugunu ¢ikarabiliyoruz. Bu oran
tiirev.

6. Tiirev = bir fonksiyonun girdideki kii¢iik degisime duyarlihigi (dx — 0 iken dA/dx).

7. A’nin tiirevi orijinal grafigi geri verir — Calculus’un Temel Teoremi: tiirev ve integral birbirinin
tersidir.

I Tek bir ciimle

Calculus iki biiyiik fikir iizerine kuruludur — integral (kii¢iik niceliklerin toplami1 = egri alt1 alan)
ve tiirev (anlik degisim orani) — ve bu ikisi birbirinin tersidir; iiglinii de tek bir daireyi dilimleyerek
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1.9 Kontrol Sorulari

kendin kesfedebilirdin.

1.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Yaricapt R = 5 olan bir daire i¢in halka-dilimleme argiimanini uygula. Alani bul.

Cevap: Halka alan ~ 277 - dr, r € [0, 5. Bu dikddrtgenleri yan yana dizince egimi 27 olan y = 27r
dogrusunun altindaki tiggeni elde ederiz: taban 5, yiikseklik 27 - 5 = 107. Alan = % -5-10m = 257 =
7 - 52. Genel R i¢in aym argiiman 7 R? verir — yani formiil, halkalari toplamanin dogrudan sonucudur.

1 Soru 2: dr kiiciildiik¢e ‘halka = dikdortgen’ yaklasimi neden daha iyi oluyor?

Cevap: Acilmig halkanin i¢ kenari 277, dig kenar1 27 (7 + dr) uzunlugundadir; aradaki fark 27 - dr.
dr — 0 iken bu iki kenar birbirine yaklasir, sekil gercek bir dikdortgene yakinsar ve “dikdortgen”
yaklagiminin hatasi dr ile orantili bigimde sifira gider. Daha ince dilimleme = daha kiigiik hata.

1 Soru 3: v(t) hiziyla giden bir arac. Neden kat edilen mesafe = hiz grafiginin altindaki alan?

Cevap: Kiiciik bir dt arahiginda hiz neredeyse sabittir, dolayisiyla o aralikta kat edilen yol ~ v(t) - dt.
Tiim dt’lerdeki bu kiigiik yollar1 toplamak, hiz grafiginin altindaki ince dikdortgenleri toplamaktir;
dt — 0 iken toplam, egrinin altindaki alana yakinsar. Bu, daire problemiyle birebir ayni yapidir: kii¢iik
niceliklerin toplam1 = bir grafigin altindaki alan = integral.

1 Soru 4: (Builder) dA/dx = x? iliskisi gradient descent ile nasil baglanir?

Cevap: dA/dz, “x’i azicik degistirince A ne kadar degisir” oramidir = tiirev, yani gradient’in tek
degiskenli hali. Egitimde d Loss/dw her agirligin loss’a duyarlilhigini 6lger; gradient descent bu oranin
ters yoniinde kiigiik bir adim atarak loss’u azaltir. “Girdiyi diirt, ciktinin degisimini 6l¢” sezgisi otomatik
tiirevin (autodiff) cekirdegidir; backprop bu oranlari zincir kuraliyla katman katman verimli hesaplar
(Ders 4).

1.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Daire argiimanini bir kiirenin hacmine uyarla: kiireyi, yarigapi € [0, R] olan ince kiiresel
kabuklara bol. Her kabugun yiizey alam 4772, kalinlig1 dr, dolayisiyla hacmi ~ 4712 - dr. Bu kiigiik hacimleri
toplamak hangi grafigin (hangi fonksiyonun) altindaki alana karsilik gelir? (Sonucun %ﬂ'RS citkmasi gerekir
— neden?)

Egzersiz 2. Bir A(x) fonksiyonunun tiirevinin 22 oldugunu bildigini varsay (yani dA/dx = x3). 3 ile

3,01 noktalarinda [A(3,01) — A(3)]/0,01 oraninin yaklagik hangi say1ya esit olmasini beklersin? Cevabini
dx — 0 limiti agisindan gerekcelendir.

11
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Egzersiz 3. (Yapisal) Bir liggenin alaninin neden % -taban - yiikseklik oldugunu, daire argiimanindaki y = 27r
dogrusunun altinda kalan bolgeyi diisiinerek acikla. (ipucu: bu dogru orijinden geciyor; tabam 3, yiiksekligi
27 - 3 olan dik iiggen, kenarlar1 3 ve 27 - 3 olan dikdortgenin tam yarisidir.)

Egzersiz 4. (Python — gorsel dogrulama) Daireyi N halkaya boliip alan1 Riemann toplamiyla yaklastir ve
mR? ile karsilastir. IV biiyiidiikge mutlak hatanin kiigiildiigiinii hem sayisal hem grafiksel goster.

N= 4 yaklasik=21.20575 hata=7.068583
N= 10 yaklasik=25.44690 hata=2.827433
N= 50 yaklasik=27.70885 hata=0.565487
N= 200 yaklasik=28.13296 hata=0.141372
N= 1000 yaklasik=28.24606 hata=0.028274
N= 5000 yaklasik=28.26868 hata=0.005655

Gercek pi*R™2 = 28.274334

) Riemann toplami nR? ye yakinsiyor
10

100 4

A

mutlak hata |A — nR?|

10—1 4

10—2 4

10! 10? 103
halka sayisi N

Sekil 1.9: Riemann toplami 7w R?’ye yakinsiyor — N biiyiidiikge mutlak hata ~ 1/ N hiziyla kiiciiliir (log-log
egri = dogrusal egim —1).

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Bu kez alam degil, fonksiyonun kendisini ele al: f(z) = 2.

[f(x + dx) — f(x)]/dx oramm dzx cinsinden ag ve sonucu “2x:+ (bir terim)” bigiminde yaz. dz — 0 iken

hangi terim kaybolur? Buldugun sonug, Ders 2’de “tiirevin paradoksu” olarak gorecegimiz d (1:2) Jdx =2z

ifadesidir.

12



1.11 Sonraki Ders I¢cin Hazirlik
1.11 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 2: Tiirevin Paradoksu

Ders 2’de tiirevi yakindan inceliyoruz. “Anlik degisim orani1” aslinda ince bir paradoks barindirir: tek bir anda
hicbir sey degismez (degisim i¢in iki an gerekir), ama yine de anlamli bir “anlik h1z” tanimlariz. Grant bu
paradoksu dz — 0 limitiyle ¢ozer ve d(x?)/dx = 2x sonucunu, bir kareyi biiyiiterek tamamen geometrik
olarak tiiretir.

Ana konular:

* Tiirevin paradoksu: “anlik degisim orani” tam olarak ne demek?
s d(2?)/dx = 22’in geometrik tiiretimi (ve neden ihmal edilen dz? terimi sifira gider).
* Tiirev = bir noktadaki teget dogrunun egimi.

Ders 2 oncesi yapilacak
» Egzersizleri ¢6z — ozellikle 4 (Riemann simiilasyonu) ve 5 (d(2?) /dx 6nizlemesi).
* “Yaklagiktan kesine” gegisin (dr — 0) neden calculus’un kalbi oldugunu kendi ciimlenle yaz.

* Ana climleyi tekrar oku: “Calculus iki biiyiik fikir iizerine kuruludur — integral ve tiirev — ve bu
ikisi birbirinin tersidir.”

1.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

ntegral Bir egrinin altindaki alan; 8m14
kiiciik niceliklerin
toplaminin limiti

Tiirev d A /dzx; bir fonksiyonun 14m16
girdideki kiiciik degisime
duyarlilig1

Halka alam (277 - dr) Acilmig halkanin yaklagik 3m20
dikdortgen alani (¢evre x
kalinlik)

7 R? tiiretimi y = 27r dogrusu altindaki ~ 6m28
ticgen: % -R-27R

Yaklagiktan kesine dr — 0 iken toplam, grafik =~ 7mO08
altindaki tam alana yakinsar

A(z): integral fonksiyonu 22 altindaki, 0’dan z’e 10m37

kadar olan alan

dA/dz = grafigin yiiksekligi Alan fonksiyonunun tiirevi = 13m50
egrinin o noktadaki degeri

Temel Teorem (FTC) Tiirev ve integral birbirinin 15m31
ters islemidir
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Kavram Tanim Grant’ta

“Kendin kesfet” Grant’1in pedagojik hedefi: Om54
formiilii degil, kaynagini
anla

Simetriye saygi Dogru parcalama 2m24
(esmerkezli halkalar)

problemi ¢ozer

1.13 ML Baglantilari Ozeti

1.

@7 koprii

Tiirev (dA/dx) — gradient: loss’un parametreye duyarlilii; gradient descent bu yoniin tersine
adim atar.

Oran/diirtme sezgisi — otomatik tiirev (autodiff) ve backprop: “girdiyi diirt, ¢ciktinin degisimini
0l¢”lin mekaniklestirilmesi (Ders 4’te zincir kurali).

Integral (kiiciik niceliklerin toplami) — beklenen deger E[f(X)] = [ f - pdx ve Monte
Carlo: ¢ok 6rnegin ortalamasi, N — oo iken yakinsar (dr — 0’1n aynast).

. Yaklagiktan Kkesine / dr — 0 — limit: siirekli optimizasyon, gradient flow, neural ODE (durum

= f dinamik dt).

. Temel Teorem (tiirev <> integral terslik) — RL’de value function (kiimiilatif 6diil = “integral”)

ile anlik odiil (“tiirev’’) arasindaki Bellman bagi; forward/backward dualitesi.

. Simetriye saygi (dogru parcalama) — invariance/equivariance: CNN’de oteleme degismezligi;

gbreve uygun ayristirma 6grenmeyi kolaylastirir.

. “Kendin kesfedebilirdin” — builder zihniyeti: her ML tekniginin nereden geldigini (tiiretimini)

anlamak, kara kutu ezberden tistiindr.

I Tek bir sey alip gideceksen

Calculus’un tamamu iki fikre dayanir — integral (kiiciik parcalari topla = egri alt1 alan) ve tiirev (anlik
degisim oran1) — ve Temel Teorem bunlarin birbirinin tersi oldugunu soyler. Hicbirini ezberlemene
gerek yok; dogru resmi ¢izip dr ile dx’i kiigiilttiigiinde hepsi kendiliginden ortaya ¢ikar.
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2 Tulrevin Paradoksu

Anlik degisim orani, dt — 0 ve teget dogrunun egimi

1 Boliim bilgisi

* Grant’in videosu: YouTube — Chapter 2: The paradox of the derivative (=17 dk)
» Kaynak: 3Bluel Brown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =22 dk

2.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 1°de calculus’un ii¢ fikrine — integral, tiirev, terslik — yukaridan baktik. Bu derste tiirevi yakindan
tanimliyoruz. Ama bir tuzak var: tiirev genelde “anlik degisim orant” diye tanimlanir — oysa Grant’a gore
bu ifade bir oksimorondur. Degisim iki nokta arasinda olur; tek bir ana kilitlenince degisime yer kalmaz.
Calculus’un kuruculariin zekasi, bu paradoksu dt’yi sifira yaklastirarak (ama sifir yapmadan) zarifce
atlatmakta.

Ug ana fikir:

1. Tiirev = ds/dt oranmn, dt — 0 iken yaklastig1 deger. Belirli bir dt igin degil, limitinde.
2. Geometrik anlam: bir noktadaki teget dogrunun egimi.
3. d(t3)/dt = 3t> — ve “dt’li terimleri yok say” hilesi, calculus’u kullaniglt yapan seydir.

‘Anlik degisim orant' iki yakin nokta: . . . I d(t?)/dt = 3t2 En iyi sabit yaklasim
A dt — 0 limit —  Teget dogrunun egimi i — -
(oksimoron) ds/dt fark oranmi (dt'li terimler atilir) (anlik degil)

Sekil 2.1: Paradoksun ¢oziimiiniin yol haritasi: oksimorondan limite, limitten teget egimine.

“it’s common for people to say that the derivative measures an instantaneous rate of change, but
... that phrase is actually an oxymoron.” — Grant, 0:35

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Tiirev = fark orammin limiti — sayisal tiirev ve gradient checking: backprop gradyanini,
[f(w+e)— f(w)]/e sonlu farkiyla dogrularsin.

* Teget = eniyi yerel dogrusal yaklasim — birinci-derece Taylor; gradient, bir noktada fonksiyonun
en iyi lineer modelidir.
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https://www.youtube.com/watch?v=9vKqVkMQHKk&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=2
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

2 Tiirevin Paradoksu

* “dt? terimini yok say” hilesi — forward-mode autodiff’in dual sayilar1 (a + be, €2 = 0): yiiksek
dereceli terimleri tam olarak diisiiriir. Tiirevin cebirsel mekanigi birebir budur.

 “Anlik degil, en iyi sabit yaklasim” — pratikte hep sonlu d¢ (Euler adimu, learning rate); siirekli
tiirev bunun limiti.

+ Kuvvet kurah d(t")/dt = n - "~ — otomatik tiirev kural tablosunun ilk girdisi.

2.2 Hedef ve Paradoks: “Anlik Degisim Orani” Bir Oksimoron

Amag basit: tiirevin ne oldugunu aciklamak. Ama konu incelikli ve dikkatsiz olursan paradokslarla dolu. Bu
yiizden ikincil hedef, bu paradokslar1 gormek ve onlardan nasil kaginacagini anlamak.

Sik duyarsin: “tiirev, anlik degigim oranini élcer.” Oysa diisiinlince bu ifade kendi icinde celigkili. Degisim,
ayr1 zaman noktalari arasinda olan bir seydir; kendini tek bir ana korlestirdiginde, degisime hi¢ yer kalmaz.
Yine de “anlik h1iz” demek istedigimiz gercek bir sezgi var — ve calculus’un kurucular1 bu sezgiyi, mantikli
bir matematik parcasiyla (tiirevle) yakaladilar.

“if that feels strange and paradoxical, good! You’re grappling with the same conflicts that the
fathers of calculus did.” — Grant, 4:14

@ Builder Notu — Ayriklagtirma

Bu paradoks ML'de ayriklastirma (discretization) olarak karsina ¢ikar. Bir optimizasyon adimi1 ya da
bir ODE ¢oziicii, “anlik” tiirevi asla dogrudan kullanmaz; hep sonlu bir adim (dt, learning rate) alir.
Siirekli tiirev, bu sonlu adimlarin dt — 0 limitidir. “Anlik oran” matematiksel bir idealizasyon; pratikte
daima yaklasik, sonlu bir fark hesaplarsin.

2.3 Araba Ornegi: Mesafe ve Hiz

Merkezi 6rnegimiz: bir araba A noktasindan bagliyor, hizlaniyor, sonra yavaslayip 100 metre Stedeki B
noktasinda duruyor — tiim bunlar 10 saniyede oluyor.

Bu hareketi grafikleyebiliriz: dikey eksen kat edilen mesafe, yatay eksen zaman. Her ¢ aninda grafigin
yiiksekligi, arabay1 o ana kadar ne kadar yol gittigini sdyler. Bu mesafe fonksiyonuna s(t) diyelim (d harfi
calculus’ta zaten bagka bir iste ¢alisiyor).

Baglangicta egri s1g: araba yavas, ilk saniyede az yol alir. Orta boliimde hizlanir, her saniye daha ¢ok yol —
grafigin egimi diklesir. Sona dogru yavaglayinca egri yine siglasir.

Aynt1 hareketin hizimi (m/s) zamana karsi cizersek, bir tepe (bump) elde ederiz: basta kiiciik, ortada maksimum,

sonda yine sifira iner. Bu iki egri birbiriyle iligkili — mesafe fonksiyonunu degistirirsen hiz fonksiyonu da
degisir. Anlamak istedigimiz tam olarak bu iliski: hiz, mesafe-zaman fonksiyonuna nasil bagli?
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2.4 Tek Anda Hiz Neden Anlamsiz?

Mesafe — A'dan B'ye 10 saniyede 100 m Hiz = % — tepe ortada
100 A
14 A
80 A 12
egri diklesir
(hizlanma) zirve
c o = 10 1
- J B
= 1S
w = 84
g g
©
o 40 —H N 61
£ egri siglasir <
(yavaslama)
4 -
20 4
2 -
0 T 0 -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
zaman t (s) zaman t (s)

Sekil 2.2: Ayni hareketin iki yiizii: mesafe s(t) ve hiz v(t) = ds/dt. Mesafe grafigi diklesince hiz zirveye
cikar; siglasinca sifira doner.

@ Builder Notu — Kiimiilatif <> Anlik

s(t) (biriken nicelik) ile hiz (onun degisim oram) iligkisi, Ders 1°deki integral«tiirev ¢iftinin somut
hali. ML'de bunun esdegeri: kiimiilatif bir nicelik (toplam &diil, biriken kayip) ile onun anhik degisimi
(adim o6diilii, gradyan) arasindaki bag. Birini bilince digerini tiirev/integral ile gecersin.

2.4 Tek Anda Hiz Neden Anlamsiz?

“Hiz” kelimesinin burada tam ne demek oldugunu elestirel diisiinelim. Sezgisel olarak bir andaki hiz, arabanin
o anda hiz gostergesinde (speedometer) gosterdigi seydir; ve mesafe fonksiyonu dik oldugunda hizin yiiksek
olmas1 mantikli goriiniir.

Ama tuhaf olan su: tek bir anda hiz anlamsizdir. Sana bir arabanin tek bir anlik fotografini gosterip “ne
kadar hizli gidiyor?” diye sorsam, sdyleyemezsin. Ihtiyacin olan sey, karsilastiracak iki ayr1 zaman noktast:
mesafedeki degisimi zamandaki degisime bolersin. Hiz zaten budur — birim zamanda kat edilen mesafe.

Iste paradoks: tek tek zaman noktalarna bir hiz atamak istiyoruz, ama hiz1 hesaplamak iki ayr1 zaman noktasini
karsilagtirmay1 gerektiriyor.

Gercek diinyada araba bunu nasil atlatir? 3. saniyede hiz gostergesi, arabanin ¢ok kiiciik bir zamanda gittigi

yolu 6lcer — diyelim 3 ile 3,01 saniye aras1 — ve bu kiiciik mesafeyi kiiciik zamana (0,01 s) boler. Yani
fiziksel araba paradoksu yan gecer: tek bir anda degil, ¢ok kii¢iik bir zaman araliginda hiz hesaplar.

“a physical car just side-steps the paradox ... it computes speed during a very small amount of
time.” — Grant, 5:08
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2 Tiirevin Paradoksu

@ Builder Notu — Finite Difference

Bu “iki yakin nokta al, oran1 hesapla” fikri, sayisal tiirevin (finite difference) ta kendisidir. Bir gradyan1
elle dogrulamak istediginde (gradient checking) tam bunu yaparsin: [L(w + ¢) — L(w)]/e. Otomatik
tiirev (autodiff) ise bu oran1 sonlu € ile degil, cebirsel limitle hesaplar — sonraki boliimde gorecegimiz
gibi bu hem daha hizli hem daha dogrudur.

2.5 ds/dt: iki Yakin Nokta Arasindaki Egim

Bu kii¢iik zaman farkina dt diyelim (0,01 gibi diisiin), ve onun yol actig1 kii¢iik mesafe farkina ds. O hélde
bir andaki hiz, yaklagik olarak ds/dt — kiigiik mesafe degisiminin kiigiik zaman degisimine orani.

dt - 0: sekant egimi - teget egimine yakinsar

dt=1.5 dt=0.5 dt=0.05

100 | = s(t) 1 —s(t) 1 = s(t)
sekant egimi = 13.95 sekant egimi = 13.15 = = sekant egimi = 12.66
«+ teget = 12.60 «+++ teget = 12.60 weee teget = 12.60

801

60

s(t)

40 1 4
20 /O /
0 -+ -+

Sekil 2.3: Sekant dogrusu (ds/dt fark oran1) dt — 0 iken teget dogrusuna yakinsar. Mesafe grafiginin t = 3
noktasindaki tiirevi, tegetin egimidir.

Grafiksel olarak: ¢ = 3 civarinda mesafe-zaman grafigine yakinlas. dt saga dogru kiiciik bir adim (zaman
yatay eksende), ds ise grafigin yiiksekligindeki buna kargilik gelen degisim. Yani ds/dt, grafikteki birbirine
cok yakin iki nokta arasindaki yiikselme/yatay (rise/run) egimidir.

ds  s(t+dt) —s(t)

dt dt

t = 3’te 6zel bir sey yok; bunu her ¢ i¢in yapabiliriz, bdylece ds/dt’yi t'nin bir fonksiyonu — hiz fonksiyonu
— olarak goriiriiz.

Iste kritik nokta: saf matematikteki tiirev, belirli bir dt i¢in bu ds/dt oram degildir. Tiirev, dt giderek
kiiciiliirken (0’a yaklagirken) bu oranin yaklastigi degerdir.

dt  diso dt

ds I s(t+dt) —s(t)

Bunun ¢ok giizel bir gorsel anlami var: dt — 0 iken iki nokta birbirine yaklagir ve onlardan gecen dogrunun
egimi, grafige o tek noktada teget olan dogrunun egimine yakinsar.
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2.6 Worked Example: d(t3)/dt = 3t>

“the true honest-to-goodness pure math derivative ... is equal to the slope of a line tangent to the
graph at a single point.” — Grant, 8:33

Ince ama hayati nokta: tiirev, d¢ sonsuz kiiciik oldugunda olan sey degildir (6yle bir sey yok); dt’ye 0 koymak
da degildir (sifira bolme olurdu). dt daima sonlu, sifir-olmayan bir degerdir — yalnizca 0’a yaklagir.

“this dt is always a finitely small non-zero value, it’s just that it approaches 0.” — Grant, 9:03

Bu yiizden bu egimi “anlik degisim oram” degil, “bir nokta civarinda degisim oranmnin en iyi sabit
yaklasimi” olarak diisiinmek en sagliklisidir.

@ Builder Notu — Yerel Lineer Model

Teget dogru = fonksiyonun o noktadaki en iyi dogrusal yaklasimi (birinci dereceden Taylor). ML'de
gradient tam bu rolii oynar: yiiksek boyutlu kayip yiizeyini, bulundugun noktada bir hiper-diizlemle
(lineer model) yaklastirir. Gradient descent her adimda bu yerel dogrusal modele giivenir; adim ¢ok
biiylik olursa yaklagim bozulur — bu yiizden learning rate kii¢iik tutulur.

2.6 Worked Example: d(t3) /dt = 3t

Garip ama gergek: “dt kiigiilirken oran neye yaklagir?” diye sormak hesabi zorlagtirmaz, kolaylastirir.
Gorelim.

Mesafe fonksiyonun tam olarak ¢ olsun (1 saniyede 1° = 1 m, 2 saniyede 23 = 8 m, ...). Hiz1, yani ds/dt’yi,
belirli bir anda — diyelim ¢ = 2’de — hesaplamak isteyelim. Simdilik dt’yi somut bir biiyiiklikk olarak
tutalim; birazdan 0’a gonderecegiz. 2 ile 2 + dt arasindaki kiigiik mesafe degisimi s(2 4 dt) — s(2), bélii
dt:

s(24+dt) —s(2) (24 dt)? —23

dt dt

Ustteki ifadeyi cebirsel olarak agalim:

(2+dt)3 =23 +3-22dt +3-2dt? + dt3

Karmasgik goriiniiyor ama sadelesiyor. 2% terimleri (acilimdaki ile ¢ikarilan) birbirini gotiiriir. Geriye kalan
her terimde bir dt var; paydadaki dt ile sadelesince:

d dt—0
d—i:3-22+3-2dt+dt2 Y 592 29

dt — 0 sordugumuzda, icinde dt olan terimleri tamamen yok sayabiliriz. Geriye tertemiz 3 - 22 = 12 kalur:
bu, ¢ = 2 noktasindaki teget dogrunun egimidir. ¢ = 2’de 6zel bir sey yok; genel olarak:

d
— 13 = 3¢
dt
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2 Tiirevin Paradoksu

dt- 0 iken oran -» 12 =322

19 1 === 3-22=12 (sabit, hayatta kalir)
— 4+ 6dt (dt— 0'da kaybolur)
184 —e— + dt? (ihmal edilebilir)

17 A

yaklasimi
=
o

ds
at
-
(9]
1

=
.|>
1

[
w
1

12 4---

10° 1071 1072 1073 107
dt

Sekil 2.4: (2 + dt)? agiliminin terimleri: ana terim 3 - 22 = 12 (mavi), dt ile orantil diizeltme (turuncu),
dt? ile orantil ¢ok kiiciik artik (kirmuzi). dt — 0 iken yalnizca 12 hayatta kalir.
“the derivative of t cubed as a function of t is 3 times t squared.” — Grant, 13:10

Iste calculus’un neden bu kadar ise yaradigin kalbi: belirli bir dt i¢in ifade bir karmasaydi; ama oranin
dt — 0 iken yaklastig1 degere bakinca, o karmasanin ¢cogunu yok sayabiliyoruz.

“that right there is kind of the heart of why calculus becomes useful.” — Grant, 14:13

@ Builder Notu — Dual Sayilar

dt — 0 iken dt? ve dt3 terimlerini atmak tesadiif degil — forward-mode autodiff bunu birebir
mekaniklestirir. Dual sayilar a + be (burada €2 = 0 tamimhdir) ile galigirsin: (2 + €)% = 8 + 12¢ +
62 + &% = 8 4 12¢, ciinkii €2 ve sonrast sifir. £’un katsayis1 (12) tam olarak tiirevdir. Yani Grant’in
“dt’li yiiksek terimleri yok say” hilesi, modern otomatik tiirevin cebirsel temelidir; PyTorch/JAX bunu
sembolik agcilim yapmadan, sayisal fark hatasi olmadan yapar.

2.7 Paradoksun Coziimii: En iyi Sabit Yaklagim

Somut bir tiirev (3t2) elimizde olunca, “anlik h1z” yamlsamasina fazla inanirsak ¢ikan paradoksu gorebiliriz.
t2 mesafe fonksiyonuyla giden arabay: diisiin ve baslangic anina, ¢ = 0’a bak. Araba o anda hareket ediyor
mu?

Bir yandan: hiz1 tiirevle hesaplariz, 3t2, ve t = 0 i¢in bu 0 ¢ikar. Teget dogru tam yatay; yani “anlik hiz” 0,
demek ki hareket etmiyor.
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2.8 Bu Dersin Ozeti

3t2 =3-02=0
t=0

Ote yandan: eger t = 0’da hareket etmiyorsa, ne zaman hareket etmeye basliyor? Bir an dur ve diisiin.
“do you see the paradox? The issue is that the question makes no sense.” — Grant, 15:24

Coziim: soru anlamsiz, ¢iinkii “bir anda degisim” fikrine atifta bulunuyor ama &yle bir sey yok — tiirevin
ol¢tiigii o degil. Bir mesafe fonksiyonunun tiirevinin 0 olmast demek, arabanin o nokta civarindaki hizinin en
iyi sabit yaklasiminin 0 m/s olmasi demektir. Gergek bir zaman araligina bakarsan (0 ile 0,1 s aras1) araba
hareket eder: 0,001 m gider, yani ortalama hiz 0,01 m/s. Daha kiiciik diirtiigler i¢in bu oran 0’a yaklagir —
ama bu, arabanin duragan oldugu anlamina gelmez; O sabit hiziyla yaklastirmak sadece bir yaklagimdir.

Bu yiizden birisi tiireve “anlik degisim oran1” dediginde — 6ziinde celiskili bu ifade — onu “degisim oraninin
en iyi sabit yaklasim1” icin kavramsal bir kisaltma olarak diisiin.

“think of that as a conceptual shorthand for the best constant approximation for rate of change.”

— Grant, 16:33

@ Builder Notu — Kritik Noktalar

“Tirev = en iyi sabit/lineer yaklagim” bakis1, optimizasyonun temelidir. Gradient descent, kayip yiizeyini
her noktada bir teget diizlemle (birinci derece) yaklastirip o yonde adim atar. Tiirevin O olmast (kritik
nokta) ise “yerel olarak diiz” demektir — minimum, maksimum veya eyer noktasi. ¢ = 0’daki diiz
teget, bir loss minimumundaki sifir gradyanin birebir analogudur: gradyan 0 olmasi, modelin “durdugu”
anlamina gelmez, yalnizca o noktadaki en iyi lineer yaklasimin sabit oldugunu soyler.

2.8 Bu Dersin Ozeti

1. Tiirev sik sik “anlik degisim oran1” diye anilir, ama bu bir oksimorondur: degisim iki ayr1 nokta gerektirir,
tek bir anda degisime yer yoktur.

2. Araba 6rnegi: mesafe s(t), hiz = ds/dt. Mesafe grafigi diklestiginde hiz yiiksektir.

3. Tek anda hiz anlamsizdir; gergek araba paradoksu yan gecer — ¢ ile £ + dt arasindaki mesafeyi Ol¢iip
dt’ye boler.

4. ds/dt, iki yakin nokta arasindaki eZimdir; tiirev ise d¢ — 0 iken bu oranin yaklagtif1 deger = o
noktadaki teget dogrunun egimi.

5. dt ne sonsuz kiigiiktiir ne de 0’dir; yalnizca 0’a yaklasir. (0 koymak sifira bolme olurdu.)

6. d(t®)/dt = 3t%: (2 + dt)? agihminda dt’li terimler d¢t — 0’da kaybolur. Bu sadelesme, calculus’un
neden ise yaradiginin kalbidir.

7. Tiirev, “en iyi sabit yaklasim”dir; ¢ = 0’da 3 - 0> = 0 olmasi, arabanin gercekten durdugu anlamina
gelmez.

! Tek bir ciimle

Tiirev, ds/dt fark oraninin dt — 0 iken yaklagtig1 degerdir — geometrik olarak teget dogrunun egimi,
kavramsal olarak “anlik” degil, bir nokta civarinda degisim oraninin en iyi sabit yaklagima.
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2 Tiirevin Paradoksu

2.9 Kontrol Sorulan

1 Soru 1: s(t) = t? icin t = 3’te tiirevi, acilim yontemiyle (dt — 0) bul.

Cevap: [s(3+dt)—s(3)]/dt = [(3+dt)?> —32]/dt = [9+6 dt +dt>—9]/dt = (6 dt+dt?)/dt =
6 + dt. dt — 0 iken bu 6’ya gider. Yani d(t?)/dt = 2t ve t = 3’te deger 2 - 3 = 6. (Genel kuvvet
kural: d(t")/dt = n -t 1)

1 Soru 2: ‘Tiirev, dt’ye 0 koymaktir’ demek neden yanlis?

Cevap: dt’ye 0 koyarsan pay da payda da 0 olur: 0/0 belirsizdir, tanimsiz. Tiirev, oranin dt = 0’daki
degeri degil, dt — 0 iken yaklastig1 limittir. d¢ daima sonlu ve sifir-olmayan kalir; biz yalnizca
giderek kiiciilen diirtiiglerde oranin hangi sayiya yaklastigina bakariz. Bu ayrim, paradokstan kagmanin
anahtaridir.

1 Soru 3: Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi 0 ise, fonksiyon o noktada ‘duragan/sabit’ midir?

Cevap: Hayir. Tiirevin 0 olmasi, yalnizca o nokta civarindaki en iyi sabit (lineer) yaklasimin egiminin O
oldugunu sdyler. Fonksiyon hala degisiyor olabilir — ¢3 fonksiyonu ¢ = 0’da tiirevi 0’dir ama araba
duragan degildir; 0,1 s’de 0,001 m gider. Tiirevin 0 oldugu nokta bir kritik noktadir: yerel minimum,
maksimum ya da eyer noktas1 olabilir.

1 Soru 4: (Builder) Forward-mode autodiff, dual sayilarla d(t? )/dt’yi t = 2°de nasil verir?

Cevap: Dual say1 2 + € al (¢ = 0 tammh). (2 + £)3 = 8 + 12 + 6&2 + &3 = 8 + 12¢ (¢iinkii €2 ve
sonrasi sifir). €’un katsayisi 12, tam olarak tiirevdir (3 - 22 = 12). Bu, Grant’in “dt? ve sonrasi terimleri
at” hilesinin birebir cebirsel mekanigidir; PyTorch/JAX tiirevleri ne sembolik acilimla ne de sayisal fark
hatasiyla, bu dual-say1 yapisiyla (ileri mod) hesaplar.

2.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Tiirevin limit tanimim kullanarak d(¢?)/dt’yi genel ¢ icin tiiret: [(¢ + dt)? — t2]/dt ifadesini
sadelestir ve dt — 0 limitini al. Sonucun 2t ¢iktigini goster.

Egzersiz 2. (t + dt)* agilimini yaz (binom). d(t*) /dt’yi, dt’li terimleri dt — 0°da atarak hesapla ve kuvvet
kuralimin (4¢3) dogrulandigin goster.

Egzersiz 3. (Tiirev her zaman var mi?) f(t) = |t| fonksiyonunu ¢ = 0’da incele. [f(0 + dt) — f(0)]/dt
oranini dt > 0 ve dt < 0 igin ayr1 ayr1 hesapla. Sagdan ve soldan farkli degerler (+1 ve —1) ¢iktig1 i¢in limit
yoktur — f, t = 0’da tiirevlenemez (bir kose). Sonug: her fonksiyon her noktada tiirevlenebilir degildir.

Egzersiz 4. (Python — gorsel dogrulama) s(t) = t3 icin sayisal tiirevi [s(t + h) — s(t)]/h ile hesapla; h

kiiciildiikge ¢ = 2’de 3 - 22 = 12’ye yakinsadigin1 goster. h ¢ok kiigiiliince kayan-nokta yuvarlama hatasinin
nasil biiylidiigiine dikkat et (autodiff’in sonlu farktan neden iistiin oldugunun kanitr).
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2.11 Sonraki Ders Icin Hazirlik

teorik turev 3*t"2 = 12.0

h= 1e+00 yaklasik=19.00000000 hata=7.000e+00
h= 5e-01 yaklasik=15.25000000 hata=3.250e+00
h= 1e-01 yaklasik=12.61000000 hata=6.100e-01
h= le-02 yaklasik=12.06010000 hata=6.010e-02
h= le-04 yaklasik=12.00060001 hata=6.000e-04
h= 1e-06 yaklasik=12.00000600 hata=6.002e-06
h= le-09 yaklasik=12.00000099 hata=9.929e-07
h= 1e-12 yaklasik=12.00106681 hata=1.067e-03

Sonlu fark hatasinin U-egrisi: h ¢ok kiiclikse yuvarlama, ¢ok blyikse kesme

0t ~optimal h

10—1 4

10—3 4

|sayisal — teorik|

10—7 4

10713 10711 107° 1077 107 1073 1071

Sekil 2.5: Sonlu fark hatasinin {inlii U-egrisi: h biiylikken kesme hatasi (truncation), h ¢ok kiiciikken yuvar-
lama hatas1 (floating-point) baskin. Tatlt nokta ~10~° civarinda.

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) d(t?)/dt = 2t ve d(t3) /dt = 3t sonuglarim cebir yapmadan diisiin:
kenar1 ¢ olan bir karenin alam ¢2, kenar1 dt biiyiirse alan ne kadar artar? Kenari ¢ olan bir kiipiin hacmi ¢,
kenar dt biiytirse hacim ne kadar artar? Ders 3 bu tiirevleri tam olarak boyle — kareyi ve kiipii biiyiiterek,
geometrik olarak — tiiretecek.

2.11 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 3: Geometriyle Tiirev Formiilleri

Ders 2’de bir tiirevi (t> — 3t2) cebirsel olarak, gozle goriiliir bir karmasadan gecerek tiirettik. Ders 3’te
Grant ayn1 formiilleri gorsel olarak tiiretiyor: 2 bir karenin alani, 2 bir kiipiin hacmi olarak diisiiniiliince,
tiirev “kenari azicik biiyiitiince alan/hacim ne kadar artar?” sorusuna doniisiir ve formiiller diyagramdan
kendiliginden cikar.
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2 Tiirevin Paradoksu

Ana konular:

s d(2?)/dz = 22 in kare-biiyiitme diyagramyla tiiretimi.
o d(x3)/dx = 322 ve genel kuvvet kurali, geometrik olarak.
* 1/x ve sin(x) gibi fonksiyonlarin tiirevleri igin gorsel sezgiler.

2.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Tiirevin paradoksu “Anlik degisim oran1” 0Om35
oksimorondur; degisim iki
nokta ister

Mesafe fonksiyonu s(t) Zamana kars1 kat edilen yol; 1m46
grafigin egimi = hiz

ds/dt (fark oram) Iki yakin nokta arasindaki S5m51
rise/run egimi

Tiirev = limit dt — 0 iken ds/dt oraninin ~ 8m02
yaklastig1 deger

Teget dogru egimi Tiirevin geometrik anlami1 8m33
(tek noktada)

dt sonlu, sifir degil Tiirev, dt’ye 0 koymak degil; 9m03
0’a yaklagmaktir

d(t3)/dt = 3t2 (2 + dt)3 ag, dt’li terimleri  13m10
at — 3 - 22

Kuvvet kural d(t™)/dt =mn -t 1 13m04

En iyi sabit yaklasim “Anlik oran” yerine tiirevin ~ 16m33

dogru kavrami

2.13 ML Baglantilar1 Ozeti

1.

24

@7 koprii

Tiirev = fark oranimin limiti — sayisal tiirev ve gradient checking ([L(w + ¢) — L(w)]/¢ ile
gradyan dogrulama).

. Teget = en iyi lineer yaklasim — gradient, kay1p yiizeyinin yerel lineer modeli; learning rate, bu

yaklagimin gecerli kaldig1 komsulugu belirler.

. “dt? terimini at” — forward-mode autodiff dual sayilar1 (€2 = 0); tiirevin cebirsel mekanigi,

sembolik acilim veya sayisal hata olmadan.
Kuvvet kurah d(t")/dt = n - t"~1 — autodiff kural tablosunun temel girdileri (her primitif
islemin yerel tiirevi taniml1).

. Tiirev 0 = kritik nokta — loss ylizeyinde minimum/maksimum/eyer; sifir gradyan “yerel olarak

diiz” demektir, “duragan” degil.

. “Anlik degil, sonlu dt” — ayriklastirma: Euler ¢oziicii adimi, SGD adimu; siirekli tiirev bunlarin




2.13 ML Baglantilar: Ozeti

dt — 0 limiti.
7. Tiirevlenemezlik (|¢| kogesi) — ReLU nun 0’daki kosesi; pratikte alt-gradyan (subgradient)
kullanilir ve tek bir noktadaki kirilma optimizasyonu nadiren bozar.

! Tek bir sey alip gideceksen

Tiirev, “bir anda degisim” degildir — dyle bir sey yok. Tiirev, ds/dt fark oraminin dt — 0 iken yaklagtig1
limittir: geometrik olarak teget dogrunun egimi, kavramsal olarak bir nokta civarindaki degisim oraninin
en iyi sabit yaklagimi. Paradoks, soruyu yanlis sormaktan dogar.
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3 Geometriyle Tlrev Formulleri

Kareyi, kiipii, su birikintisini ve cemberi biiyiit — formiil ortaya cikar

1 Boliim bilgisi

* Grant’in videosu: YouTube — Chapter 3: Derivative formulas through geometry (=17 dk)
» Kaynak: 3BluelBrown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =24 dk

3.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 2’de tiirevin ne oldugunu (fark oraninin limiti, teget egimi) tanimladik. Bu derste tiirev formiillerini
hesaplamay1 6greniyoruz — ama ezberlenecek bir kurallar listesi olarak degil, geometrik olarak. Grant;
22, 23, 2™, 1 /x ve sin gibi fonksiyonlarin tiirevlerini, kii¢iik bir diirtmenin alana/hacme/yiikseklige etkisini

cizerek tiiretir. Sirr1: kiiciik diirtmeler (tiny nudges) hep isin kalbinde.
Uc ana fikir:

1. Kuvvet kural d(z™)/dz = n - 21 — bir kareyi/kiipii bilyiitmekten dogal olarak gikar.
2. (dz)? ihmal edilir — “kiigiik bir degisimin karesi” ihmal edilebilir derecede kiigiiktiir.
3. d(sin#)/df = cos § — birim ¢emberde benzer iiggenle, grafige bakmadan.

“never forget that tiny nudges are at the heart of derivatives.” — Grant, 1:32

@ Builder Notu — ML Kopriileri
* Her temel fonksiyonun tiirev kurah = autodiff’in ‘“primitif tiirev tablosu”. 22, z", 1 /x, sin...

her biri framework’te kayith bir yerel tiirev kuralidir; backprop bunlar zincirler.

* “(dx)? ihmal” — birinci-derece (lineer) yaklagim; yine dual sayilar ve Jacobian-vector product’in
temeli.

s d(1/z) = —1/x? — normalizasyon gradyanlari: 1/ (batch/layer norm), softmax paydast 1/
tiirevleri hep bu bicimde.

* sin / cos tiirevleri — siniizoidal positional encoding ve Fourier 6zniteliklerinin gradyanlart;
rotary embedding (RoPE).

* Geometrik bakis — “bu fonksiyon neyi temsil ediyor?” sorusu, bir islemin gradyanini yapisal
olarak anlamanin en saglam yoludur.
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https://www.youtube.com/watch?v=S0_qX4VJhMQ&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=3
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

3 Geometriyle Tiirev Formiilleri

Geometrik nesneler

B Kare & Kip ( Su birikintisi O Birim cember
(alan = x?) (hacim = x3) (alan = 1) (yliksek = sin 8)

dx buyut dx buyiit x buyiut dé adim
d(x?) = 2x d(x3) = 3x2 d(1/x) = -1/x2 d(sin 0) = cos ©

N

Kuvvet kurali
d(x") = n-x"1

Sekil 3.1: Bu boliimiin geometrik temali kavram haritasi: her fonksiyon, kendi geometrisini biiyiit — tiirev
cikar.

3.2 Neden Soyut Tiirevler? Kiicuk Diirtmeler Kalbi

Tiirevin ne demek oldugunu gordiik; siradaki adim onlar1 hesaplamak: sana agik formiillii bir fonksiyon
versem, tiirevinin formiiliinii bulabilmelisin. Peki neden calculus 6grencisinin vaktinin ¢ogu, somut hiz
problemleri yerine soyut fonksiyonlarin tiirevleriyle bogusarak gecer?

Ciinkii gercek diinyadaki olgularin cogu — calculus ile analiz etmek istedigimiz seyler — polinomlar,
trigonometrik fonksiyonlar, iisteller ve benzeri saf fonksiyonlarla modellenir. Bu saf fonksiyonlarin degisim
oranlarinda akicilik kazanirsan, somut durumlardaki degisimleri konugmak i¢in bir dil edinmis olursun.

Ama bu siire¢ kolayca “bir kurallar listesi ezberlemek™ gibi hissettirir — ve o his geldiginde, tiirevlerin aslinda
bir nicelige verilen kiiciik bir degisimin, baska bir nicelikte yol actig kiiciik degisimle iligkisi oldugunu
unutmak da kolaydir. Bu derste kurallar1 sezgisel ve geometrik diigiinecegiz; sakin kiigiik diirtmelerin tlirevin
kalbinde oldugunu unutma.

@ Builder Notu — Primitif Kural Kaydi

Bu “saf fonksiyonlarin tiirev kurallarinda akicilik™ tam olarak bir derin 6grenme frameworkliniin yaptig1
seydir: PyTorch/JAX, bilinen her primitif islem (iis alma, carpma, exp, sin, log...) i¢in yerel tiirevi
bir tabloda tutar; karmasik bir modelin gradyanini, bu temel kurallar1 zincir kuraliyla birlestirerek
otomatik ¢ikarir. Yani bu ders, autodiff’in “kural kaydinin” matematiksel kaynagidir.

3.3 d(2?)/dx = 22 — Kareyi Biiyiitmek

flz) = 22 fonksiyonunu al. Tiirevini soruyorsam: bir x degerini (6rnegin 2 = 2) alip, ondan dx kadar biiyiik
bir degerle karsilastirinca, fonksiyon degeri d f ne kadar degisir — ve ozellikle d f /dx orani nedir?
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3.3 d(x?*)/dx = 2x — Kareyi Biiyiitmek

Grafige bakarsak, d f/dx teget dogrunun egimidir ve x biiyiidiikce egim artar (xr = 0’da yatay, z = 1’de
egimli, z = 2’de daha dik). Ama grafige bakmak, kesin formiilii bulmanin iyi yolu degil. Bunun icin 22’nin
ne anlama geldigine daha dogrudan bakalim: kenar uzunlugu x olan bir kare diisiin.

df=2xdx + (dx)? » &L =2x (dx—0)

1 orijinal: x?
X 3 x-dx (x2 dikdértgen)
1 (dx)?2 — ihmal

A

Sekil 3.2: Kenari z olan kareyi dz biiyiit: alan degisimi d f = 2 dikdértgen (2 - d, mavi) + minik kare (dx?,
kirmizi, ihmal).

2’i kii¢iik bir dz kadar biiyiitiirsen, karenin alanindaki degisim d f’tir. Diyagramda ii¢ yeni alan parcasi
belirir: iki ince dikdortgen ve minik bir kare. iki dikdortgenin her birinin kenarlar1 x ve d, yani toplam
2 - - dz yeni alan. Minik karenin alani ise (dz)2. Ornegin z = 3, dr = 0,01 ise: ince dikdortgenler
2-3-0,01 = 0,06 (dr’in ~ 6 kat1), ama minik kare yalnizca 0,0001 — ihmal edilebilir.

“a good rule of thumb is that you can ignore anything that includes a dx raised to a power greater
than one ... a tiny change squared is a negligible change.” — Grant, 3:57
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3 Geometriyle Tiirev Formiilleri

Geriye d f’in dx’in bir kat1 olmasi kalir; o kat da tiirevdir:

df  2xdx+ (dx)?

— =9 2
T e r+dr — 2z

r=3teoran2 -3 = 6, x = 5’te 2 -5 = 10 birim alan / birim uzunluk.

@ Builder Notu — Lineer vs Egrilik

Iki dikdortgen (mertebe dx) “korunur”, minik kare (mertebe dz?) “atilir” — bu, tiirevin birinci-derece
(lineer) bir nesne olmasinin geometrik yiiziidiir. ML'de gradient de tam boyle: parametredeki kiiciik
degisimin kayba lineer katkisini yakalar; ikinci derece etkiler (egrilik) Hessian’a kalir. da? atmak,
“yerel olarak fonksiyon diizdiir” yaklagiminin ta kendisidir.

3.4 d(2%)/dx = 32* — Kiipti Biiyiitmek

Simdi f(x) = 2. Ders 2°de cebirsel yaptigimiz seyin geometrik hali bu. 23’1, kenar uzunlugu x olan gergek
bir kiipiin hacmi olarak diistinebiliriz. ’i dz kadar biiyiitiince ortaya ¢ikan hacim artigi, kenart & 4+ dx olan
kiibiin, kenar1 z olan orijinal kiibe ait olmayan kismudir.

Bu yeni hacmin neredeyse tamamu ii¢ kare yiizden gelir (dz — 0 iken bu ii¢ yiiz, yeni hacmin %100’iine
yaklasir). Her ince yiiziin hacmi 2% - dz (yiiziin alam ¢arp1 d kalinlik), yani toplam 322 - dz. Kenarlardaki
ince ¢ubuklar ve kosedeki minik kiip ise (dz)? ve (dz)? ile orantilh — dx’e béliiniince hayatta kalmazlar,
giivenle atilir.

df ~ 322 dx — =322

@ Builder Notu — Boyut — Katsay1

x? — 2 dikdortgen, 3 — 3 kare yiiz. Bu “boyut sayisi kadar yiizey katkis1” oriintiisii, kuvvet ku-

ralindaki katsayinin (n) nereden geldigini gosterir. ML ag¢isindan énemli olan ders: bir fonksiyonun
gradyanini, onun geometrik/yapisal anlamindan okumak, formiilii ezberlemekten hem daha giivenilir
hem genellestirilebilirdir.

3.5 Kuvvet Kurali: d(z") /dx = n - 2"

Pratikte 22 icin her seferinde kareyi, * icin kiipii diisiinmezsin; ikisi de taninabilir bir 6riintiiye uyar. 4’iin

tiirevi 422, 2°’in tiirevi 5z*, ve genel olarak:

30



3.5 Kuvvet Kurali: d(x™)/dx = n - 2" !

Kupl dx blaylt: 3 mavi yiz (3x2dx) = tirev, kirmizi parcalar atilir

Sekil 3.3: Kiipii d biiyiit: ii¢ ince yiiz (3 - 22 - d, mavi) ana katk1; iic cubuk (3 - 2 - dz?) ve kosedeki minik
kiip (d?) ihmal edilir.
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3 Geometriyle Tiirev Formiilleri

Buna kuvvet kurali denir. Sembolik olarak: iis 6ne iner, geriye kendinden bir eksigini birakir. Ama neden
calisigini n = 2, 3’{in 6tesinde de gorelim. 2’i x + dx’e ittiginde, x + da’in n kopyasini ¢arpman gerekir:

(x +do)" = 2" +nz" Ldr+ -

[lk terim ™ (orijinal karenin alani / kiibiin hacmi gibi). Sonraki terimler igin: 7 parantezden yalnizea birinden
dx, geri kalanindan x secersin — bunu yapmanin n yolu var, her biri 2! - dx verir, toplam n - "1 - d.
Agilimdaki diger tiim terimler (dx)? ve iizeri igerir; dz’e boliiniince hayatta kalmazlar. Geriye n - ™!
kalir.

“the derivative of x to the n for any power n is n times x to the n minus 1 ... the power rule.” —
Grant, 7:28

@ Builder Notu — Birinci Derece

Kuvvet kurali, autodiff’in en temel kayitli kuralidir. Ama asil ML dersi agilimda gizli: (z + dz)™’in
yalmzca birinci-derece terimini tutmak, forward-mode autodiff’in dual sayilariyla (¢2 = 0) birebir
aynidir. Yiiksek-dereceli terimleri tasimak ikinci-derece bilgi (egrilik/Hessian) gerektirir; cogu egitim
yalnizca birinci dereceyle (gradient) calisir ¢iinkii ucuz ve olceklenebilir.

3.6 d(1/z)/dx = —1/x* — Su Birikintisi

f(x) = 1/2’i ele al. Bir yandan kuvvet kuralin1 korii koriine uygulayabilirsin: 1/2 = 271, iis (—1) 6ne iner
ve bir eksigi (—2) kalir — —z~2 = —1/22. Ama bunu geometrik olarak da gorelim.

1/x, “x ile ¢arpinca 1 eden say1” demek. Soyle hayal et: alani 1 olan dikdortgen bir su birikintisi; genigligi
ise, yiiksekligi 1 /2 olmak zorunda (giinkii alan = 1). 2°i 2’ye uzatirsan yiikseklik 1/2’ye iner; 3’e ¢ikarirsan
1/3’e sikigir.

Alani 1 olan birikinti: x buyur - yUkseklik kagalur

x =1, ylkseklik = 1/x = 1.000 x =2, ylkseklik = 1/x = 0.500 Xx =3, yukseklik = 1/x=0.333

1.0

1/x

0.54alan = 1.0

alan =1.0 alan = 1.0 I

00 05 10 15 20 25 30 35%0 05 10 15 20 25 30 350 05 10 15 20 25 30 35
X X X

0.0

Sekil 3.4: Alani sabit 1 olan dikddrtgen su birikintisi: geniglik x artarsa, yiikseklik 1/x azalir. d(1/z), iistten
kaybedilen ile sagda kazanilan alanlari esitleyerek —1 /22 verir.

Simdi 2’i dx kadar biiyiit. Birikintinin alan1 1 sabit kalsin diye yiikseklik ne kadar degismeli? Genisligi dz

artirmak sagda yeni alan ekler ((1/x) - dx kadar); bunu dengelemek igin yiikseklik d(1/z) kadar azalmah
(negatif), dyle ki iistten kaybedilen alan (x - |d(1/x)|) sagda kazanilam gotiirsiin:
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3.7 d(sin€)/d0 = cos @ — Birim Cember

1 1 d (1 1

—dr=—x-d|— — |- =—=

x ( x ) dx ( x > z?
Korii koriine kuvvet kuralinin verdigiyle birebir ayn1 — ama simdi neden negatif ve neden 1 /22 oldugunu
goriiyorsun. (Ayn1 muhakemeyle /2 in tiirevini de bulmay1 dene.)

@ Builder Notu — Normalizasyon

d(1/z) = —1/x? isareti ve biiyiikliigii ML’de her yerde: bir kayb1 1 /0 ile 6lgeklerken (batch/layer
norm) veya softmax paydasi 1/3J tiirevini alirken, “payda biiyiirse ¢ikti kiigiiliir, hem de kare oraninda”
davranigt tam budur. Ters-orantili bir niceligin gradyani her zaman negatif ve karesel sonlimliidiir —
normalizasyon katmanlarinin geri yayiliminin 6zii.

3.7 d(sin0)/df = cos § — Birim Gember

Son olarak trigonometrik bir fonksiyon: sin. Birim ¢emberi (orijin merkezli, yarigapi 1) hatirla. Bir 6 degeri
icin, en sag noktadan baslayip ¢ember iizerinde 6 kadar yay uzunlugu yiiriirsiin; yarigap 1 oldugundan a¢1 da
tam 6 radyandir. sin(#), o noktanin x-ekseni iizerindeki yiiksekligidir. 6 arttik¢a yiikseklik —1 ile 1 arasinda
inip ¢ikar — sin grafigi o klasik dalga.

Grafige bakarak tiirevin seklini sezebiliriz: € = 0’da egim pozitif (sin artiyor), tepede sifira iner, sonra bir
slire negatif, sonra yine sifir... Tepe ve cukurlar cosine ile birebir hizalanir, dolayisiyla tiirevin cos 6 oldugunu
tahmin edersin. Dogru — ama neden tam olarak cosine, sadece “benzer sekilli yeni bir fonksiyon™ degil?

Kesin neden, grafige degil fonksiyonun temsil ettigi seye bakmakta. Cember iizerindeki noktaya yakinlag
ve ¢evre boyunca kii¢iik bir df adimi at. Bu kadar yakinda ¢ember neredeyse diiz bir dogru gibi; kii¢iik bir
dik ii¢gen diisiin: hipoteniisii ¢evre boyunca atilan df adimi, dikey kenar ise yiikseklikteki degisim, yani
d(sin ). Bu minik ii¢gen, agisi € ve hipoteniisii yarigap (uzunluk 1) olan biiyiik iicgene benzerdir.

d(sin ) adjacent
= = cos
df hypotenuse

#’ya komsu kenar bolii hipoteniis — bu zaten cosine’in tanimi. Demek ki:

d
— sin(#) = cos(6
5 sin(0) = cos(6)
“adjacent divided by hypotenuse, that’s exactly what the cosine of theta means.” — Grant, 16:24

@ Builder Notu — Fourier ve RoPE

sin’in tiirevinin cos olmasi, siniizoidlerin tiirev altinda kendi i¢lerinde donmesi demektir (sin — cos —
—sin — —cos — sin). Bu kapalilik, Fourier analizi ve transformer’lardaki siniizoidal positional
encoding’in temelidir: konum bilgisini farkli frekansli sin / cos ¢iftleriyle kodlarsin, ve tiirev/kaydirma
islemleri bu tabanda temiz (lineer) kalir. Rotary positional embedding (RoPE) de bu dongiisel yapiy1
dogrudan kullanir.
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3 Geometriyle Tiirev Formiilleri

Klclk Gcgen ~ blylk Ucgen: d(ﬂge) =% =cos6

1 -

doe

sin 6
0 D 40 AP PP
cos 6

_1 .

-1 0 1

Sekil 3.5: Birim ¢ember iizerinde 6 noktasi ile df adimu: kiigiik ticgen biiyiik tiggene benzer. Tiirev = komsu
kenar / hipoteniis = cos 6.
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3.8 Bu Dersin Ozeti

3.8 Bu Dersin Ozeti

1. Tiirev formiilleri ezberlenecek kurallar degil; “girdiye kiiciik diirtme — ¢iktida kiiciik degisim” geomet-
risinden ¢ikar.

2. d(z?)/dx = 2x: kareyi dx biiyiit — iki x - do gubugu; minik kare (dx?) atilir.

d(x3)/dx = 3x2: kiipii dx biiyiit — ii¢c 22 - d yiizii; kenar/kose parcalart atilir.

4. Kuvvet kurali d(z")/dx = n - 2™ 1: (x + dx)™ agihminda dz’i n paranteziden birinden segmenin n

yolu = n-z" 1. dx.

(dx)? ve daha yiiksek kuvvetler her zaman atilir — tiirev 6ziinde birinci-derece bir nesnedir.

6. d(1/x)/dx = —1/x2: alan sabit su birikintisi; korii koriine kuvvet kuraliyla (=% — —2~2) aym
sonug.

7. d(sin@)/df = cos 0: birim ¢emberde benzer ii¢gen; komsu kenar / hipoteniis = cos 6.

98]

b

! Tek bir ciimle

Her tiirev formiilii, fonksiyonun temsil ettigi geometrik nesneyi (kare, kiip, su birikintisi, cember) dx
kadar biiyiitiip “birinci-derece” degigimi okumaktan gikar; (dz)? atilir, ciinkii tiirev 6ziinde yerel bir
lineer yaklagimdr.

3.9 Kontrol Sorulan

1 Soru I: d(x*)/dx’i, (x+dx)* acilimindaki birinci-derece terimi diisiinerek bul.

Cevap: (v + dx)* = 2* + 423 - dx + (d2? ve daha yiiksek terimler). Tlk terim 2 orijinal deger; d’i
dort parantezden birinden segmenin 4 yolu var, her biri 22 - dz — toplam 42 - dx. Geri kalan terimler
dx? igerir, dz’e boliiniince kaybolur. Sonug: d(x?*)/dx = 423 (kuvvet kuraliyla uyumlu).

1 Soru 2: d(x?)/dx’te minik kareyi ((dx)?) neden atiyoruz ama iki dikdortgeni (2x-dx) tutuyoruz?

Cevap: Ikisi de d f e (alan degisimine) katki verir. Ama d f /dz oranina bakinca: 2 - dx terimi dx’e
béliiniince 2z (sabit) kalir; (dz)? terimi ise dz’e bdliiniince dz olur ve dx — 0°da sifira gider. Yani
limitte yalnizca birinci-derece (tek dz’li) terim hayatta kalir; (dx)? “ikinci-derece” katkidir ve tiirevde
goriinmez.

i Soru 3: d(Wx)/dx’i kuvvet kuraliyla bul ve x = 0’da ne oldugunu sdyle.

Cevap: /= = /2. Kuvvet kurali: iis (1/2) 6ne iner, bir eksigi (—1/2) kalir — (1/2) - 27 /% =
1/(2+/x). z biiyiidiikge tiirev kiigiiliir (egri yatiklagir). x = 0°da 1/(2-0) tammsizdir — grafigin orada
dikey tegeti vardir (egim sonsuza gider).
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3 Geometriyle Tiirev Formiilleri

1 Soru 4: (Builder) sin’in tiirevinin cos olmasi, positional encoding’de neden ise yarar?

Cevap: sin ve cos tiirev (ve kaydirma) altinda birbirine doniisiir: sin — cos — — sin — — cos — sin.
Bu kapalilik sayesinde, konumu farkli frekansh sin / cos ¢iftleriyle kodlarsan, bir konum kaymasini
sabit bir lineer doniisiim (rotasyon) temsil eder. Transformer’in goreli konumu kolayca 6grenmesini
saglayan budur; rotary positional embedding (RoPE) bu dongiisel/rotasyonel yapiy1 dogrudan kullanir.

3.10 Egzersizler

Egzersiz 1. (z + dx)® agiliminin birinci-derece terimini bularak d(x°)/dx’i hesapla; kuvvet kuralimin (52%)
dogrulandigini goster.

Egzersiz 2. Kareyi biiyiitme diyagraminda z = 10, dx = 0,1 al. Iki ince dikdortgenin toplam alanin
(2 - x - dx) ve minik karenin alanini ((d:v)Q) sayisal hesapla. Minik kare, dikdortgenlerin yiizde ka¢1? dx’i
0,01e diisiiriince bu oran ne olur?

Egzersiz 3. d(cos 6) /d6’y1 birim ¢emberde benzer iiggenle tiiret. (Ipucu: df adiminin yataydaki bilesenine
ve isaretine bak; sonucun — sin 6 ¢ikmasi gerekir.)

Egzersiz 4. (Python — gorsel dogrulama) SymPy ile temel tiirevleri sembolik al, sonra sin ile cos’u iist {iste
cizip tiirev iligkisini gor.

X*¥*¥2 -> 2%x

X*¥*¥3 > 3*x**2

X*¥*¥5 - G¥yk*x4

1/x -> -1/x**2

sqrt(x) -> 1/(2*sqrt(x))
sin(x) -> cos(x)

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) f(x) = sin(z?) gibi bir bilegke fonksiyonu diisiin: dig fonksiyon sin
(tiirevi cos), i¢ fonksiyon 22 (tiirevi 2z). Bu ikisini nasil birlestirip f’in tiirevini bulursun? Tahminini yaz —
Ders 4, bilegke fonksiyonlar i¢in zincir kuralim anlatacak.

3.11 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 4: Zincir Kurali ve Carpim Kural (Gorsel)

Bu derste tek tek fonksiyonlarin tiirevlerini 6grendik. Ders 4, bunlar1 birlestirmeyi ele aliyor: toplam (f + g),
carpim (f - g) ve bileske (f(g(x))) fonksiyonlarin tiirevleri. Her birini yine geometrik/sezgisel olarak —
carpimi bir dikdortgenin alani, bileskeyi ardigik diirtmeler olarak — gorecegiz. Zincir kurali, ML i¢in en
kritik olani: backprop’un tam kalbidir.
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3.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

sin'in tepe ve ¢ukurlari & cos'un sifirlarn

1.00 4 — sin(B)
= tlirev = cos(0)
0.75 1
0.50 1
0.25 1
0.00 1 j \

—0.25 A1
—0.50
—0.75 A
—1.00 A
0 2 4 6 8 10 12

O (rad)

Sekil 3.6: sin’in tiirevi cos: sin’in tepe ve ¢ukurlarinda cos sifira iner, ve tersi. Tiirev geometrisi grafiklerden

net goriiliir.

3.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

d(z?)/dx = 2x Kareyi dx biiyiit: iki - dx 2m35
cubugu (minik kare atilir)

d(z3)/dr = 322 Kiipii dz biiyiit: ii¢ 22 - dz  4m42
yuzu

(dx)? ihmali Kiiciik degisimin karesi 3m57
negligible; tiirev
birinci-derecedir

Kuvvet kural d(z")/dx =n - 2" 7m28
(x 4+ dx)™ agithmindan

d(1/x)/dx = —1/2? Alani sabit su birikintisi 10m08
(geniglik x, yiikseklik 1/x)

d(y/x)/dx =1/(2\/x) x/? icin kuvvet kural 12m25

d(sinf)/df = cos 6 Birim ¢emberde benzer 12m38
ticgen: adjacent / hypotenuse

Geometrik tiiretim “Fonksiyon neyi temsil 2m30
ediyor?” — diyagrami biiyiit

Tiny nudge sezgisi Tiirevin kalbi: kiigiik dlirtme  1m32

— kiiclik degisim
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3 Geometriyle Tiirev Formiilleri

3.13 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

1.

Temel tiirev tablosu — autodiff’in primitif kural kaydi: her islemin (iis, ¢carpim, exp, sin, log)
yerel tlirevi tanimli.

. (dz)? ihmali — birinci-derece/lineer yaklagim; dual sayilar (€2 = 0); gradient egriligi (Hessian)

tagimaz.

. Kuvvet kurali katsayis1 — n - 2™~ !; “n yiiz/cubuk” geometrisi, gradyan biiyiikliigiiniin 6lcegini
belirler.

. d(1/x) = —1/2* — normalizasyon gradyanlari (1/c, softmax paydasi 1/3): negatif ve karesel
sontimlii.

. sin / cos kapaliligi — Fourier dznitelikleri, siniizoidal positional encoding, rotary embedding

(RoPE).

. “Fonksiyon neyi temsil ediyor” geometrik bakis1 — bir operatoriin gradyanini1 ezberlemeden,

yapisal olarak okumak.

. (Sonraki) zincir kurali — backprop; bu dersin temel kurallari, bileske fonksiyonlarda zincirle-

necek.

I Tek bir sey alip gideceksen

Tiirev formiilleri gokten inmez. 22°yi bir kare, 2"ii bir kiip, 1 /i alani sabit bir su birikintisi, sin 6’y1
bir ¢cember yiiksekligi olarak goriip dz kadar biiyiit — formiil, birinci-derece degisimi okumaktan
kendiliginden ¢ikar. (dz)? hep atilir, ¢iinki tiirev yerel bir lineer yaklasimdir.
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4 Zincir Kurali ve Carpim Kurali

Toplam + carpim + bileske — backprop’un matematiksel kalbi

1 Boliim bilgisi

¢ Grant’mn videosu: YouTube — Chapter 4: Visualizing the chain rule and product rule (=16 dk)
» Kaynak: 3BluelBrown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =24 dk

4.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 3’te tek tek fonksiyonlarin (z2, 23, 1/x, sin) tiirevlerini 6grendik. Ama gercek diinyay1 modelleyen
fonksiyonlar genelde bunlarin bir karistmidir. Bu derste fonksiyonlar: birlestirmenin li¢ temel yolunu ve her
birinin tiirev kuralin1 — yine kiiciik diirtmelerle, geometrik olarak — goriiyoruz. En 6nemlisi zincir kural:
makine 6grenmesindeki backprop’un tam kalbi.

Uc ana fikir:

1. Toplam kurali: d(g + h) = ¢’ + h’ (en kolayl)
2. Carpim kural: d(g - h) = g-h’ + h - ¢’ (ayarlanabilir kutunun alani).
3. Zincir kurali: d(g(h(z))) = g’ (h(x)) - h'(x) (i¢ say1 dogrusu; dig tiirev carpi ig tiirev).

“these are natural patterns, things that you too could have discovered just by patiently thinking
through what a derivative actually means.” — Grant, 15:31

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Zincir kural = backprop. Bir sinir ag1 = i¢ ice fonksiyonlar (katmanlar); gradyan, zincir kuraliyla
cikistan girdiye dogru geriye akar. Bu dersin en kritik ML baglantis1 — derin 6grenme bu kural
iizerine kuruludur.

* Toplam kural — ¢oklu kayiplarin (multi-task loss = » | L) gradyani toplanir; residual baglanti
d(z + f(x)) =1+ f’ — “gradient highway” (ResNet’in derin aglar1 egitebilmesinin nedeni).

e Carpim kurah — kapi (gate) mekanizmalar1 (LSTM/GRU’da h - g), attention’1n agirlikli toplami,
element-wise ¢carpim gradyanlari.

» “Katmanlari soy”” — computational graph: her diigiim bir primitif iglem; autodiff bu grafi ters
yonde gezerek gradyani toplar.

* dh’lerin sadelesmesi — reverse-mode autodiff: ara tiirevler (Jacobian’lar) ¢arpilarak zincirlenir;
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https://www.youtube.com/watch?v=YG15m2VwSjA&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=4
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

4 Zincir Kurali ve Carpim Kurali

iki fonksiyon: g, h

— 1 T

Toplam: g + h Carpim: g - h Bileske: g(h(x))
(g +h) (g-h" + h-g) (g'(h)-h)
residue{l: 1+f kapi, a’étention katmar; zinciri
v H :
Gradient highway Gate / Attention ® Backprop
(ResNet) (LSTM, Transformer) (reverse-mode autodiff)

Sekil 4.1: Ug birlestirme yolu ve backprop baglantisi. Zincir kurali, derin aglardaki tiim 6grenmenin matema-
tiksel motoru.

“sadece notasyon hilesi degil”, kiiciik diirtmelerin gercek aktarima.

4.2 Ug Birlestirme Yolu: Topla, Carp, Bileske

Tiirevini bildigimiz basit fonksiyonlardan karmasik fonksiyonlar kurmanin aslinda yalnizca ii¢ temel yolu
vardir:

e Toplama: g(z) + h(z)

e Carpma: g(z) - h(x)
* Bilegke (composition): birini digerinin i¢ine koymak, g(h(z))

Cikarma aslinda “ikinciyi —1 ile ¢arpip toplamak™tir; bélme ise “1/x ile bileske alip ¢arpmak™. Yani ne
kadar canavars1 goriiniirse goriinsiin, karsilagtigin fonksiyonlarin ¢ogu bu ii¢ birlestirmenin katman katman
istiflenmesidir. Tiirevin bu ii¢ tiirle nasil oynadigin1 bilirsen, en karmagik ifadeyi bile adim adim katmanlarim
soyarak tiiretebilirsin.

@ Builder Notu — Computational Graph

“Karmagik bir ifadeyi li¢ temel birlestirmeye ayirip katman katman soymak”, bir computational graph’in
tanimudir. PyTorch/JAX bir modeli tam olarak bdyle temsil eder: her diigiim bir toplama, ¢arpma veya bir
primitif fonksiyon (exp, sin, matmul); autodiff bu grafi kurar, sonra zincir + ¢carpim + toplam kurallarini
mekanik olarak uygular. Yani bu ii¢ kural, tiim otomatik tiirevin tam kiimesidir — bagka kurala gerek
yok.

40



4.3 Toplam Kurali: d(g+ h) = g" + I’

4.3 Toplam Kurali: d(g +h) =g + I

En kolay1: iki fonksiyonun toplaminin tiirevi, tiirevlerinin toplamidir. Yine de kii¢iik diirtmelerle diisiinmeye
deger, ciinkii carpim ve bileske o kadar diiz olmayacak.

Ornek: f(x) = sin(x) + 2. Her girdide sin(x) ile x2’nin degerlerini toplarsin.

Toplam: yukseklikleri istifle Turev: degisimleri istifle

59 == cos(x) ’
- 2X
49— fl(x)

== sin(x)
e xz

— SiN(X) + X2

P) S 1
2 \\ 0 -
N
Y
14 S -1
~
\\
01 ~—"" -2
—”’
_1— ————— _3_
-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 -1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
X X

Sekil 4.2: Toplam kurali: f(z) = sin(x) + 2. Yiikseklikler istiflenir; degisimler de istiflenir — tiirevler de
toplamir: f’(x) = cos(x) + 2.

Girdiyi dz kadar ittiginde, toplam yiikseklikteki degisim d f, sin grafigindeki degisim ile 2 grafigindeki
degisimin toplamidir:

df = d(sinx) + d(2?) ~ (cosz - dx) + (2z - dx)

dx’e bolersek:

d
o (sinz + 2?) = cosx + 2
T

@ Builder Notu — Multi-task & Residual

Toplam kurali ML'de iki yerde her giin karsina ¢ikar. Birincisi ¢oklu kayip: toplam kayip L = L, +
Lo+ ...ise gradyanda VL = VL, +V L, + ... — her terimi ayr1 geri yayip toplarsin. Ikincisi residual
baglantt: d/dx(z + f(x)) = 1 + f’(x). Buradaki “+17, gradyanin kimlik yoluyla hi¢ sonmeden
gecebildigi bir “gradient highway” yaratir; ResNet’lerin ¢ok derin aglar1 egitebilmesinin matematiksel
nedeni budur.
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4 Zincir Kurali ve Carpim Kurali

4.4 Carpim Kurali: Ayarlanabilir Kutu

Carpim igin grafik degil, alan en iyi gorseldir. f(z) = sin(x) - 22"yi, kenarlar1 sin(x) ve 22 olan bir kutunun
alani olarak diisiin. Bu kenarlar x ile degisir: #’i 0’dan artirinca iist kenar (sin x) once 1’e kadar biiyiir, sonra
azalir; yan kenar (22) siirekli biiyiir. f(), bu kutunun alanidir.

dg-h)=g-dh+h-dg+(dg-dh) > gh'+hg’

g-dh dg - dh

h(x)
Q
Sy
h-dg

Sekil 4.3: Carpim kurali: kenarlart g(z), h(z) olan ayarlanabilir kutu. z diirtiiliince: alttaki ince dikdortgen
(g - h') + sagdaki ince dikdortgen (h - ¢”). Kosedeki minik kare ihmal.

2’i dz kadar ittiginde alan nasil degisir? Uc yeni parca belirir: alttaki ince dikdortgen (genisligi sin z,

yiiksekligi d(z?)), sagdaki ince dikdortgen (yiiksekligi 22, genisligi d(sin z)) ve kosedeki minik par¢a —
son ikisinin ¢arpimi (d:r)2 ile orantili oldugundan ihmal edilir.

d(2?) ~ 2x - dx ve d(sinx) ~ cos x - dz koyup dz’e bolersek:
4 (sinz - 2?) =sinx - 2z + 2% - cos x
dx

Burada sin ve 22’ye 6zgii hicbir sey yok; aym1 muhakeme herhangi iki g ve h igin gecerli:
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4.5 Zincir Kurali: U¢ Sayt Dogrusu

(g-h)=g-W+h-¢

Akilda tutma tekerlemesi: “sol d sag + sag d sol” — sol fonksiyon ¢arpi sagin tiirevi, art1 sag fonksiyon carpi
solun tiirevi.

@ Builder Notu — Gate ve Attention

Carpim kuraly, iki sinyalin ¢arpildigi her yerde devrededir. Kapi (gate) mekanizmalari: LSTM/GRU’da
“unut kapisi ¢arp1 hiicre durumu” (g - h) biciminde; geri yayilimda her iki faktore de gradyan akar
(g-h" + h-g"). Attention da bir agirlik (softmax ¢iktis1) ¢arpi deger toplamudir; agirlik ve degerin
ikisi de 6grenilir, ikisine de carpim kuraliyla gradyan gider.

4.5 Zincir Kural: U¢ Say1 Dogrusu

Ugiincii ve ML’de en sik karsimiza cikan birlestirme: birini digerinin icine koymak (bileske). Ornegin z:2’yi
sin’in igine sokup sin(z?) elde et. Tiirevi ne?

Bunu gorsellestirmek icin ii¢ say1 dogrusu kullanalim: birincisi 2 degerini, ikincisi 22 degerini, iiciinciisii
sin(z?) degerini tutsun. 22 fonksiyonu seni 1. dogrudan 2.’ye, sin fonksiyonu 2.’den 3.’ye tasr.
dg _dg dh

i . - 2y,
Zincir kurall.ﬁ—% ﬁ—cos(x) 2x

Sekil 4.4: Ug say1 dogrusu: * — h(z) — g(h(z)). Bir dx diirtmesi, dh = h’(z) - dz iizerinden dg =
g (h(x))-dh = g'(h)-h' - dz olarak aktarilir — zincir kurali.

x’i 3’e gotiiriirsen 2. deger 9’a, 3. deer sin(9)’a sabitlenir. Tiirev i¢in z’i dx kadar diirt. Ortadaki degerin
degigimi (x2’nin degigimi) d(x2)’dir; buna kisaca dh diyelim (b = x%). O zaman alttaki deger sin(h)’nin
degisimi, d(sin h) = cos(h) - dh olur (sin’in tiirevi cos oldugundan). Simdi katmanlar1 geri acalim: h yerine
22 koy, dh yerine 2z - dx koy:
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4 Zincir Kurali ve Carpim Kurali

d
— sin(x?) = cos(z?) - 22

dx

Dikkat: dis fonksiyonun tiirevi, hila degistirilmemis ic fonksiyona uygulaniyor (cos(z?), cos(x) degil),
sonra i¢ fonksiyonun tiireviyle (22) carpiliyor. sin ve 22’ye 6zgii bir sey yok; herhangi iki g, h icin:

L glhia) = g () W (2)

Buna zincir kural denir. Leibniz gosterimiyle:

dg dg dh
dz dh dz
“this pattern right here is what we usually call the chain rule.” — Grant, 12:49

@ Builder Notu — Ara Degerler Saklanir

Zincir kural tek bir bileske icin “dis tiirev x ic tiirev”’dir. Derin agda bu, onlarca katman boyunca
tekrarlanir — ve iste tam burada backprop dogar (sonraki boliim). dg/dh notasyonu, gradyanin “hangi
ara degere gore” alindigini izlemek demektir; reverse-mode autodift’te bu ara degerler (aktivasyonlar)
ileri geciste saklanir, geri geciste kullanilir.

4.6 Zincir Kurali = Backprop’un Kalbi

Grant’in altini ¢izdigi incelik: dg/dx = (dg/dh) - (dh/dx) ifadesinde dh’ler sadelesir — ve bu sadece
bir notasyon hilesi degil, kiiciik diirtmelerin gercekten nasil aktarildiginin yansimasidir. Ugiincii dogrudaki
diirtme, ikinci dogrudaki diirtme iizerinden, o da birinci dogrudaki diirtme (dx) iizerinden meydana geldi.

“that cancellation of dh is not just a notational trick, that is a genuine reflection of what’s going
on with the tiny nudges.” — Grant, 14:14

Bir sinir ag1 tam olarak i¢ ice fonksiyonlardan olusur: girdi x, agirliklar w, katmanlar a,, a,, ..., a,, ve en
sonda kayip L.
ww L’ ai=f Y a=f " T a T’ KaypL
y 1=T 2=12 n
" dai/dw “daz/dar [ " dan/dar 1 *dL/da,

Sekil 4.5: Backprop: zincir kuraly, ileri akisin (girdi — kayip) ardindan kayiptan geriye dogru yerel tiirevlerin
carpimiyla gradyani dagitir.

Bir agirligin kaybi nasil etkiledigini bulmak i¢in zincir kuralini tiim katmanlar boyunca uygularsin:
dL  dL da,

da,
dw  da, da

dw

n—1
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4.7 Katmanlari Soymak: Bilegik Ifadeler

Her ¢arpan, bir katmanin yerel tiirevidir (cok degiskenli hilinde bir Jacobian). Backpropagation, bu carpimi
ciktidan (L) girdiye dogru, sagdan sola hesaplar; ara sonuglari yeniden kullanir, bu yiizden milyonlarca
parametrenin gradyanini tek bir geri gegiste verimli ¢ikarir. Yani Grant’in “dh sadelesmesi”, derin 6grenmenin
tiim egitim mekanizmasinin ¢ekirdegidir.

@ Builder Notu — Reverse vs Forward Mode

Neden “ileri” degil de “geri”? Carpimu soldan (d L /da,,’den) baglatmak, her adimda bir vektdr-Jacobian
carpimi yapmana izin verir — bu, tam Jacobian matrislerini kurmaktan ¢ok daha ucuzdur (reverse-mode
autodiff). Skaler bir kayiptan milyonlarca parametreye gradyan akitmak istediginde geri mod kazanir;
tersi durumda (tek girdiden cok ¢iktiya) ileri mod. Modern derin 68renme ¢erceveleri ikisini de yapar
ama egitim neredeyse hep reverse-mode’dur.

4.7 Katmanlar Soymak: Bilesik ifadeler

Uc kurali (toplam, carpim, zincir) elinde tutunca, ne kadar canavarsi olursa olsun her ifadeyi adim adim
soyabilirsin. Ornegin f(x) = sin(x?) - cos(x). En distaki yap1 bir ¢arpim (sin(z2) garpi cos x), o yiizden
once carpim kuralt:

d(cosx) d(sin(z?))

[—— 2 - _ 7 - _

f' = sin(z*) I + cosx o

Simdi pargalar1 doldur: d(cos x) /dx = — sin x (basit kural), ve d(sin(x?)) /dx zincir kurahyla cos(z?) - 2z.

Birlestirince:

. (sin(z?) - cosz) = sin(z?) - (—sinx) + cos z - cos(z?) - 2
T

Isin yontemi bu: en dis birlestirmeyi tani, ilgili kurali uygula, ortaya ¢ikan alt-tiirevleri ayn1 yontemle ¢oz.

@ Builder Notu — Computational Graph Sirasi

“En distan bagla, ice dogru soy” stratejisi, reverse-mode autodiff’in computational graph’1 geriye gezme
sirasinin ta kendisidir. Bir framework f(x) = sin(z?) - cos(z)’i bir grafa cevirir (¢arpim diigiimii,
icinde sin o kare ve cos dallar), ileri geciste degerleri saklar, geri geciste her diigiimde yerel tiirevi
uygular ve zincirler. Sen elle yaptiginda yorulursun; framework bunu hatasiz ve milyonlarca parametre
icin yapar.

4.8 Bu Dersin Ozeti

1. Fonksiyonlar1 birlestirmenin ii¢ temel yolu: toplam, ¢arpim, bileske. (Cikarma ve bolme bunlardan
tiirer.)

2. Toplam kural:: d(g + h) = ¢’ + h’. Yiikseklikleri istiflersin, degisimler toplanir.
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4 Zincir Kurali ve Carpim Kurali

3. Carpim kurali: d(g-h) = g-h’ + h - g’. Ayarlanabilir kutunun iki ince dikdortgeni; “sol d sag + sag

d sol”.

4. Zincir kural: d(g(h(z))) = g’ (h(x))-h'(x). D1s fonksiyonun tiirevi (degistirilmemis i¢ fonksiyonda)

carp1 i¢ fonksiyonun tiirevi.

5. Leibniz gosteriminde dg/dx = (dg/dh) - (dh/dx) — dh’ler sadelesir; bu, diirtmelerin gercek

aktariminin yansimasidir.

6. Zincir kurali tiim katmanlar boyunca uygulaninca backprop olur: gradyan, kayiptan girdiye dogru

geriye akar.

7. Karmagik bir ifadeyi, en dig birlestirmeden baslayip katman katman soyarak tiiretirsin; akicilik pratik

gerektirir.

I Tek bir ciimle

Toplam, carpim ve zincir kurallar kiigiik diirtmelerden dogal olarak cikar; bunlarin en derini olan
zincir kural (dis tiirev x i¢ tiirev), i¢ ice fonksiyonlardan olugan bir sinir aginda gradyani geriye akitan
backprop’un ta kendisidir.

4.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: d/dx [ x> + cos x ] nedir? (Toplam kuralr)

Cevap: Toplam kuraliyla terimleri ayri ayn tiirevle: d(z3) /dx = 322, d(cos x) /dx = — sin x. Toplam:
322 — sin . Toplam kurali her terimi bagimsiz ele almam saglar.

1 Soru 2: d/dx [ x* - sin x ] nedir? (Carpim kural1)

2 2

Cevap: “Sol d sag +sag d sol”: 22 (sinx)’ +sin z- (2?) = 22-cos x+sin z-2z = 22 cos z+2x sin z.

Ayarlanabilir kutuda alttaki ve sagdaki ince dikdortgenlerin alanlari.

1 Soru 3: d/dx [ cos(x®) ] nedir? (Zincir kurali)

Cevap: Dis fonksiyon cos (tiirevi — sin), i¢ fonksiyon x2 (tiirevi 322). Zincir kural: dus tiirev (degisti-
rilmemis igte) x ic tiirev = — sin(x3) - 322, Yaygin hata, i¢ tiirevle (3x%) carpmay1 unutmaktir.

1 Soru 4: (Builder) Basit bir ag: L = a,%, a, = w-a,, a, = x. dL/dw’yi zincir kuraliyla bul ve backprop’la
iligkilendir.

Cevap: Zincir kurali: dL/dw = (dL/da,) - (day/dw). dL/day = 2a,; day/dw = a; = .
Yani dL/dw = 2a, - © = 2(wx) - * = 2wz?. Backprop bu carpimi sagdan sola hesaplar: 6nce
dL/day = 2a, (ileri gegiste saklanan a, ile), sonra yerel tiirev x ile ¢arpar. Gergek aglarda her katman
bdyle bir yerel tiirev ekler ve zincir uzar.
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4.10 Egzersizler

4.10 Egzersizler

Egzersiz 1. d/dx[3x? + 5sinx — 1/z] tiirevini bul (toplam + sabit katsay1 + 1/x kurali birlikte).
Egzersiz 2. d/dx[z3 - cos z] tiirevini garpim kuraliyla bul; “sol d sag + sag d sol” tekerlemesini uygula.
Egzersiz 3. d /dx[sin(cos )| tiirevini zincir kuraliyla bul. (Iki katli bileske: dis sin, i¢ cos.)

Egzersiz 4. (Python — sembolik dogrulama) sin(x?) - cos(z) tiirevini SymPy ile al; elle buldugun (boliim

6’daki) sonugla karsilagtir.

sin(x~2)*cos(x) tiirevi: 2*x*cos(x)*cos(x**2) - sin(x)*sin(x**2)
sin(cos x) tilirevi: -sin(x)*cos(cos(x))

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) e* fonksiyonu ¢ok 6zeldir: tiirevi kendisidir, d(e”)/dx = e”. Bunu
zincir kurahyla birlestir: d(e37)/dx nedir? Ya da d(e®”)/dz? Ders 5, e sayisinn neden bu kadar 6zel
oldugunu anlatacak.

4.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Toplam kurah dlg+h)=9¢ +h; 1m49
degisimler istiflenir

Carpim kurah dlg-h)=g-h"+h-¢g 4m13
(“sol d sag + sag d sol”)

Ayarlanabilir kutu Carpim = alan; iki ince 4m54
dikdortgen (kose atilir)

Sabit katsay1 d(c- f)=c- f’; sabit 8m21
disar1 ¢ikar

Zincir kuralh d(g(h(x))) = 12m49
g (h(x)) - h'(x); dig tiirev
x ic tiirev

Uc say1 dogrusu Bileskeyi katmanl 9m13
gorsellestirme
(xr—h—g

dh sadelesmesi dg/dz = 14m14
(dg/dh)(dh/dz);
diirtmenin gercek aktarimi

Katmanlar: soymak Karmasik ifade = i¢ kuralin ~ 1m28
istiflenmesi
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4 Zincir Kurali ve Carpim Kurali

4.12 ML Baglantilar Ozeti

@ 7 koprii

1.

Zincir kurali — backprop: gradyan kayiptan girdiye geriye akar; reverse-mode autodiff bu
carpimi sagdan sola yapar. Bu dersin en kritik baglantisi.

. Toplam kurahh — multi-task loss gradyani toplamir (V ) L, = > VL,); residual d(z +

f(x)) =14 f’ — gradient highway (ResNet).

. Carpim kuralh — kap1 mekanizmalar1 (LSTM/GRU), attention’in agirlik x deger toplamu,

element-wise ¢arpim gradyanlari.
Sabit katsay1 — gradyan Olcekleme; learning rate, gradyani sabitle carpar.

. Uc kural = tam autodiff kiimesi — bir computational graph (toplam, ¢arpim, primitif diigiimler)

her modeli temsil eder; bagka kurala gerek yok.
dh sadelesmesi — ara aktivasyonlar ileri geciste saklanir, geri geciste yerel tiirevlerle carpilir.

. Reverse vs forward mode — tek skaler kayiptan milyonlarca parametreye gradyan: reverse mode

(backprop) kazanir; tersi durumda forward mode.

! Tek bir sey alip gideceksen

Karmasik tiirevler ezber degil — ii¢ dogal kuralla (topla, ¢arp, bileske) her ifadenin katmanlarim
soyarsin. Bunlarin en derini zincir kuralidir: dis tiirev ¢arpi i¢ tiirev. Onu iist iiste binmis katmanlara
uyguladiginda elde ettigin sey backprop’tur — derin 6grenmenin tiim 6grenme motoru.
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5 Euler Sayisi e’nin Ozelligi

Tiirevi kendisine esit olan yegane taban

1 Boliim bilgisi

* Grant’in videosu: YouTube — Chapter 5: What’s so special about Euler’s number e? (=13 dk)
» Kaynak: 3Bluel Brown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =20 dk

5.1 Bu Derste Ne Var?

Tiirev formiilleri arasinda onemli birini atlamigtik: iisteller. Bu derste 2%, 7% gibi {istellerin tiirevini ve
ozellikle e”’in neden en Onemli iistel oldugunu goriiyoruz. Kisa cevap: e”’in tiirevi kendisine esittir — ve
bu, e sayisin1 matematigin (ve ML'in) her yerine yerlestirir.

Uc ana fikir:

1. Bir iistelin tiirevi, kendisinin bir katidir. Ustel 6zellik a‘*%* = a’ - a? bunu saglar.
2. O kat = In(taban) (dogal logaritma). 2% i¢in ~ 0,6931 = In 2; 3" i¢in In 3.

3. e, o katin tam 1 oldugu 6zel tabandir (e ~ 2,71828); yani d(e!)/dt = €.

/ a=2—1n2=0,693

- d/dt at=In(a) - at
at (genel Ustel) L > a=3—1l3=1,099
(kendisinin bir kat1)

a=e—lne=1 Softmax, sigmoid, EMA
d/dt et = et weight decay, neural ODE

Sekil 5.1: Ustellerin tiirev oriintiisii: tiim a*’lerin tiirevi In(a) - a’. e, In(a) = 1 olan 6zel taban.

“e to the t actually equals its own derivative ... the slope of a tangent line to any point on this
graph equals the height of that point.” — Grant, 8:36
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https://www.youtube.com/watch?v=m2MIpDrF7Es&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=5
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

5 Euler Sayisi e’nin Ozelligi

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* ¢’in tiirevi kendisi — softmax (¢!°¢"), sigmoid (1/(1 + ¢ %)), exponential decay (learning
rate schedule, EMA), gradient flow — hepsi bu 6zellige dayanur.

* In(taban) sabiti — log-uzay hesaplari, log-likelihood, cross-entropy, logit; carpimlar1 toplama
ceviren koprii.

* “Oran x miktar” — exponential decay her yerde: weight decay, Ir decay, EMA momentum (/3),
RL de discount ~*; siirekli dinamik (neural ODE).

e ¢°?, ¢ = oran sabiti — G3renme oram ¢izelgesi e, Adam’da B/, listel ortalamalari; ¢, “ne
kadar hizli biiyiir/soner” anlamini tagir.

5.2 2': Bir Popiilasyon, Her Giin ikiye Katlaniyor

Sezgi icin 2! fonksiyonuna odaklanalim. Girdiyi bir zaman T (giin cinsinden), ciktry1 (2¢) bir popiilasyon
biiyiikliigii olarak diisiin — her giin ikiye katlanan, verimli bir yaratik toplulugu.

Tam-gun blydme: giin-basina artis = mevcut kitle Surekli tirev: d(2%)/dt=1n2 -2t
64 — )t

60 601 —— tedetegimi=In2-23=5.55

50 B 50

40 4 40
~
o
2 32 I3
y=
2 30 30

16

201 204

+4 101
10 A 8
4 1+
2
o |t e [N I O () oL . | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
ginT t

Sekil 5.2: 2¢: her giin ikiye katlanan popiilasyon. Giin-bagina biiyiime = o giinkii kiitleye esit (kabaca; tam
tiirev i¢in boliimiin sonuna bak).

T = 0°da kiitle 2° = 1; 7" = 1’de 2! = 2; ve her giin ikiye katlanarak devam eder. Tiirev icin, kiitlenin
biiyiime orani dm /dt’yi istiyoruz.

Once tam bir giinliik degisime bakalim. 3. ile 4. giin arasinda kiitle 8°’den 16’ya ¢ikar — giinde 8 birim
artig, ki bu giin bagindaki popiilasyon biiyiikliigiine esit. Genel olarak tam-giinliik biiylime orani, o giiniin
bagindaki popiilasyona esittir.

Bu, “2%’nin tiirevi kendisidir” demeye yol acabilir — dogru yonde ama tam dogru degil. Ciinkii burada tam
bir giin iizerinden kargilagtirma yapiyoruz; tiirev ise giderek kiiciilen degisimleri sorar. Sonraki boliimde bu
fark diizeltecegiz.
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5.3 Tiirev: 2t Kendisinin Bir Kati (Ustel Ozellik)

@ Builder Notu — EMA ve Ustel Soniim

“Degisim orani, mevcut biiyiikliige esit/orantili” — bu, tiim iistel bilyiime/soniim olgularinin imzasidir.
ML de bunu en ¢ok exponential moving average (EMA) ve iistel 6grenme orani séniimiinde goriirsiin:
bir biiyiikliik, kendi degerinin sabit bir oran1 kadar giincellenir, bu da iistel bir egri ¢izer.

5.3 Tiirev: 2! Kendisinin Bir Kati (Ustel Ozellik)

Tam-giin yerine kiigiik d# icin soralim: [2¢79* — 2] /dt nedir? Burada iistellerin en 6nemli 6zelligi devreye
girer: listte toplama varsa, ¢iktiy1 bir carpima ayirabilirsin:

2t+dt _ 2t _ 2t ‘ 2dt -1
dt dt

20yi disar1 carpan olarak aldik. Simdi kritik gozlem: sagdaki (298 — 1)/dt terimi, basladigimmiz t’den
tamamen bagimsiz — icinde yalnizca dt var. Hesap makinesine kii¢iik dt degerleri koyarsan, dt kiigiildiik¢e
bu ifade ¢ok belirli bir say1ya yaklasir: yaklasik 0,6931.

Ustellerin gizemli sabiti = In(taban)

2.0 —e— (29 —1)/dt—>In2=0,693
—e— (39 —1)/dt-»In3=1,099

—o— (et —1)/dt-Ine=1

1.8 1

1.6 1

1.44

(a9 — 1)/dt

10° 1071 1072 1073 1074 1073 10-° 1077 1078
dt

Sekil 5.3: (a® — 1)/dt, dt — 0 iken In(a)’ya yakinsar. Ug farkli taban icin gozle goriiliir yakinsama.

Yani diger fonksiyonlarin tiirevlerinin aksine, dt’ye bagl her sey ¢’den ayriliyor. Sonug: 2¢*nin tiirevi kendisidir,
ama bir sabitle carpilmis:

d
— 2t =(0,6931...) 2
dt ( Y )
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5 Euler Sayisi e’nin Ozelligi

@ Builder Notu — Log-uzay

Toplamay: (iistteki ¢ + dt) carpmaya (2¢ - 29%) ceviren bu 6zellik, ML’ in log-uzayda calismasinin
nedenidir: olasilik ¢carpimlari tagsma yapar, ama log alinca toplama olur ve stabil kalir. Tersi yonde,
e'Plam — carpim 6zdesligi softmax’mn paydasini ve enerji-temelli modelleri tanimlar. “Toplamsal <>
carpimsal” kopriist, listel/logaritmik fonksiyonlarin ML'deki her yerdeliginin kokii.

5.4 Gizemli Sabitler: In(taban)

2°de 6zel bir sey yok. 3¢ ile caligsaydik, iistel 6zellik yine “tiirev kendisiyle orantili” sonucunu verirdi, ama bu
kez sabit ~ 1,0986 olurdu. 8¢ icin sabit ~ 2,079 cikar — ve dikkat: bu, 2 tabaninin sabitinin tam ii¢ katidir
(30,6931 = 2,079). Tesadiif degil: 8 = 23 oldugundan sabitler de bu iliskiyi tasr.

Oriintii su: oran sabiti, tabanin dogal logaritmasidir (In):

In2~ 0,6931, In3~ 1,098, In8=3In2~ 2,079

@ Builder Notu — Cross-entropy

In(taban) sabiti, ML'de logit ve log-likelihood’un temelidir. Bir softmax ¢iktisinin logu, In(taban)
iligkileriyle doludur; cross-entropy kayb1 = — >_ log p, dogal logaritma iizerine kuruludur. Ustel bir
biiylimenin “hizin1” (In taban) okumak, log-6l¢ekli grafiklerde egimi okumakla ayn1 seydir.

5.5 e: Sabitin Tam 1 Oldugu Taban

Dogal soru: dyle bir taban var m1 ki o orant1 sabiti tam 1 olsun — yani iistelin tiirevi yalnizca kendisine orantili
degil, kendisine esit olsun? Var: 6zel sabit e &~ 2,71828.

Aslinda e burada “tesadiifen ortaya ¢ikmaz”; bu 6zellik e’yi tanimlayan seydir. “Neden bunca say1 icinde e?”
diye sormak, “neden bunca say1 i¢inde 7, cemberin ¢evresinin ¢apina oran1?”’ diye sormak gibidir.

Tiim {iisteller kendi tiirevleriyle orantilidir; ama yalnizca e’de o sabit 1°dir:

—el=e! (e~ 2,71828)

@ Builder Notu — Neural ODE

“Tiirevi kendine esit” 6zelligi, e'’yi diferansiyel denklemlerin dogal ¢6ziimii yapar — ve ML de siirekli
dinamiklerin dili budur. Bir neural ODE’de gizli durumun zaman evrimi dy/dt = f(y) bi¢imindedir;
en basit hali (f(y) = ¢ - y) dogrudan istel ¢oziim verir.
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5.6 €t Bir Secimdir: ¢’nin Anlami

d _ o PR . o v
sef=e' —teget egimi = grafik yuksekligi

124

10 A

egim = yukseklik = 0.61

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Sekil 5.4: e?’in her noktasindaki teget egimi = o noktanin yiiksekligine esit. Bu 6zellik €’yi diger tiim taban-
lardan ayirir.

5.6 € Bir Segimdir: c’nin Anlami

Zincir kuraliyla (Ders 4) artik her seyi ¢ozebiliriz. d(e3!)/dt nedir? Dig fonksiyon e? (tiirevi kendisi), i¢
fonksiyon 3t (tiirevi 3). Zincir kurali:

) ect — Cect

dt

In2 (In2)-t

Simdi gizemli sabitler tamamen ¢oziiliiyor. 2 sayisin1 e olarak yazabiliriz. O hilde 2¢ = e , ve zincir

kural1 tiirevin sabitini dogrudan In 2 yapar:

2t:e(ln2)t iQtZIHQ'Qt
dt

Iste 0,6931 = In2 buradan geliyor; aynis1 her taban icin gecerli (sabit = In taban). Bu yiizden calculus
uygulamalarinda iisteller neredeyse hic “taban iizeri t” yazilmaz; e$"** yazilr.

@ Builder Notu — Hep Aym Kalip

et yazimi ML de standarttir ¢iinkii c, “ne kadar hizl1” sorusunun yanitidir. Ogrenme orani séniimii
genelde Ir(t) = lIrg - e~ bicimindedir; A, soniim hizidir. EMA giincellemesi (momentum /) ve
Adam’n 3, /35’si iistel ortalamalardir. RL’de discount v! = et Hep ayn1 kalip: e“t, ¢ = oran.
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5 Euler Sayisi e’nin Ozelligi

5.7 Doganin Ustelleri: Oran o< Miktar

Neden bu kadar ¢ok sey iistel? Ciinkii dogada pek cok olguda, bir niceligin degisim orani, o niceligin
kendisiyle orantihdir:

* Popiilasyon: biiylime orani, mevcut niifusla orantili (kaynak sinir1 yoksa).
* Newton sogumasi: sicak su sogur, soguma orani su ile oda arasindaki sicaklik farkiyla orantili.
* Bilesik faiz: paranin biiyiime orani, o anki para miktariyla orantili.

Ustel bliyiime: ¢>0 Ustel séniim: ¢ < 0 (weight decay, Ir schedule)
0.3t 1.0 4 e-03t
140 A 05t e-07t
elot —_— L5t
120 08+
100 A
0.6
T 8 g
= =2
60 0.4
40 -
0.2 A
20 A
/
0 0.0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t t

Sekil 5.5: Ustel biiyiime ve soniim: ¢ pozitifse biiyiir, negatifse soner. |c| biiyiikliik “hiz1” verir.

Bu durumlarin hepsinde, niceligi zamana kars1 tanimlayan fonksiyon bir iisteldir. Matematiksel olarak “oran
kendisiyle orantil’” demek:

dN
E:CN N(t):NOGCt

Bu fonksiyonu yazmanin ¢ok yolu olsa da, e“? segmek dogaldir — ciinkii c, tam olarak degisen degiskenin
biiytikliigii ile degisim orani arasindaki oranti sabitidir.

“it’s the same as the proportionality constant between the size of the changing variable and the
rate of change.” — Grant, 13:05

@ Builder Notu — Gradient Flow

dN /dt = ¢ - N denklemi, ML’deki siirekli-zaman diisiincesinin iskeletidir. Weight decay bir soniim
denklemidir (dw/dt = —Aw — w(t) = woe ). EMA: yeni ortalama, eskiyle iistel agirlikli karigir.
Gradient flow, SGD’nin siirekli limiti olarak df/dt = —V L bi¢iminde yazilir; lineerlestirildiginde
ozdegerler e terimleri verir ve egitimin kararliligini (patlama/sénme) belirler.
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5.8 Bu Dersin Ozeti

5.8 Bu Dersin Ozeti

. Ustellerin tiirevi, kendilerinin bir katidir; bunu iistel 6zellik altdt = gt . gdt saglar.

. O kat, baglangi¢ zamam t’den bagimsiz bir sabittir: (a?* — 1)/dt, dt — 0 iken In(a)’ya yaklagr.
. d(a')/dt =1n(a) - a’. Saysal: In2 ~ 0,6931,In3 ~ 1,0986,In8 = 3 - In2 ~ 2,079.

. e ~ 2,71828, o sabitin tam 1 oldugu 6zel tabandir: d(e')/dt = e'. Bu esitlik ¢’yi tammlar.

. Zincir kuraliyla d(e)/dt = ¢ - e°*; ve 2t = e("2)* yazinu gizemli sabitleri tamamen agiklar.

AN AW =

vermesi belirler.

. e“*t yazmak bir secimdir (e fonksiyona 6zsel degil); degerini, c’ye “oramin miktara oran1” anlamin

7. “Degisim oram miktarla orantili” (d N /dt = c - N) olan her olgu, iistel bir ¢6ziime (N, - €!) sahiptir.

! Tek bir ciimle

e”, tiirevi tam kendisine esit olan yegéne iistel tabandir (bu, e’nin tanimidir); ve “degisim orani, degisen
miktarla orantili” olan her olgu — popiilasyon, soguma, faiz, séniim — dogal olarak e¢* biciminde
yazilir, ¢iinkii buradaki ¢ o orant1 sabitidir.

5.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: d/dt [ €° ] nedir?

Cevap: Zincir kurali: dis fonksiyon e (tiirevi kendisi), i¢ fonksiyon 5t (tiirevi 5). Sonug: e - 5 = 5e5t.
Genel olarak d(e")/dt = c - e°t.

1 Soru 2: d(a?)/dt’deki orant: sabiti neden baglangic zaman1 t'den bagimsizdir?

Cevap: Ustel 6zellik sayesinde: a’* % = a - ¢, Fark oraninda a® disar1 ¢arpan olarak gikar ve geriye
(a® — 1) /dt kalir — bu ifade yalmzca dt’ye baghdir, ¢ hi¢ goriinmez. Bu yiizden tiirev “kendisi ¢arpi
bir sabit”tir; sabit = In(a).

1 Soru 3: d/dt [ et ] nedir ve ne anlama gelir?

Cevap: ¢ = —1 icin d(e!) /dt = ¢ - et = —e ™. Tiirev daima degerin negatifi: fonksiyon her zaman
azalir, iistelik o anki degeriyle orantili hizda. Bu iistel soniimdiir — radyoaktif bozunma, weight decay,
Ir s6niimii hep bu bicimde.

1 Soru 4: (Builder) Weight decay’de w(t) = wy - e~ )\ biiyiirse ne olur? Yari-6miir nedir?

Cevap: ) biiyiidiik¢e soniim hizlanir — agirlik daha ¢abuk kiiciiliir. Yari-6miir, degerin yariya indigi sii-
redir: e = 1 /2 — t =1n2/\. Yani X iki katina ¢ikarsa yari-Omiir yariya iner. A, “regularizasyonun
ne kadar agresif oldugunu” dogrudan kontrol eder; EMA momentum /3 ve Adam’in /3 /3, si de aymi
yar1-Omiir mantigiyla okunur.
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5 Euler Sayisi e’nin Ozelligi

5.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Su tiirevleri bul: tle ", x|e® | (zincir kural1), t|3 - e"|.
iz 1 d/dtle 2], d/dz[e*” d/dt[3 - et

Egzersiz 2. 5 "nin tiirev sabitinin In 5 oldugunu goster: 5 = e!"® yazip zincir kuralim1 uygula. In 5’1 hesapla
(~ 1,609) ve (5%°%1 — 1) /0,001 ile karslastir.

Egzersiz 3. (Newton sogumast) Soguma denklemi dT'/dt = —k(T —1T,

oda
T..) - € ¥ oldugunu, bu ifadeyi denkleme yerine koyarak dogrula.

). Coziimiin T'(t) = T4, + (T, —

Egzersiz 4. (Python — sayisal dogrulama) (2% — 1) /dt’nin dt — 0 iken In 2’ye yaklagtigin1 géster; ayrica
e ile sayisal tiirevinin cakistigini ciz.

dt=1e-01 (2°dt - 1)/dt = ©.717735
dt=1e-02 (2°dt - 1)/dt = 8.695555
dt=1e-03 (2°dt - 1)/dt = ©.693387
dt=1e-05 (2°dt - 1)/dt = ©.693150

In 2 = 0.6931471805599453

et ile tlrevi cakisiyor — kendisine esit tiirev

_et

T == sayisal tirev Ael/At

deger

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Sekil 5.6: e ile sayisal tiirevi (Ae? /At) tam ¢akigir — bir fonksiyonun kendisine eit tiirevi olmasinin gorsel
kaniti.

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Simdiye kadar hep y = f(x) bigiminde acik fonksiyonlarin tiirevini
aldik. Peki 22 + 32 = 25 gibi, 3/’yi x cinsinden acik¢a ¢o6zmedigin kapah bir iliskide dy /dz nasil bulunur?
Ders 6, kapal tiirevi anlatacak.
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5.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

5.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Ustel ozellik attd =gt . q¥; toplama  4ml4
— ¢arpma

d(a')/dt = In(a) - a’ Tiirev = kendisi ¢arpi 5m53
In(taban)

Gizemli sabit = In(taban) 0,6931 = 1n2; 10m45
1,0986 = In 3

e~ 2,71828 Orant1 sabitinin tam 1 7m54
oldugu taban

d(et)/dt = et €’yi tanimlayan 6zellik; teget  8m36
egimi = ylikseklik

d(et)/dt = c - et Zincir kurali; ¢ = oran sabiti  9m00

ot — (ln2)t Her iistel, e tabaninda 9m58
yazilabilir

Oran x miktar dN/dt =c-N — Ny-e  11m55

5.12 ML Baglantilar1 Ozeti

@ 7 koprii

bl .

softmax paydasi.

hd

analizinin dili.

d(e®)/dx = e® — softmax (¢'°&"), sigmoid, gradient flow, neural ODE’lerin dogal ¢oziimii.
Ustel séniim — weight decay (wg e, Ir schedule, EMA momentum, RL discount ¢ = e,
In(taban) sabiti — logit, log-likelihood, cross-entropy; kayip egrilerini log-dlcekte okumak.
Ustel 6zellik (toplam — ¢arpim) — log-olasilik toplami (tagma 6nleme), enerji-temelli modeller,

e’, ¢ = oran — yari1-6miir/3 okumasi: EMA, Adam (3, /3,), 6grenme orani gizelgeleri.

6. dN/dt = ¢ - N — siirekli dinamik; gradient flow lineerlestirmesinde 6zdeger e
patlama/sénme kararlilig.

7. e’nin tammm (tiirevi kendisi) — diferansiyel denklemlerin dogal ¢6ziim tabani; lineer sistem

A egitimin

hizin1 soyler.

I Tek bir sey alip gideceksen

Ustellerin sihri tek bir 6zellikten gelir — tiirevleri kendileriyle orantilidir, oranti sabiti de In(taban). e,
bu sabitin tam 1 oldugu sayidir; yani e” kendi tiirevine esittir. Bu yilizden “degisimi kendi biiyiikliigiine
bagl1” olan her sey (biiyiime, soniim, softmax, EMA, discount) e“? ile yazilir ve ¢ sana o degisimin
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6 Kapali (Implicit) Turev

Cember, merdiven ve gradient’in kapisi

1 Boliim bilgisi

* Grant’m videosu: YouTube — Chapter 6: Implicit differentiation, what’s going on here? (=15
dk)

» Kaynak: 3BluelBrown — Essence of Calculus

* Okuma siiresi: =23 dk

6.1 Bu Derste Ne Var?

Simdiye kadar hep y = f(z) bigiminde agik fonksiyonlarn tiirevini aldik. Ama 22 + y? = 25 (bir gember)
gibi, y’nin x cinsinden tek bir ¢ikti olmadig1 kapal iliskilerde dy/dx nasil bulunur? Cevap kapal tiirev:
denklemin iki tarafini da tiirevleyip dy/dx’i ¢bzersin. Bu islem ilk bakista tuhaftir — ama ardindaki sezgi,
cok degiskenli diisiincenin kapisini aralar.

Uc ana fikir:

1. Kapali egri: x ve y’nin bir denklemi sagladig1 noktalar kiimesi (bir fonksiyon grafigi olmak zorunda
degil).

2. Prosediir: denklemin iki tarafini da tiirevle (x> — 2z - dz, y* — 2y - dy), sonra dy /dz’i ¢oz.

3. Anlam: s = 22 + y? iki degiskenli bir fonksiyon; ds = 2z - dx + 2y - dy. Egri iizerinde kalmak =
s’yi sabit tutmak = ds = 0.

Iki tarafi tiirevle

— dy/dx = -x/'
2x-dx +2y-dy =0 PR ==

Denklem: x? +y? = 25

\ o ) ds = 2x-dx + 2y-dy ds =0 adim L Vs @ Gradient descent
S=X+ 1K1 1
y desizkent = Vs - (dx, dy) (level set Ustiinde kal) -Vs en dik inig

Sekil 6.1: Kapali tiirevden gradient’e: ds = Vs - (dx, dy) i¢ carpimu.

“this is a little sneak peek into multivariable calculus ... the key, as always, is to have a clear
image of what tiny nudges are at play and how they depend on each other.” — Grant, 14:37
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https://www.youtube.com/watch?v=qb40J4N1fa4&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=6
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

6 Kapall (Implicit) Tiirev

@ Builder Notu — ML Kopriileri

e ds =2x-dx + 2y - dy ashnda Vs - (dx, dy) — yani gradient. “Egri (level set) iizerinde kal”
kosulu (ds = 0), adimin gradient’e dik olmasi demektir. Gradient descent’in 6zii budur: —V en
dik inis yonii, level set’e diktir.

» Kapal tiirev — implicit layers / Deep Equilibrium Models (DEQ): bir denge (fixed point)
noktasindan tiirev almak; MAML ve hyperparameter optimization’da implicit gradient.

» Tlgili oranlar (related rates) — bagh degiskenlerin degisim oranlarinin birbirine kilitlenmesi;
kisit (constraint) propagasyonu.

* d(Inx) = 1/z, ters fonksiyondan — ters fonksiyon tiirevi; normalizing flows’ta log-det-
Jacobian hesabinin temeli.

6.2 Cemberin Tegeti: Bir Fonksiyon Degil

Orijin merkezli, yaricapi 5 olan bir cember al: 22 + y? = 52. Bu gembere, 6rnegin (3, 4) noktasinda teget
dogrunun egimini bulmak istiyoruz.

Geometriye hakimsen, tegetin o noktadaki yarigapa dik oldugunu bilebilirsin. Ama bunu bilmedigimizi, ya da
cemberin digindaki egrilere de genellesen bir teknik istedigimizi varsayalim.

Bir sorun var: bu egri bir fonksiyonun grafigi degil. « bir girdi, y bir ¢ikt1 degil; ikisi de bir denklemle
birbirine bagli, karsilikli bagiml degerler. Buna kapal egri denir.

@ Builder Notu — DEQ ve Implicit

Kapal1 egriler ML'de “coziimii agikca yazilamayan ama bir kosulla tanimli” nesnelerin habercisidir.
Bir Deep Equilibrium Model (DEQ), ¢iktisini z = f(z, x) sabit-nokta denklemiyle tanimlar — 2’yi
acikca cozmek yerine kapali kosulu kullanir. Bu modellerin gradyani, tam da bu derste 6grenecegimiz
kapali tiirev mantigiyla (implicit function theorem) hesaplanir.

6.3 Kapal Tiirev Prosediirii: Her iki Tarafi Tiirevle

Mekanik soyle. Denklemin iki tarafim da tiirevle. 22 icin 2z - dx yaz, y? icin 2y - dy yaz, sagdaki sabit
52’ nin tiirevi ise O:

22 +y? = 52
dy T 3
T ar + 2yay dr ” 1

(3,4) noktasinda egim —3/4 ¢ikar. Bu garip siirecin ad1 kapal tiirev.

“this strange process is called implicit differentiation.” — Grant, 3:05
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6.3 Kapali Tiirev Prosediirii: Her Iki Tarafi Tiirevle

x? + y? =25 cemberinde (3, 4) tegeti

—3/4

-6 —4 -2

- = teget, egim

o 4
N
i
(@)]

Sekil 6.2: Cember 22 + y? = 25 ve (3, 4) noktasindaki teget. Egim —3/4; yarigapin egimi 4,/3’{in negatif
tersi.
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6 Kapall (Implicit) Tiirev
6.4 ilgili Oranlar: Kayan Merdiven

Ayn1 denklem bambagka bir problemde de karsimiza ¢ikar. 5 metrelik bir merdiven duvara dayals; list ucu
yerden 4 m yukarida basliyor, dolayisiyla alt ucu duvardan 3 m uzakta. Merdiven kay1yor: iist u¢ saniyede 1 m
diisiiyor. Soru: o ilk anda alt u¢ duvardan ne hizla uzaklasiyor?

Kayan merdiven: 2x:(dx/dt) + 2y-(dy/dt) = 0

t=0: x=3,y=4 t sonra: dustl daha sonra: x=4,y=3
o
[S] ~
< 1 o
Il ™ <
> ] m
> Il
>
x=3.00 x=3.50 x=4.00

Sekil 6.3: Kayan merdiven: z:(t)? + y(¢)? = 25 kisit1 zamanin her aninda dogru. Ust 1 m/s diiserken alt 4/3
m/s uzaklasir.

Ust ucun yiiksekligine y(t), alt ucun duvara uzakhigina x(t) diyelim. Onlari baglayan denklem Pisagor, ve
her ¢ aninda dogru:

x(t)? +y(t)? = 52

Zincir kuraliyla zamana gore tiirevini al:

dx dy
20 2 4oy Y —
S TIRT

t=0daz =3,y =4vedy/dt = —1. Yerine koy:

23) % va-n=0 o2

Alt ug saniyede 4/3 m hizla uzaklagiyor.

@ Builder Notu — Manifold Optimizasyon

Ilgili oranlar = bagh degiskenlerin degisim oranlarin birbirine kilitlenmesi. ML’de bir kisit
yiizeyi lizerinde hareket ederken (6rnegin normalize edilmis agirliklar |w|| = 1 kosulu) parametrelerin
degisim oranlar1 bagimsiz degildir; biri degisince digerleri kisiti korumak i¢in uyum saglar. Bu, kisitl
optimizasyon ve manifold lizerinde gradient (Riemannian optimization) diislincesinin tohumu.

62



6.5 Kapal Tiirevin Anlami: Iki Degiskenli Fonksiyon
6.5 Kapali Tiirevin Anlami: iki Degiskenli Fonksiyon

Bu ifadeye bir isim verelim: s = 22 + y2. s aslinda iki degiskenli bir fonksiyondur — diizlemdeki her
(x,y) noktasim bir sayiyla esler. Cember iizerindeki noktalar igin bu say1 25°tir; merkezden uzaklagirsan
daha biiyiik, merkeze yaklasirsan daha kii¢iik olur.

s’nin tiirevini almak demek: her iki degigskende kiiciik birer degisim (dx ve dy) diisiinmek — illa cember
izerinde kalan bir adim degil, diizlemde herhangi bir yonde herhangi bir kii¢iik adim — ve s nin ne kadar
degistigini sormak:

ds =2xdx + 2y dy
Iste anahtar: adimlarin1 cember boyunca kisitlarsan, s nin degerini sabit (25) tutmak istiyorsun demektir,
yani ds = 0:

2vdr 4+ 2ydy =0

Buradan dy/dx = —x /y ¢ikar — ilk boliimdeki “garip” prosediir artik anlamli: gemberde kalmak = s’yi
degistirmemek.

“when you restrict yourself to steps along the circle ... you want to ensure that this value of s
doesn’t change ... ds should be 0.” — Grant, 10:07

@ Builder Notu — Gradient’in Kalbi

Bu, ¢ok degiskenli calculus’un ve gradient descent’in tam kalbidir. ds = 2x - dx + 2y - dy aslinda bir
ic carpimdir:

ds = Vs - (dz,dy), Vs = (2z,2y)

Vs gradient vektoriidiir. “Level set (s = sabit) lizerinde kal” kosulu ds = 0, adimin gradient’e dik
olmasi1 demektir. Gradient descent bunun tersini kullanir: s’yi en hizhi degistirmek (azaltmak) icin —V s
yoniinde adim atarsin.

6.6 Daha Fazla Ornek: sin(x) - y* =

2% + 3% = 5%’de zel bir sey yok; bagka bir rnek deneyelim: sin(z) - y* = x. Bilesenleri d, dy olan kiigiik
bir adim al ve her iki tarafin tiirevini al.

Sol tarafta bir ¢carpim var, ¢arpim kurali:

sin(x) - 2y dy + y? - cos(z) dx = dx

Sag taraf yalmizca x oldugu icin degisimi tam olarak dz’tir. Iki tarafi esitlemek su demek: dz, dy adimi egri
tizerinde kalacaksa, sol ve sag taraflarin degisimi ayn olmali.
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6 Kapall (Implicit) Tiirev

Level set'ler ve gradient Vs — her zaman kontura dik

=61 == kapall egri: s =25

-6 -4 -2 0 2 4 6

Sekil 6.4: s = x? + y? fonksiyonunun kontur gizgileri (level set’leri). Gradient Vs = (2, 2y) her noktada
konturlara dik; bir konturda kalmak i¢in adim gradient’e dik olmali.
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6.7 In(x)’in Tiirevi: Ters Fonksiyondan

@ Builder Notu — Kisit Manifoldu

“Iki tarafin degisimi esit olmalr” ilkesi, bir kisit manifoldu iizerinde kalmanin kosuludur. Generative
modellerde ve fizik-bilgili aglarda (PINN), bir denklemi (kisit1) saglayan ¢cozlimler ararsin; egitim, tam
bu “her iki tarafin degisimini esitle” kosulunu bir kayip terimine ¢evirir.

6.7 In(x)’in Tirevi: Ters Fonksiyondan

Kapali tiirevin giizel bir kullanimi: yeni tiirev formiilleri kesfetmek. e”’in tiirevinin kendisi oldugunu
biliyoruz; peki onun ters fonksiyonu olan dogal logaritma In(x)’in tiirevi nedir?

In(z)’in grafigini bir kapali egri olarak diigiin: ¥y = In(z) olan tiim (z, y) noktalari. Bunu yeniden diizenle:

y = In(x) eV ==z

Artik e¥’nin tiirevini bildigimiz igin iki tarafin tiirevini alalim. Sol tarafin degisimi e¥ - dy, sag tarafin degisimi
dx. Egri iizerinde kalmak icin bu ikisi egit olmali:

dy 1 1
ey v de eY¥ =z

Egri lizerindeyken e¥ zaten x’e esit, dolayisiyla egim 1/x:

d 1

“the derivative of In of x is 1 divided by x.” — Grant, 14:24

@ Builder Notu — Normalizing Flows

“Bir fonksiyonun tiirevini biliyorsan, tersinin tiirevini kapal tiirevle ¢ikar” teknigi ML'de normalizing
flows’un kalbidir. Bir flow, veriyi tersine ¢evrilebilir bir doniisiimle basit bir dagilima egler; olabilirligi
hesaplamak i¢in doniigiimiin tersinin Jacobian’inin log-determinanti gerekir. d(Inx) = 1/z 6rnegi, bu
ters-fonksiyon-tiirevi mantiginin en sade halidir.

6.8 Bu Dersin Ozeti

1. Kapal egri: x ve y’nin bir denklemi sagladig1 noktalar kiimesi (bir fonksiyon grafigi olmak zorunda

degil).
2. Kapal tiirev: denklemin iki tarafini da tiirevle, sonra dy/dx’i ¢oz. Cemberde (3,4): dy/dx =
—x/y = —3/4.

3. Tlgili oranlar (merdiven): 2% + 32 = 52 zamanin fonksiyonu; tiirevle — 2x(dx/dt) + 2y(dy/dt) =
0 — dx/dt =4/3 mis.
4. Anlam: s = 22 + 3?2 iki degiskenli bir fonksiyondur; ds = 2z - dz + 2y - dy.
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6 Kapall (Implicit) Tiirev

5. Egri iizerinde kalmak = s’yi sabit tutmak = ds = 0. Ve ds = Vs - (dx, dy); gradient Vs = (2x, 2y)
her zaman level set’e diktir.

6. sin(x) - y? = x: iki tarafl tiirevle, egri iistiinde kalma = iki tarafin degisimi esit.

7. d(lnz)/dx = 1/x: e¥ = x kapali egrisinden.

! Tek bir ciimle

Kapali tiirev, bir egriyi y = f(x) olarak ¢bzmeden denklemin iki tarafini tiirevleyip “egri iistiinde kal”
kosulunu (ds = 0) yazmaktir; ds = 2x - dx + 2y - dy aslinda gradient Vs ile adimin i¢ ¢arpimidir —
bu yiizden kapal1 tiirev, ¢ok degiskenli calculus ile gradient descent’in kapisidir.

6.9 Kontrol Sorulan

1 Soru 1: x> + y? = 25 ¢cemberinde (0, 5) noktasinda dy/dx nedir? Sonu¢ mantikli nm1?

Cevap: Kapali tirev: dy/dez = —x/y = —0/5 = 0. Egim sifir, yani teZet yatay. Mantikli: (0, 5)
cemberin en iist noktasidir ve orada teget dogru yataydir. (Benzer sekilde (5,0)’da —5/0 tanimsiz —
dikey teget.)

1 Soru 2: Bir balon sisiyor: V = (4/3)ntr® ve dV/dt = 10 cm?/s. r = 5 cm iken yarigap ne hizla biiyiiyor
(dr/dt)?

Cevap: Iki tarafi zamana gére tiirevle (zincir kural): dV /dt = 4nr? - (dr/dt). Yerine koy: 10 =
47(25) - (dr/dt) = 1007 - (dr/dt). Coz: dr/dt = 10/(1007) = 1/(107) &~ 0,032 cm/s.

1 Soru 3: ds = 2x-dx + 2y-dy ifadesinde, ‘egri iizerinde kal’ kosulu neden ds = 0?

Cevap: Egri, s = 22 + y? degerinin sabit (25) oldugu noktalar kiimesidir. Egri iizerinde kalmak, s’yi
25’te tutmak demek; bir niceligin sabit kalmasi da degisiminin sifir olmasi demektir, yani ds = 0.
Geometrik olarak ds = 0 olan adimlar, gradient V s’ye dik olan adimlardir.

1 Soru 4: (Builder) ds = Vs-(dx, dy) i¢ ¢arpimi gradient descent ile nasil baglanir?

Cevap: I¢c carpim, adim Vs ile aym yondeyse en biiyiik (s en hizli artar), Vs’ye dik ise sifirdir (s
degismez = level set boyunca). Gradient descent, bir kayb1 en hizli azaltmak i¢in ters yone, —V's
yOniine adim atar (ds en negatif). Yani Vs “en dik ¢ikis”, —V's “en dik inis”, Vs’ye dik yonler ise
“kayb1 degistirmeyen” yonlerdir. Tiim optimizasyon bu resimden c¢ikar.

6.10 Egzersizler

Egzersiz 1. 23 + y® = 6y (Descartes yaprag1) egrisinde dy/dx’i kapali tiirevle bul.
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6.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Egzersiz 2. (Ilgili oran) Bir karenin alam A = s2. Alan dA/dt = 4 cm?/s hizla biiyiiyorsa, kenar s = 10
cm iken kenar ne hizla biiyiir (ds/dt)?

Egzersiz 3. d(/7)/dx’i kapah tiirevle bul: y = /7 iliskisini 4> = 2 yazip iki tarafi tiirevle. Sonucu

1/(24/x) ile kargilastir.

Egzersiz 4. (Python — sembolik dogrulama) SymPy’nin idiff fonksiyonuyla kapali tiirevleri al.

X**¥2 4 y*¥*2 - 25 ->
-X + y**2%¥sin(x) ->
(3,4) egim: -3/4

dy/dx
dy/dx

_X/y

(-y*cos(x) + 1/y)/(2*sin(x))

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Bu seride tiirevi hep “cok kiiciikk dx” sezgisiyle kullandik, ama
“dxr — 0 limiti” tam olarak ne demek? Ders 7, limitleri, epsilon-delta tanimin1 ve L’H6pital kuralini resmi

olarak ele alacak.

6.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Kapah egri x, y bir denklemi saglayan 1m52
noktalar (fonksiyon grafigi
degil)

Kapal tiirev Iki tarafi tiirevle: 2m04
x? = 2z - dx,
y* — 2y - dy

dy/dx = —z/y Cemberin teget egimi; 2m51
(3,4) — —3/4

Tlgili oranlar Merdiven: 3m26
2x(dx/dt) + 2y(dy/dt) =
0—4/3m/s

s =12 + 9> Iki degiskenli fonksiyon; her 8m03
(x,y) — bir say1

ds =2x -dzx +2y-dy Bir (dz,dy) adiminin s’yi ~~ 9m35
ne kadar degistirdigi

ds = 0 kosulu Egri (level set) {izerinde 10m07
kalmanin kosulu

Vs 1 level set Gradient, kontura diktir; 8m30
gradient descent’in temeli

d(lnz)/dx =1/z e¥ = x kapali egrisinden 14m24

(ters fonksiyon)
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6 Kapall (Implicit) Tiirev

6.12 ML Baglantilari Ozeti

1.
2. Kapal tiirev — implicit layers / Deep Equilibrium Models (DEQ): fixed-point’ten gradyan;

@ 7 koprii

ds = Vs - (dx,dy) — gradient; level set’e dik; gradient descent —V s yoniinde en dik inis.

MAML ve hyperparameter optimization’da implicit gradient.

Ilgili oranlar — kisitl/manifold optimizasyon (|w| = 1), Riemannian gradient; bagli oranlarin
kilitlenmesi.

ds = 0 kosulu — esitlik kisitlar1, Lagrange ¢arpanlari, kisit manifoldu tizerinde kalma.

. d(Inx) = 1/ (ters fonksiyon) — normalizing flows’ta log-det-Jacobian; deZigken degistirme

formiilii.
iki degiskenli s — cok degiskenli calculus; kismi tiirevler 9/0x, /0y ve tam gradient (bir
sonraki biiyiik adim).

. Level set / kontur — loss landscape gorsellestirme; egitim yoriingesini kontur cizgileri {izerinde

okumak.

Kapali tiirev sihir degil. s = 2% + 12 gibi iki degiskenli bir ifadenin kiigiik bir adimda ne kadar degistigi
ds = 2x - dx + 2y - dy’dir; bir egri lizerinde kalmak, bu degisimi sifirlamaktir (ds = 0). Bu ifade
aslinda gradient V s ile adimin i¢ ¢arpimidir — ve gradient’in level set’e dik olmasi, tiim gradient-temelli
optimizasyonun geometrik kalbidir.

! Tek bir sey alip gideceksen

ey
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7 Limitler, LHo6pital ve Epsilon-Delta

Yaklagmanin kesin tanimi1 + 0/0 belirsizligini cozmek

1 Boliim bilgisi

* Grant’in videosu: YouTube — Chapter 7: Limits, L’Hopital’s rule, and epsilon delta definitions
(=18 dk)

» Kaynak: 3BluelBrown — Essence of Calculus

* Okuma siiresi: =24 dk

7.1 Bu Derste Ne Var?

Tiirev fikrinden integrallere gecmeden once limitlere bir ara verelim. Aslinda limit yeni bir sey degil —
“yaklagmak” kelimesinin ne demek oldugunu biliyorsan, limiti zaten biliyorsun. Ama bir ders ayirmanin ii¢
nedeni var: (1) bu seride dx ve d f’yi somut, sonlu Kiiciik diirtmeler olarak diisiinmenin, ders kitaplarindaki
resmi tiirev tanimiyla birebir ortiistiigiinii gostermek; (2) “yaklagsmak”in epsilon-delta ile kesin anlami; (3)
limitleri hesaplayan akill1 bir hile: L’Hopital kurali.

Uc ana fikir:

1. Tiirevin resmi tammu: f'(x) = lim;,_,o[f(z + h) — f(x)]/h. Buradaki h, bizim dz’imizle ayn1.
2. Epsilon-delta: “yaklagsmak”, ¢ikt1 araligini istedigin kadar kiiciiltebilmektir (her ¢ i¢in bir ¢ bulabilmek).
3. L’Hépital kural: bir girdide 0/0 goriiniiyorsa, pay ve paydanin tiirevlerinin oranim al.

“limitlerle ilgili biiyiik yaygara, sonsuz kiiciik degisiklikler hakkinda konusmaktan kacinmamiza
izin vermesi ... degiskenimizde kiiciik bir degisikligin boyutu 0’a yaklastiginda ne olacagini
sormamiza izin vermesidir.” — Grant, 4:41 (Tiirk¢e dublaj)

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Limit / yakinsama — egitim yakinsamasi (“loss minimuma yaklagiyor™), optimizasyon ispatla-
rindaki e-4, sayisal tolerans (atol/rtol).

* Tiirev = limit — gradient kesin bir limittir, sonlu fark degil; autodiff’in sayisal tiireve neden
iistiin oldugunun resmi temeli.

* 0/0 belirsizligi / L’Hopital — sayisal stabilite: log-sum-exp, softmax’ta 0/0, kiigiik sayiya
bolme; tekillik civarindaki oranlar1 giivenle hesaplama.

» “Tak-cahstir yok, yaraticilik gerek” — yeni tiirev formiilleri (ve genelde arastirma) sistematik
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https://www.youtube.com/watch?v=kfF40MiS7zA&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=7
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

7 Limitler, L’Hopital ve Epsilon-Delta

Tirevin resmi tanimi:
lim [f(x+h)-f(x)]/h

Sezgi: Limit notasyonu: Epsilon-delta:
‘yaklasmak' lim h—0 her € icin 3 6

L'Hopital:
lim f/g = f'(@)/g'(@)

0/0 belirsizligi

Sekil 7.1: Limitin ii¢ yiizli: somut diirtmenin resmi karsilig1 + epsilon-delta + L"Hopital.

bir receteyle degil, sezgiyle kesfedilir.

7.2 Limit: “Yaklagmak” Fikrine Resmi Bir isim

Limit kavram1 kavramsal olarak yeni bir sey getirmez: bir degerin bagka bir degere yaklagsmasi sezgisine
gosterigli bir gosterim atamaktan ibarettir.

Serinin bagindan beri tiirevi “dx kadar kiiciik bir diirtme, d f kadar ¢ikt1 degisimi” diye anlattim ve dx’i sonlu,
sifir-olmayan, somut bir say1 olarak diigiinmeni istedim — yeter ki o say1 0’a yaklastiginda ne oldugunu
sormay1 unutma. Iste limit, bu “somut kiiciik diirtme” felsefesini tam katiligiyla destekleyen resmi aractir:
sonsuz kiiciikliikten bahsetmeden, “diirtme 0’a yaklasirken oran neye yaklasir?” diye sormamiza izin verir.

@ Builder Notu — Optimizasyon Yakinsamasi

ML de “yakinsama” sozciigli tam da bu limit fikridir. “Egitim yakinsad1” demek, kaybin bir degere
keyfi yakinlikta kalmasi (her ¢ i¢in bir adim sayisindan sonra |L — L*| < €) demektir. Optimizasyon
teoremleri (SGD yakinsamasi, 6grenme orani kosullar1) tamamen bu epsilon-delta dilinde yazilir.

7.3 Tirevin Resmi Tanimi: lim,,_,,

Resm1 gosterimle:

h—0 h

Burada h, serideki dz ile tamamen aym seydir — f’nin girdisine yapilan sifirdan farkli, son derece kiigiik
(0,001 gibi) bir itme. Ders kitaplar1 dz yerine genelde h (ya da Ax) yazar. Onemli nokta: sag tarafta “sonsuz
kiiciik degisim” gibi paradoksal hi¢bir gsey yok — limitlerin tiim amaci bundan kaginmaktir.
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7.4 Bir Limiti Hesaplamak: 0/0 ve Delik

“bu somut, sonlu kiiciik diirtii felsefesiyle tiirevler hakkinda soyledigim her gey, ... bu resmi
tammun sadece bir ¢evirisidir.” — Grant, 4:30 (Tiirkce dublaj)

@ Builder Notu — Autodiff Resmi Temel

Gradient, tam olarak bu limittir — sonlu fark degil. PyTorch/JAX n otomatik tiirevi, [f(w + h) —
f(w)]/h oramni kiigiik bir & ile yaklagik hesaplamaz; cebirsel limiti (kurallari zincirleyerek) kesin
verir. Sonlu fark yontemi / secimine ve yuvarlama hatasina takilir; limit tanimi bu sorunu bastan ortadan
kaldirir.

7.4 Bir Limiti Hesaplamak: 0/0 ve Delik

Su fonksiyonu diisiin: [(2+ /)3 —23]/h. Bu, 23’iin & = 2’deki tiirevinin tanimim ¢oziince ¢ikan ifade. Grafigi
giizel, siirekli goriinen bir egridir. Ne var ki h = 0’da yerine koyarsan 0/0 elde edersin, ki bu tammsizdir.
Yani grafigin tam o noktasinda bir delik vardir.

. 3 _53
ng%:ﬂ:}?

18 A1

16

14

oran

limit = 12
12

10 A

—o— [(2+h)*-8]/h

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
h

Sekil 7.2: [(2 + h)3 — 8]/h ifadesi h = 0°da 0/0 oldugu igin tanimsiz (siyah halka), ama her iki taraftan
12’ye yaklasir. Limit = 12.

Fonksiyon, 0’a istedigin kadar yakin girdiler i¢in kusursuzca tanimhidir. & — 0 iken ¢iktinin yaklastig1 degere
bak: hangi taraftan gelirsen gel, 12’ye yaklasir.

3 o3
h—0

=12
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7 Limitler, L’Hopital ve Epsilon-Delta

Limit budur: deligin tam iizerindeki degeri hesaplayamasak da, cevresindeki degerlerin yaklastig1 say1y1 (12)
sOyleyebiliriz.

@ Builder Notu — Sayisal Kéabuslar

0/0 bigimindeki “delikler” ML'de sayisal kabuslardir. Softmax’ta tiim logitler esitken, attention’da
maskelenmis bir satirda, ya da bir kaybu sifira giden bir paydaya bolerken 0/0 ortaya ¢ikabilir. Coziim
ya analitik limittir (ifadeyi sadelestirip deligi “doldurmak”, 6rn. log-sum-exp hilesi) ya da kiiciik bir €
eklemek (107®).

7.5 Epsilon-Delta: “Yaklagsmak”in Kesin Tanimi

Calculus’u icat eden matematikg¢i olsaydin ve biri “yaklagsmak derken tam olarak neyi kastediyorsun?” diye
sorsaydi, sinir bozucu ama hakli bir soru olurdu. Iste kesin yanit.

Yasak nokta olan 0’1n kendisi hari¢, 0’a yakin bir girdi araliina ve buna karsilik gelen ¢ikt1 arah@ina bak.
Girdi araligin1 0’a giderek daha siki yaklastirdikea, ¢ikti arali§i 12°ye giderek daha siki kapaniyorsa — ve bu
cikti aralig1 istedigin kadar kiiciik yapilabiliyorsa — limit 12’dir.

Her € icin 3 &: limit'in resmi tanimi

16
15
|fth) — 12| <¢
12+¢
]
av3
[}
12 —-¢
7 T T T T T T T
-0.6 -0.4 -0.2 0<PMl<s 0.2 0.4 0.6

h (girdi)

Sekil 7.3: Epsilon-delta: ¢ikti toleransi € ne kadar kiigiik olursa olsun, ona kargilik bir § bulunabilir. |h| < §
ise |f(h) — 12| < e.
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7.6 L’Hépital Kurali: 0/0’1 Tiirevle Cozmek

Bunu kesinlestiren epsilon-delta tanimidir. 12°den bir € mesafesi (¢ikti toleransi, istedigin kadar kiigiik) diisiin.
Limit varsa: 0’1n etrafinda dyle bir § mesafesi (girdi araligi) bulabilirsin ki,

0<|h|<d ise |f(h)—12]<e

Kilit nokta: bu her ¢ i¢in gegerli — ¢ ne kadar kiigiik olursa olsun, ona kargilik gelen bir § her zaman
bulunabilir.

Limit ne zaman yoktur? Kars1 6rnek: 0’da bir sicrama yapan fonksiyon — sagdan yaklasinca 2’ye, soldan
yaklaginca 1’e gider. Tek bir net degere yaklagsmadigindan limit tanimsizdir.

“bir sintr mevcut oldugunda, ¢cikis araligint istediginiz kadar kiiciik yapabilirsiniz, ancak sinir
olmadiginda ... bu ¢cikis araligi belirli bir degerden daha kiiciik olamaz.” — Grant, 8:25 (Tiirkce
dublaj)

@ Builder Notu — Yakinsama Teoremi

Epsilon-delta, optimizasyon teorisinin dilidir. “SGD yakinsar” demek: her € > 0 icin dyle bir adim
sayist N vardir ki, n > N olan her adimda parametreler optimuma € mesafesindedir. “Yakinsamiyor”
durumu ise tam o si¢rayan fonksiyon gibidir: kayip belirli bir bandin altina inmez, salinir. Learning
rate’in 0’a uygun hizda gitmesi kosullar1 (Robbins-Monro) tam bu e-9 gercevesinde kanitlanir.

7.6 L'Hépital Kurali: 0/0"1 Tiirevle Cé6zmek

Tiim bunlar teori agirlikliydi; simdi limitleri ger¢ekten hesaplayan bir hile. Su fonksiyonu incele:

sin(mz)
x?—1
x = I’dessin(m) = 0 ve 22 — 1 = 0, yani 0/0 — tamimsiz.

Hile: © = 1 civarina yakinlas, kii¢iik bir dz adimu at. Pay sin(7x)’in degisimi (zincir kuralt) cos(7x) - 7 - dux;
x = 1’de cos(7) = —1 oldugundan bu —7 - dz. Payda 22 — 1’in degisimi 2 - dz; = 1’de 2 - d. Oran:

sin(mz) cos(m)-mdx —wdxr w

22—1 2-1-de  2dx 2

dz’ler birbirini gétiiriir; geriye —7 /2 ~ —1,5708 kalir. Genel olarak, x = a’da ikisi de 0 olan tiirevlenebilir
f ve g i¢in:

flz) _ f(a)

2 9@~ )

Bu akilli numara L.’Hépital kurahdir.

73



7 Limitler, L’Hopital ve Epsilon-Delta

L\'Hépital: sin(rx)/(x2 — 1)

x=-=1:limit = /2

oran
o
1

x=1:limit = -n/2= —1.571

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Sekil 7.4: sin(7x) /(2% — 1) © = +1°de 0/0 delikleri tagir, ama her iki delikte de limit tanimli: —7/2 ve
/2.

@ Builder Notu — Belirsiz Bicimler

L’Hbpital’in ruhu — “0/0’1, pay ve paydanin yerel lineer davranisinin oraniyla ¢6z” — ML'de belirsiz
bicimleri ehlilestirmenin yoludur. Bir kayip fonksiyonu 0/0’a giden bir oran igerdiginde (6rnegin
normalize edilmis bir agirlik, sifira giden bir sicaklikta softmax, ya da KL diverjansinda p — 0
terimleri), limiti analitik almak ¢okmeyi Onler.

7.7 LHépital’in Siniri: Yaraticilik Gerekir

Tiirevin tanimi zaten 0/0 bigiminde bir kesrin limiti olduguna gére, L’Hopital’i yeni tiirev formiilleri
kesfetmek i¢in kullanabilir miyiz? Hayir — bu hile yapmak olur, ¢iinkii L’Hopital payin tiirevini gerektirir, ki
kesfetmeye caligtigin sey tam da odur (dongiisel).

Is tiirev formiilleri kesfetmeye gelince, sistematik bir “tak-calistir” yontemi yoktur. Ama bu iyi bir sey: bir
problemi ¢6zmek yaraticilik gerektiriyorsa, bu, gercek bir sey yaptiginin ve gelecekteki problemler icin giiclii
bir arag¢ gelistirdiginin isaretidir.

“bu seride oldukca fazla yaptigumiz ... tiirev formiillerini kesfetmeye gelince, sistematik bir
tak-caligtir yontemi yoktur. Ama bu iyi bir sey!” — Grant, 17:01 (Tiirkce dublaj)

@ Builder Notu — Arastirma Disiplini

“Sistematik tarif yok, yaraticilik sart” — bu, ML arastirmasinin ta kendisidir. Yeni bir mimari, kayip
fonksiyonu veya optimizasyon hilesi, mekanik bir prosediirle degil; mevcut araglar1 (gradient, zincir
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7.8 Bu Dersin Ozeti

kuraly, iistel/log) yapisal anlayip yeni bir bigimde birlestirerek bulunur.

7.8 Bu Dersin Ozeti

1. Limit, “yaklagsmak” sezgisine resmi bir isimdir; kavramsal yenilik getirmez ama “somut kii¢iik diirtme’

felsefesini kati bir temele oturtur.

Tiirevin resmi tammmu: [ (z) = lim;,_,[f(z + h) — f(z)]/h.

[(2 + h)3 — 23]/h ifadesi h = 0°da 0/0 (bir delik), ama h — 0 iken limit tam 12’dir.
Epsilon-delta: her ¢ i¢in bir § bulabilmek; ¢ikt1 aralig1 istedigin kadar kiigiik yapilabilir.

Limit yoksa: sigrayan fonksiyon — sagdan ve soldan farkli degerlere gider.

L’Hépital kurali: 0/0 bigimi igin lim f /g = f’(a)/g’(a). Ornek: sin(7z)/(2? — 1) — —7/2.

Nk wD

’

L’Hopital yeni tiirev formiilleri kesfedemez (dongiisel); formiil kesfi sistematik degil, yaratici bir istir.

I Tek bir ciimle

Limit, “dx — 0 iken oran neye yaklasir?”” sorusuna sonsuz kiigiikliikkten hi¢ bahsetmeden kesin
yanit verir (epsilon-delta); tiirev bu limitin resmi halidir ve 0/0 bigcimindeki limitler, pay ile paydanin
tiirevlerinin oraniyla (L"Hopital) ¢oziiliir.

7.9 Kontrol Sorulan

1 Soru I: lim(x—3) (x> - 9)/(x — 3) nedir?

Cevap: = 3 koyunca 0/0 (belirsiz). iki yol: (a) Carpanlara ayir: (x —3)(z+3)/(z —3) = x+3 —
x — 3’te 6. (b) L'Hopital: pay tiirevi 2, payda tiirevi 1 — 2x/1, x = 3’te 6.

1 Soru 2: Bir fonksiyon x = a’da tanimsizken (0/0 deligi) limitin a’da var olmas1 nasil miimkiin?

Cevap: Limit, fonksiyonun a noktasindaki degeri degil, a’nin ¢evresindeki davranigidir. Delikteki

noktay1 hesaplayamasak da, cevresindeki girdilerin c¢iktilar1 tek bir degere yaklasiyorsa limit odur.

Siireklilik ile limit ayr1 kavramlardir.

1 Soru 3: lim(x—0) sin(x)/x nedir? (Unlii limit)

Cevap: x = 0°da 0/0. L'Hopital: pay tiirevi cos(z), payda tiirevi 1 — cos(z)/1, 2 = 0’da cos(0) = 1.

Yani lim,_,, sin(z)/z = 1. (Bu ayn1 zamanda sin’in = 0’daki tiirevinin cos(0) = 1 olmasidir;
kiiciik z i¢in sin(x) ~ z.)
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7 Limitler, L’Hopital ve Epsilon-Delta

1 Soru 4: (Builder) ‘Egitim yakinsad1’ ifadesini epsilon-delta diliyle nasil tanimlarsin?

Cevap: Her € > 0 i¢in Oyle bir adim sayis1 IV vardir ki, n > N olan her adimda kayip, hedef degerine
e mesafesindedir: |L,, — L*| < e. Yani kayip, herhangi bir kiigiik toleransin i¢ine eninde sonunda girer
ve orada kalir. Yakinsamama (si¢rayan fonksiyon gibi) ise kaybin belirli bir bandin altina hi¢ inmemesi,
salinip durmasidir.

7.10 Egzersizler

Egzersiz 1. lim,_,,(z? — 4)/(z — 2)’yi iki yolla bul: (a) carpanlara ayirarak, (b) L' Hopital ile.

Egzersiz 2. lim,_,,(1 — cos z)/2?’yi L'Hopital ile bul. (Ipucu: bir kez uygulayinca yine 0/0 ¢ikar — bir
kez daha uygula. Sonug 1/2.)

Egzersiz 3. (Epsilon-delta) f(x) = 2z + 1 i¢in lim,_,5 f(x) = 7. = 0,1 verildiginde, “0 < |x — 3| < §
ise | f(x) — 7] < 0,1” kosulunu saglayan bir J bul.

Egzersiz 4. (Python — sembolik + sayisal) sin(rx)/(x? — 1)’in & — 1 limitini SymPy ile bul.

SymPy limit: -pi/2

sin(x)/x 1

h=1e-02 oran=-1.562724
h=1e-04 oran=-1.570718
h=1e-06 oran=-1.570796
-pi/2 = -1.5707963267948966

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Tiim seri boyunca “fonksiyon — tiirevi”” yoniinde gittik. Ters soru:
tiirevi bilinen bir fonksiyonun kendisini nasil buluruz (antitiirev)? Ders 8, integrasyonu ve Calculus’un Temel
Teoremi’ni anlatacak.

7.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Limit “Yaklagmak™a resmi isim; 0m25
hmheo

Tiirevin resmi tanimi fl(x) = 2m08
timy, ol f(@+h)— f(@)]/h

h =dx Sonsuz kiigiik degil, siradan ~ 3m18
sifir-olmayan kiiciik say1

0/0 deligi Tanimsiz nokta; limit yine 5m32
de var olabilir

Epsilon-delta Her ¢ icin bir ; ¢iktr aralign ~ 7m48
keyfi kiiciik
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7.12 ML Baglantilar: Ozeti

Kavram Tanim Grant’ta

Limit yok (si¢crama) Sag/sol farkli; ikt tek 7m02
degere biiziilmez

L’Hépital kurah 0/0 = f'(a)/g’(a) 16m13

sin(mz)/(z% — 1) — —m/2 L’Hopital ornegi 13m50

Yaraticihik gerekir Formiil kesfinde 17mO1

“tak-caligtir” yontemi yok

7.12 ML Baglantilar1 Ozeti

@7 koprii

—_—

Tiirev = limit — gradient kesin bir limittir; autodiff’in sonlu farktan iistlinliigiiniin resm1 temeli.
Epsilon-delta — optimizasyon yakinsama teoremleri (SGD, Robbins-Monro learning rate kosul-
lar).

0/0 / L’Hépital — sayisal stabilite: log-sum-exp, softmax 0/0, paydaya ¢ ekleme.

Siireklilik / delik — ReLU kdsesi, parcali fonksiyonlar, tiirevlenemezlik noktalart.

sin(z)/xz — 1 — kiigiik agr/kii¢iik adim yaklagimi; yerel lineerlestirme.

Limit yok (sicrama) — siireksizlik; egitimde yakinsamama (salinim, iraksama).

Yaraticilik gerekir — yeni mimari/kayip/optimizasyon mekanik tarifle degil, yapisal sezgiyle
bulunur.

N

NNk W

! Tek bir sey alip gideceksen

“dxz — 0” tiim seride bir sezgiydi; limit ona kesin bir anlam verir — sonsuz kiiciikliikten hi¢ bahsetme-
den, “her ¢ i¢in bir §” diliyle. Tiirev bir limittir, 0/0 delikleri limitle doldurulur (L’Hdpital), ve ayni
kesinlik ML'de “model ger¢ekten yakinsiyor mu?”’ sorusunu yanitlar.
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8 integrasyon ve Temel Teorem

Hizdan mesafeye, antitiirev ve FTC

1 Boliim bilgisi

* Grant’m videosu: YouTube — Chapter 8: Integration and the fundamental theorem of calculus
(=20 dk)

» Kaynak: 3Bluel Brown — Essence of Calculus

* Okuma siiresi: =26 dk

8.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 1°de integrali (egri alt1 alan) sezmis, Ders 2-7’de tiirevi derinlemesine islemistik. Bu ders cemberi
kapatiyor: integral, tiirevin tersidir. Tek bir 6rnege odaklaniyoruz — hizdan mesafeyi bulmak (Ders 2’deki
hareketli arabanin dualii). Grant’in hedefi, integralin tiirevin tersi oldugunun neredeyse bariz hissettirilmesi.

Uc ana fikir:

1. Integral = tiirevin tersi. Hiz v(t)’den mesafe s(¢)’yi bulmak = antitiirev (tiirevi v olan fonksiyonu
bulmak).

2. Integral = egri alt1 alan = kiiciik dilimlerin (v - dt) toplammn limiti. Notasyon: fo 8 v(t) dt.

3. Calculus’un Temel Teoremi (FTC): alan fonksiyonunun tiirevi, grafigin kendisidir (ds/dt = v); ve
[ fdx = F(b) - F(a).

“Too often in math, we dive into showing that a certain fact is true ... before stepping back and
making sure it feels reasonable, and preferably obvious.” — Grant (Grothendieck’ten esinle),
0:18

@ Builder Notu — ML Kopriileri

« Integral = kiiciik niceliklerin toplami — beklenen deger E[f(X)] = [ f(z)p(z)dx, Monte
Carlo entegrasyon, ELBO.

e Antitiirev/ FTC — kiimiilatif 6diil (RL’de value function) <+ anlik 6diil; cumsum < diff; CDF
< PDF iligkisi.

* “Sadece iki u¢ nokta” (FTC) — telescoping toplamlar, verimli kiimiilatif hesap; bir araligin
toplamin1 prefix-sum farkiyla almak.

« Tsaretli alan — isaretli lciiler, net akis, KL diverjansindaki pozitif/negatif terimler.
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https://www.youtube.com/watch?v=rfG8ce4nNh0&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=8
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

8 Integrasyon ve Temel Teorem

Grafik: f(t)
(anlik deger / hiz)

/N

alan biriktir  turev al

N/

A(x) = [ f dt
(kosan integral)

antiturev F
(F =1

'

JaP f dx = F(b) - F(a)
(yalmizca ug¢ noktalar!)

ML: cumsu.m / value
function

v

birikim < anlik
(prefix sum, RL value,
CDF«—PDF)

Sekil 8.1: FTC ii¢cgeni: alan fonksiyonu (siirekli birikim) <+ grafigin kendisi (anlik deger) <+ antitiirev (u¢
noktalarla hesap).
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8.2 Tersine Problem: Hizdan Mesafe

8.2 Tersine Problem: Hizdan Mesafe

Bir arabada oturdugunu, pencereden disariy1 goremedigini, yalnizca hiz gostergesini gordiigiinii hayal et.
Araba bir noktada hareket eder, hizlanir, sonra yavaslayip durur — toplam 8 saniye. Soru: yalnizca hiz
gostergesine bakarak, bu siirede ne kadar yol gittigini bulabilir misin?

Diyelim hiz1 v(t) = (8 — t) ile modelledin (m/s). Ders 2’de tersini yaptyorduk: s(t)’yi biliyorduk, tiirevini
alarak v(t)’yi buluyorduk. Simdi elimizde yalnizca v(t) var; dolayisiyla mesafeyi bulmak, “tiirevi ¢(8 — t)
olan fonksiyon hangisidir?” diye sormaya iner. Buna bir fonksiyonun antitiirevini bulmak denir.

@ Builder Notu — Kiimiilatif Nicelikler

“Tiirevi bilinen fonksiyonu geri bul” = antitiirev, ML'de kiimiilatif niceliklerin temelidir. Bir odiil
akigindan toplam (return) hesaplamak, anlik degerlerden birikimli degere gecmektir — ayrik diinyada
cumsum, siirekli diinyada integral. RL’deki value function (gelecekteki ddiillerin birikimi), anlik 6diiliin
antitlirevi gibidir.

8.3 Degisen Hizi Dilimlemek: f Notasyonu

Zaman eksenini 0 ile 8 saniye arasinda, her biri kiigiik bir d¢ genisliginde bircok araliga bol. Her aralikta hiz1
sabitmis gibi yaklastir; mesafe ~ v(t) - dt.

8
Gergek toplam mesafe: fo t(8 —t)dt =256/3 = 85,33 m

N=4 N =10 N =30 N =100
~80.00 (hata %6.2) ~84.48 (hata %1.0) ~85.24 (hata %0.1) ~85.32 (hata %0.0)
17.5 E 1 E
SRR
15.0 N i TN
/ N
\
12,5 1
— 10.0
S
EY
7.5
5.0
2.5 1
0.0 :
2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Sekil 8.2: Riemann toplami: v(t) = ¢(8 — t) altindaki alan, N arttik¢a gercek deger 256/3 ~ 85,33’
yakinsar.

/8 v(t)dt = lim v(t) dt
0

Bu notasyon: bilindik Y yerine uzatilmig bir “S” kullaniriz, ¢iinkii bu ifade belirli bir dt i¢in belirli bir
toplam degil; dt — 0 iken o toplamin yaklastig1 degerdir. Ve yaklastig1 sey, egri ile yatay eksen arasindaki
alandir.
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8 Integrasyon ve Temel Teorem

“this expression is called an integral of v of t, since it brings all of its values together, it integrates
them.” — Grant, 8:22

@ Builder Notu — Monte Carlo

[ = “siirekli }_” denklemi, ML'deki beklenen degerin tam tammmudir: E[f(X)] = [ f(z)p(z)dz.
Bunu hi¢bir zaman analitik hesaplamayiz; Monte Carlo ile tahmin ederiz: N 6rnek al, f degerlerinin
ortalamasini al. Bu ortalama, tam da “v(t) - dt’leri topla” mantigidir; N — oo iken gergek integrale
yakinsar.

8.4 Calculus’un Temel Teoremi: Alan Fonksiyonunun Tirevi

Simdi alan1 bulmaya ¢alismak yerine, sag ug¢ noktay1 bir degisken 7' olarak diisiin. 0 ile 7" arasindaki alan —
yani fo 4 v(t) dt — T saniye sonra kat edilen mesafedir; bu zaten bizim s(7") mesafe fonksiyonumuz.

Bu alan fonksiyonunun tiirevi nedir? Girdiyi dt kadar diirtersen alan, ince bir dilim (ds) kadar artar. Bu
dilimin yiiksekligi o noktadaki grafik degeri v(t), genisligi dt:

7 = v(T) — alan fonksiyonunun tirevi = grafigin yuksekligi

— /(1)
s(T)
ds = v(T) dt

12.5 1

10.0 1

5.0 1

2.5 1

0.0 -
T T+ dt

—2.541

4
t
Sekil 8.3: FTC birinci yart: alan fonksiyonu s(7)’yi dt diirt, ds ~ v(T") - dt ince dilim. ds/dt = v(T) —

alan fonksiyonunun tiirevi = grafigin yiiksekligi.

ds
ds ~ v(t) dt — =(t
s~ultyde S =lt)
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8.5 Antitiirev ve Sumirlart Degerlendirmek

Bu ¢ok genel bir argiimandir: bir grafigin altindaki alam veren herhangi bir fonksiyonun tiirevi, grafigin
kendisidir.

“the derivative of any function giving the area under a graph like this is equal to the function for
the graph itself.” — Grant, 11:09

@ Builder Notu — CDF « PDF

s(T) = L r v, st sinirin degisken oldugu bir kosan integraldir — olasilikta bunun adi CDF’tir:
F(zx)=[ xoo p. Ve ds/dt = v(t), CDF’nin tiirevinin PDF olmasi (F” = p) ile birebir ayni iligkidir.
RL’de value function (kiimiilatif 6diiliin kosan integrali) ile anlik 6diil arasindaki bag da budur.

8.5 Antitlirev ve Sinirlari Degerlendirmek

v(t) = t(8 —t) = 8t — t2 ise, tiirevi buna esit olan s nedir? Parca parga: 8t icin, d(t?) = 2t oldugundan
d(4t?) = 8t. —t? i¢in, d(t*) = 3t* oldugundan d(—t) = —t>. Birlestir:

1
v(t) =8t —t2  s(t) =42 — §t3 +C

Bir incelik: herhangi bir sabit C' eklemek tiirevi degistirmez. Yani aslinda sonsuz tane antitiirev var, hepsi
42 — %t3 + C' bigiminde.

8 saniyedeki toplam mesafe, ifadeyi ¢ = 8’de degerlendirmektir:

8 1.1% 256
/ (8t —t2)dt = [41&2 - —t3] = — ~ 85,33
b 31, 3

Genel kural, Calculus’un Temel Teoremi:

b
| f@yde=FO) - Fla),  F@)=fla)

“to actually compute it using an antiderivative, you only look at two inputs ... It almost feels like
cheating.” — Grant, 15:56

@ Builder Notu — Prefix Sum

FTC’nin “cilgin” yan1 su: integral, alt ve {ist sinir arasindaki tiim continuum’u hesaba katar; ama
antitiirevle hesaplarken yalnizca iki noktaya (sinirlara) bakarsin. Bu, ayrik diinyadaki prefix-sum /
telescoping ile aynidir: bir araligin toplamini, birikimli dizinin iki ucundaki farkiyla O(1)’de alirsin.
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8 Integrasyon ve Temel Teorem

8.6 isaretli Alan

Ya hiz bir noktada negatifse, yani araba geri giderse? Kiiciik bir zaman aralifindaki mesafe ds yine v(t) - dt’dir;
sadece v negatif oldugundan ds de negatiftir.

2
fo nsin(x) dx = 0 — pozitif ve negatif alan esit

pozitif alan
[ negatif alan

sin(x)
o
o
o

—0.25 A1

—0.50 1

—0.75 A1

—1.00 A1

0 1 2 3 4 5 6
X

Sekil 8.4: Isaretli alan: sin(x) [0, 27]’de — pozitif yar1 (mavi) ile negatif yar1 (kirmiz1) birbirini gotiiriir, net
integral 0.

Bir grafik yatay eksenin altina indiginde, o bolge ile eksen arasindaki alan negatif sayilir. Integraller alami
degil, grafik ile yatay eksen arasindaki isaretli alam Olcer.

“integrals don’t measure area per se, they measure the signed area between the graph and the
horizontal axis.” — Grant, 18:50

@ Builder Notu — Advantage ve KL

i§aretli alan, ML'de net katki olan her yerde devrededir. KL. diverjansi, beklenti farklari, politika
gradyanindaki avantaj (advantage, pozitif/negatif) — hepsi pozitif ve negatif bolgelerin toplamudir.

8.7 Bu Dersin Ozeti

Integral, tiirevin tersidir; hizdan mesafe bulmak = antitiirev bulmak.
Sabit hizda mesafe = hiz x siire = bir dikdortgenin alani.

Degisen hizi araliklara bol, her birinde mesafe &~ v(t) - dt, hepsini topla. fo ® v(t)dt, dt — 0 limiti.
FTC (birinci yar1): alan fonksiyonu s(7") = fo " v nin tiirevi, grafigin kendisidir: ds/dt = v(t).
Antitiirev: tiirevi v olan fonksiyon. Sonsuz tane vardir (+C).

FTC (ikinci yar1): j; ’ f(x)dx = F(b) — F(a). Tim continuum, yalnizca iki u¢ noktayla hesaplanr.

N A WD

Isaretli alan: grafik eksenin altindayken alan negatif say1lir.
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8.8 Kontrol Sorulart

! Tek bir ciimle

Integral, bir egri altindaki (isaretli) alandir — sayis1z v(t) - dt diliminin d¢ — 0 limiti — ve Calculus’un
Temel Teoremi onu tiirevin tersine baglar: alan fonksiyonunun tiirevi grafigin kendisidir, dolayisiyla

[! f(z)dz = F(b) — F(a).

8.8 Kontrol Sorular

1 Soru 1: fo 8 2x, dx integralini antitiirevle hesapla.

Cevap: 22’in antitiirevi 22 (iinkii d(2?)/dx = 2z). FTC: F(3) — F(0) = 32 — 0% = 9. Geometrik

kontrol: 2x dogrusu altinda, taban 3, yiikseklik 6 olan iicgen — % -3:-6=9.vV

i Soru2: d/dT [ [ sin(t), dt ] nedir?

Cevap: FTC’nin birinci yarist: bir kosan integralin (iist sinira gore) tiirevi, integrandin kendisidir. Yani

d/dT [ sin(t)dt = sin(T).

i Soru 3: fo o sin(z), dz nedir? Sonug neden sezgisel?

Cevap: sin’in antitiirevi — cos. FTC: [— cos z]2™ = — cos(27) + cos(0) = —1 + 1 = 0. Sezgisel:
sin(x) ilk yarida pozitif, ikinci yarida negatiftir; pozitif alan ile negatif alan esit biiyiikliikte ve isaretli
alan olarak birbirini tam gotiriir.

i Soru 4: (Builder) Ayrik 6diil dizisi r[1], r[2], ... i¢in kiimiilatif toplam G ile FTC’nin iligkisi nedir?

Cevap: Prefix-sum G[n] = >,
G[n] — Gn — 1] ise tiirevin (“anhk deger”) karsihgidir. FTC’nin ayrik akrabasi: a’dan b’ye toplam =
G[b] — GJa]. RL’de return bu G’dir; anlik 6diil onun “tiirevidir”. cumsum < diff, integral < tiirev ile
birebir eslesir.

r[k], integralin (“birikim”) ayrik karsiligidir; ardigik fark r[n] =

8.9 Egzersizler

Egzersiz 1. fl 4(215 + 1)dt integralini antitiirevle hesapla.

Egzersiz 2. d /dx| fo e t? dt] nedir? (FTC birinci yarisin1 uygula. Not: et ’nin kapali-form antitiirevi yoktur
— bu ylizden integral “erf” diye adlandirilir.)

Egzersiz 3. L 11 x3dz’i hesapla ve sonucun neden 0 oldugunu isaretli alanla agikla.
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8 Integrasyon ve Temel Teorem

Egzersiz 4. (Python — sayisal + sembolik) v(t) = t(8 — t) i¢in sol-u¢ Riemann toplamini hesapla; N
biiyiidiik¢e 256/3 ~ 85,33’¢ yakinsadiim goster.

N= 8 yaklasik=84.0000
N= 32 yaklasik=85.2500
N= 128 yaklasik=85.3281
N= 1024 yaklasik=85.3333
N= 8192 yaklasik=85.3333
kesin (SymPy): 256/3 = 256/3 = 85.33333333333333

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Bir fonksiyonun bir araliktaki ortalama degeri nedir ve bu, integralle
nasil iligkilidir? Ders 9, alan ile egim arasindaki bagi farkli bir agidan derinlestirecek.

8.10 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Integral = tiirevin tersi Hizdan mesafe = antitiirev 0m39
bulmak

Mesafe = alan Sabithizda v - t = 3m05
dikdortgen alani

Riemann toplam v(t) - dt ince 4m09
dikdortgenlerini topla

[ notasyonu dt — 0 iken Y v(t)dt = 6m36
egri alt1 alan

FTC (birinci yar1) ds/dt = v; alan 11m09
fonksiyonunun tiirevi =
grafik

Antitiirev (+C) Tiirevi f olan fonksiyon; 12m32
sonsuz tane

FTC (ikinci yar1) [' fdz=F(b)—F(a)  15m32

Isaretli alan Eksenin alt1 negatif sayilir 18m50

f08 t(8 —t)dt = 256/3 Toplam mesafe ~ 85,33 m  14m13

8.11 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

1. Integral = kiiciik niceliklerin toplam — beklenen deger E[f(X)] = [ f - p dz, Monte Carlo
entegrasyon, ELBO.

2. FTC / antitiirev — CDF <« PDF (I = p), RL value function < anlik ddiil; birikim ile anlik
deger arasindaki bag.

3. “Iki uc nokta yeter” — prefix-sum / telescoping; bir araligin toplamimi O(1)’de almak.
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8.11 ML Baglantilar: Ozeti

4. Riemann toplam — Monte Carlo entegrasyon; N — oo iken kestirim gercege yakinsar.
5. Isaretli alan — KL diverjans1 terimleri, advantage (pozitif/negatif), net akis.

6. Mesafe = alan (birim carpimi) — beklenti = (deger x agirlik) alani olarak okunur.

7. cumsum <~ diff — ayrik integral/tiirev; dizi modellerinde birikimli 6zellikler.

I Tek bir sey alip gideceksen

Integral, bir egri altindaki isaretli alandir — say1si1z kiigiik dilimi (v(¢) - dt) toplamanin dt — 0 limiti.
Calculus’un Temel Teoremi onu tiirevin tersine baglar: alan fonksiyonunun tiirevi grafigin kendisidir,
dolayisiyla bir integrali, antitiirevinin yalnizca iki u¢ noktasindaki degerinden hesaplayabilirsin.
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9 Alanin Egimle iliskisi Nedir?

Stirekli ortalama, integral/geniglik ve FTC’nin ikinci yiizii

1 Boliim bilgisi

» Kaynak: 3BluelBrown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =20 dk

¢ Grant’m videosu: YouTube — Chapter 9: What does area have to do with slope? (=12 dk)

9.1 Bu Derste Ne Var?

Integralin sikga karsimiza ¢iktig1 bir problem tiirii: siirekli bir degiskenin ortalamasi. Hem kendi basina
faydali, hem de integral ile tiirevin neden birbirinin tersi olduguna — alanin neden egimle iligkili olduguna —
yepyeni bir bakas verir. Ornegimiz: sin(z)’in [0, 7] araligindaki (yarim periyot) ortalama yiiksekligi.

Uc ana fikir:

1. Siirekli ortalama: sonsuz degeri toplayip co’a bolemezsin; ¢oziim integraldir. Ortalama = alan /

geniglik = (1/(b—a))fab f.

2. Coziim: sin’in antitiirevi — cos; fo " sin = 2; ortalama = 2 / T~ 0,64.
3. Yeni bakis: ortalama deger = antitiirevin u¢ noktalar1 arasindaki egim (rise/run); “ortalama egim =

toplam egim”. FTC’ye ikinci bir perspektif.

Sonlu 6rnek ortalamasi dx — 0: integral = (F(b) - F(a)) / (b -a) ‘
(Z f(xi) / N) (1/(b-a)) fab f = antitlirevin egimi ‘

f = F' teget egimlerinin
ortalamasi = u¢ nokta egimi

I

& Beklenen deger
(Monte Carlo)

Sekil 9.1: FTC’nin ikinci yiizii: f’in ortalamas1 = antitiirev F”in ug¢ noktalari arasi egim.

“the average height of this graph is this area divided by its width.” — Grant, 5:14

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Siirekli ortalama = integral / genislik — beklenen deger: bir aralikta diizgiin (uniform) dagi-
limda ortalama = (1/(b — a)) [ f; genel dagihmda E[X| = [z - p(z)dz.

e “Sonlu ortalamay1 sonsuz continuum’a genelle = integral’” sezgisi — olasilikta beklenti,
Monte Carlo; siirekli dagilimlarin tiim teorisi bu adimla kurulur.

* Ortalama egim = u¢ nokta egimi — ortalama deger teoremi; gradyanlarin bir yoriinge boyunca
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9 Alamin Egimle Iliskisi Nedir?

ortalamasi; telescoping.
« Isaretli alan / genislik — bir sinyalin ortalamasi (DC bileseni), bir kaybin bir epoch boyunca
ortalamasi.

9.2 Sirekli Bir Degiskenin Ortalamasi

sin(z)’in 0 ile 7 arasindaki grafigine bak (periyodunun yarisi). Bu aralikta grafigin ortalama yiiksekligi
nedir? Bos bir soru degil: diinyadaki bir siirli dongiisel olgu siniis dalgalariyla modellenir — 6rnegin gilinegin
gokte kaldig saat sayisi, yilin giiniine gore bir siniis deseni izler.

Tuhaf bir soru: ortalama denince genelde sonlu sayida deger diisiiniiriiz — hepsini topla, adetlerine bol. Ama
[0, 7] arasinda sin(x)’in sonsuz tane degeri var.

@ Builder Notu — Beklenen Deger

Bu “bir niceligin ortalamas1” sorusu, ML'de her yerdedir ama genelde beklenen deger adiyla. Bir kaybin
veri dagilimu iizerindeki ortalamas1 E[L], bir politikanin ortalama odiilii, bir aktivasyonun beklenen
degeri — hepsi “sonsuz/cok sayida degeri ortalama” sorusudur.

9.3 Sonsuz Degeri Ortalamak: Once Sonlu Ornek

Aralik boyunca esit aralikli sonlu sayida nokta ornekle. Sonlu 6rnek oldugu icin ortalamay: alisildik yolla
bulabilirsin: her noktadaki yiikseklikleri toplayip 6rnek sayisina bol.

N =12 érnek, sin(x) Uzerinde Ornek ortalamasi - 2/m

—— — = oOrtalama = 2/n= 0,637

sin(x)
ma
o
[=)]
(o2}

ornek ortala

1.5 10! 10?2 10°
X N (6rnek sayisi)

Sekil 9.2: Ornek ortalamasinin integral ortalamasina yakinsamasi: N biiyiidiikge sin(z)’in [0, 7| 6rnek
ortalamasi 2/ & 0,637 ye yaklagir.
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9.4 Ortalama = Alan / Genislik

@ Builder Notu — Biiyiik Sayilar Yasasi

“Once sonlu 6rnekle yaklastir, sonra drnek sayisini artir” — bu, Monte Carlo yonteminin tam tanimudir.
Bir beklentiyi hesaplayamadiginda, dagilimdan N 6rnek al, ortalamalarini al; N — oo iken bu, gergek
beklentiye yaklasir (Biiylik Sayilar Yasasi).

9.4 Ortalama = Alan / Genislik

Ortalama ifadesini (yiiksekliklerin toplami bolii drnek sayisi) dx cinsinden yeniden yazalim. Ornekler arasi
bosluk dzx ise ve aralik 0°dan 7’ye uzaniyorsa, 6rnek sayisi &~ m/dx:

i 1 1 [7
ortalama ~ % = Zsin(x) der — ;/0 sin(x) dx

dz’i paya dagitinca topladigin terimler sin(z) - dz oldu — yani pay tam bir integral ifadesidir. Daha ¢cok
nokta i¢in bu ortalama, gercek integralin aralik uzunluguna (7) boliimiine yaklagir. Bagka deyisle: ortalama
yiikseklik = alan / genislik.

@ Builder Notu — Beklenti Tanimi

Bu birebir beklenen degerin tanimudir. Sonlu durumda E[X] = ) (deger X olasilik); [a, b]’de diizgiin
dagilimda her noktanin agirhigi dz /(b — a)’dir, dolayisiyla E[X] = (1/(b — a)) j; b2 dz.

9.5 Coziim: — cos Antitiirevi ve 2 /7

Integrali hesaplamak icin sin(x)’in antitiirevini bulmaliy1z: tiirevi sin olan fonksiyon. — cos z’in tiirevi
+ sin 2’tir.

™
/ sin(z) de = [—cosa:]z)r =—cosm+cos0=1+1=2
0
sin grafiginin [0, 7] altindaki alan tam olarak 2 — g1k bir sonug. O halde ortalama yiikseklik:

1 (7 2
—/ sin(z) de = — ~ 0,64
; s

™

@ Builder Notu — Epoch Ortalama Kayb1

Bu 2/7 & 0,64 sonucu, sinyal islemede yarim-dalga dogrultulmus bir siniisiin ortalama degeri olarak
karsina ¢ikar. ML'de bir aktivasyon veya kay1p sinyalinin bir araliktaki ortalamasi, tam bu “integral /
genislik” hesabidir — 6rnegin bir epoch boyunca ortalama kayip.
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9 Alamin Egimle Iliskisi Nedir?

9.6 Yeni Bakis: Ortalama Egim = Uc¢ Noktalar Arasi Egim

Ortalama deger 2/7’ye, antitiirev (— cos x)’in girdi arahgindaki degisiminin, aralik uzunluguna béliimiiyle
ulastik:

2 (—cosm)— (—cos0)
T T—0
Grafik: sin(x) ve ortalama Antitlrev: ug noktalar arasi egim
1.0 A — SiN(X) 1.00 { === —cos(x) (antitlirev)
— = ortalama = 2/n -@- ejim =0.637 =2/n
0.75 4
0.8
0.50
064 < 0.25
< X
= & 0.00
£ S
041 ~0.25-
—0.50 A
0.2 A
—0.75 1
0.0 1 ~1.00 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X X

Sekil 9.3: sin’in [0, 7] ortalamasi (2/7) = antitiirev — cos’un iki u¢ nokta arasi egimi. f’nin teget egimlerinin
ortalamasi = F”in toplam egimi.

Bu kesri bagka tiirlii oku: — cos grafiginin 7 lizerindeki noktasi ile O lizerindeki noktas1 arasindaki rise/run
egimi. Peki bu egim neden sin(z)’in ortalama degerini temsil etsin? Ciinkii tamim geregi sin(x), — cos

grafiginin tiirevidir — yani her noktadaki teget egimidir.

“the average slope of a graph over all of its points in a certain range should equal the total slope
between the start and end points.” — Grant, 8:13

Genel olarak, f(z)’in [a, b]’deki ortalama degeri:

1P _ F(b)— F(a)
b—a/a fle)do= ==

@ Builder Notu — Telescoping

“f’nin ortalama degeri = F”nin ug noktalar aras1 egimi” ifadesi, ortalama deger teoreminin integral
halidir ve telescoping’in siirekli kargiligidir. ML'de bir gradyanin bir yoriinge boyunca ortalamasi,
yalnizca baglangig ve bitis parametrelerinin farkina baglidir (ara yol 6nemsiz) — tipki '(b) — F'(a) nin
aradaki tlim noktalar1 gormezden gelmesi gibi.
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9.7 Ikinci Sezgi: Sonlu — Sonsuz Genelleme = Integral

9.7 ikinci Sezgi: Sonlu —» Sonsuz Genelleme = integral

Ders 8’de integralleri akla getiren bir his tarif etmistim: “problem kiiciik seyleri toplayarak yaklastirilabiliyorsa,
integral diisiin.” Burada ikinci bir his ekliyoruz: bir fikri sonlu bir baglamda anliyorsan ve o fikir birden ¢ok
degeri toplamay1 iceriyorsa (bir say1 kiimesinin ortalamasin1 almak gibi), ve bunu sonsuz, siirekli bir deger
araligina genellemek istiyorsan — onu bir integral cinsinden ifade etmeyi dene.

“if you want to generalize that idea to apply to an infinite continuous range of values, try seeing
if you can phrase things in terms of an integral.” — Grant, 11:58

@ Builder Notu — Olasilik Teorisi

Bu “sonlu fikri siirekliye tas1 = integral” sezgisi, olasilik teorisinin kurucu adimidir. Kesikli bir dagilimin
beklentisi ) x - p(z); siirekliye gegince [ - p(x)dz olur. Varyans, entropi, KL diverjanst — hepsi
once sonlu toplamla tanimlanir, sonra integralle siirekliye genellenir.

9.8 Bu Dersin Ozeti

1. Siirekli bir degiskenin ortalamasi: sonsuz deger var, hepsini toplayip oo’a bélemezsin — ¢6ziim bir

integraldir.

Once sonlu 6rnekle yaklas: yiikseklikleri topla, 6rnek sayisina bol. Ornek sayis1 ~ 7 /dx.

Yeniden yaz: ortalama ~ () sin(z) - dx)/7m — (1/7) fOTr sin(x)dz = alan / geniglik.

Coziim: sin’in antitiirevi — cos; fo " sin dx = 2; ortalama = 2 /7~ 0,64.

Yeni bakis: bu ortalama, antitiirev — cos’un ug¢ noktalar1 arasindaki rise/run egimidir.

f = F’ oldugundan, f’nin ortalama degeri = F"nin teget eZimlerinin ortalamasi = ug noktalar arasi

egim.

7. Ikinci sezgi: sonlu bir “toplama/ortalama” fikrini siirekli, sonsuz bir araliga genellemek istersen, onu
bir integral cinsinden ifade et.

AN

I Tek bir ciimle

Siirekli bir fonksiyonun bir araliktaki ortalamasi, integralinin (isaretli alan) geniglige bolimiidiir — ve
bu, antitlirevin ug¢ noktalar1 arasindaki egime esittir; yani “ortalama deger = ortalama egim = u¢ noktalar
arasi egim”, alanin egimle iligkisine ikinci bir kanittir.

9.9 Kontrol Sorulari

i Soru 1: f(x) = x>’nin [0, 3] araligindaki ortalama degeri nedir?

Cevap: Ortalama = (1/(3—0)) fOS x2dx. Antitiirev 23 /3, dolayistyla fog r?dr = [23/3]} = 27/3 =
9. Ortalama = 9/3 = 3. (Sezgi: 22 egrisi 0°dan 9’a ¢ikar; ortalama 3, yani maksimumun iigte biri.)
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9 Alamin Egimle Iliskisi Nedir?

1 Soru 2: ‘Ortalama = alan / genislik’ birimler agisindan neden mantikl1?

Cevap: f f dx’in birimi, (f’nin birimi) x (2’in birimi) = bir “alan” birimidir. Bunu genislige (z’in
birimi) boliince geriye yalnizca f’nin birimi kalir — yani bir yiikseklik/deger birimi.

1 Soru 3: f’nin ortalama degeri neden antitiirev F’nin u¢ noktalar1 arasi egimine esittir?

Cevap: Ortalama = (1/(b — a)) fab f.FTC ile fab f = F(b) — F(a), dolayisiyla ortalama = (F'(b) —
F(a))/(b— a) — bu zaten Fnin iki u¢ nokta arasindaki rise/run egimi. f = F oldugundan f, F"’nin
her noktadaki teget egimidir; bu egimlerin ortalamasi da u¢ noktalar arasi toplam egime esittir.

1 Soru 4: (Builder) Uniform(a, b) dagiliminin beklenen degeri, ‘ortalama = alan/genislik” ile nasil ¢ikar?

Cevap: Diizgiin dagilimda her nokta esit agirhikli, yani £[X| = 2’in [a, b]’deki ortalama degeri =
(1/(b—a)) [ wdz. [* 2 do = (b°—a?)/2, dolayssiyla B[X] = (b?—a?)/(2(b—a)) = (a+b)/2
— araliZin orta noktas.

9.10 Egzersizler

Egzersiz 1. cos(x)’in [0, 7r/2] arahgindaki ortalama degerini bul.
Egzersiz 2. f(z) = x’in [0, L] arahigindaki ortalama degerini integralle bul. Sonucun L /2 oldugunu goster.

Egzersiz 3. sin(x)’in [0, 27| araligindaki ortalama degerini hesapla ve sonucun neden 0 oldugunu isaretli
alanla acikla.

Egzersiz 4. (Python — sayisal + sembolik) sin’in [0, 7] ortalamasini sonlu rnekle yaklagtir.

N= 4 ornek_ortalama=0.60355
N= 16 ornek_ortalama=0.63457
N= 64 ornek_ortalama=0.63649
N= 256 ornek_ortalama=0.63661
N= 1024 ornek_ortalama=0.63662
2/pi = 0.6366197723675814

kesin (integral/genislik): 2/pi

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Bu seride hep birinci tiirevi (egim, hiz) kullandik. Tiirevin tiirevi —
ikinci tiirev — ne anlatir? Ders 10, yiiksek mertebeden tiirevleri ele alacak.

9.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
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9.12 ML Baglantilart Ozeti

Kavram Tanim Grant’ta

Siirekli ortalama Sonsuz deger; toplayip co’a  1m43
bolemezsin — integral

Sonlu 6rnekle yaklas Yiikseklikleri topla/say; 2m17
ornek sayisi ~ aralik/dx

Ortalama = alan / genislik (1/(b—a)) fab fdz 5ml4

L "sin dz = 2 sin’in [0, | alundaki alan ~ 6m37

Ortalama sin = 2/7 ~ 0,64; alan/genislik 6m50

Ortalama deger = ug nokta (F'(b) — F(a))/(b—a) 7m19

egimi

Ortalama egim = toplam egim f = F’ tegetlerinin 8m13
ortalamast

Sonlu — sonsuz = integral Ikinci “integral diisiin” 11m58
sezgisi

9.12 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

1. Siirekli ortalama = integral / geniglik — beklenen deger E[X] = [ = - p(z)dz; bir aralikta
ortalama kayip.

2. Sonlu 6rnek — integral — Monte Carlo entegrasyon, Biiyiik Sayilar Yasasi.

3. Ortalama = u¢ nokta egimi — ortalama deger teoremi, telescoping; bir yoriingede net ilerleme
yalnizca uglara bagli.

4. “Sonlu fikri siirekliye genelle = integral” — olasilik teorisi: beklenti, varyans, entropi, KL,
diverjansi.

5. Isaretli alan ortalamas1 — net/DC bilesen; pozitif ve negatif katkilarin dengesi.

Uniform beklenti (a + b)/2 — diizgiin dagilim, agirhik baglatma araliklari.

7. Epoch ortalama kaybi — “integral / genislik” hesabinin dogrudan pratik karsiligi.

o

! Tek bir sey alip gideceksen

Stirekli bir seyin ortalamasi = integral (isaretli alan) bolii geniglik. Ve bu, antitiirevin u¢ noktalari
arasindaki egime esittir — alanin egimle iligkisinin ikinci kaniti. Sonlu bir “ortalama/toplam” fikrini
sonsuz bir continuum’a tagimak istediginde refleksin “integral” olsun; bu, olasilik ve beklenti teorisinin
kapisidir.
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10 Yuksek Mertebeden Turevler

Egrilik, ivime ve jerk — Taylor’a kap1

1 Boliim bilgisi

* Grant’mn videosu: YouTube — Chapter 10: Higher order derivatives (=5 dk)
» Kaynak: 3Bluel Brown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =12 dk

10.1 Bu Derste Ne Var?

Bu kisa boliim, Ders 11°deki Taylor serilerine gecmeden once bir dipnot: yiiksek mertebeden tiirevler,
ozellikle ikinci tiirev. Ikinci tiirev, tiirevin tiirevidir — yani egimin nasil degistigini sdyler. Geometrik karsilig1
egrilik, fiziksel kargilig1 ivmedir.

Uc ana fikir:

1. Ikinci tiirev = tiirevin tiirevi; egimin degisim oram. Notasyon: f” (x) = d?f/dz?.
2. Geometrik: egrilik. Yukari biikey (—) — f” > 0; asag1 biikkey (—~) = f” < 0.
3. Fiziksel: ivme (mesafe — hiz — ivme). Uciincii tiirev = jerk.

. " (x)
tirev——— > .
jerk
f'(x) f*(x)
f(x) —tlirev—» egim, hiz —tirev—»  egrilik, ivme
= gradient = Hessian
Newton's method,

TML-—»|  L-BFGS, Hessian
(egrilik bilgisi)

Sekil 10.1: Tiirev mertebeleri ve ML esdegerleri: gradient (1.) + Hessian (2.) + jerk (3.).

“the most visceral understanding of the second derivative is that it represents acceleration.” —
Grant, 4:01
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10 Yiiksek Mertebeden Tiirevler

@ Builder Notu — ML Kopriileri

» Ikinci tiirev — Hessian. Cok degiskenli halde ikinci tiirevler bir matris (Hessian) olusturur; loss
landscape’in egriligini kodlar. Newton’s method ve ikinci-derece optimizer’lar (L-BFGS) bunu
kullanir.

* Egrilik isareti —» konvekslik. f” > 0 her yerde ise fonksiyon konveks (tek minimum); ikinci
tiirev testi kritik noktanin min mi (f” > 0) max m1 (f” < 0) oldugunu sdyler.

* Diiz vs keskin minimum — diigiik egrilikli (flat) minimumlar daha iyi genelleme yapar; sharpness-
aware minimization (SAM) tam bunu hedefler.

+ fvme analojisi » SGD momentum: gradyan “kuvvet”, giincelleme “hiz”*; momentum, ikinci-
derece dinamik bir sezgi katar.

10.2 ikinci Tiirev: Turevin Tirevi

Bir f(x) fonksiyonunda tiirev, grafigin bir nokta iizerindeki e@imidir: dik eZim biiyiik tiirev, agag1 egim
negatif tiirev. Ikinci tiirev ise tiirevin tiirevidir — yani o egimin nasil degistigini soyler.

flx) =x3 f(x) = 3x? (egim, hep = 0) f"(x) = 6x (egrilik)

10
10 1

=10 1 yukari bukey
—8 0 —= asagl bikey

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X X

Sekil 10.2: f(z) = 22, f'(x) = 322, f”(x) = 6z. x = 0°da biikiim noktas1 (f” = 0, isaret degistirir);
x > 0 yukan biikey, x < 0 agag1 biikey.

Bunu bir bakigta gérmenin yolu, f(z) grafiginin nasil biikiildiigiine bakmaktir. Grafigin yukari biikiildiigii
noktalarda egim artiyordur, yani ikinci tiirev pozitiftir. Asagi biikiildiigii noktalarda egim azaliyordur, ikinci
tiirev negatiftir.

@ Builder Notu — Newton’s Method

Gradient descent yalnizca birinci tiirevi (egim) kullanir; nereye gidecegini bilir ama “zemin ne kadar
biikiiliiyor” bilmez. Ikinci tiirev (Hessian) bu eksik bilgiyi verir: Newton’s method, adimi egrilige gore
Olcekler ve ¢cok daha hizli yakinsayabilir.
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10.3 Egrilik: Yukari/Asag Biikey

10.3 Egrilik: Yukari/Asagi Biikey

Egriligin siddeti de 6nemli. Bir noktada egim hizla artiyorsa, ikinci tiirev ¢ok pozitiftir. Hi¢ egrilik olmayan
(dogrusal) noktalarda ise ikinci tiirev tam 0’dur.

Min: f=0,f">0 Max: f =0,f" <0 Bikiim: £ =0, =0
4 4
5 ] ?
8 -~
A~
2 0 4
6 -~
_5 4
0 -~
> —10 1
4]
-2 -15 4
27 ~ =20
_4 -~
_25 4
0 4
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3

Sekil 10.3: Tkinci tiirev testi: kritik noktada f” = 0. f” > 0 ise yerel min; f” < 0 ise yerel max; f” = 0 ise
belirsiz (biikiim).

Ikinci tiirevin isareti, grafigin yerel seklini anlatir: pozitif ise vadi (—), negatif ise tepe (—). Bu, bir kritik
noktanin (egimin O oldugu yer) minimum mu maksimum mu oldugunu ayirt etmenin anahtaridir.

@ Builder Notu — Eyer Noktalar1

Egrilik, optimizasyonun kalbidir. Bir kaybin minimumunda gradyan 0’dir; ama orada ikinci tiireve
bakarak minimum (f” > 0), maksimum (f” < 0) ya da eyer noktasi (karigik) ayirt edilir. Yiiksek
boyutta bu, Hessian’in 6zdegerlerinin igaretlerine bakmaktir — derin aglarin kayip yiizeylerinin neden
eyer noktalariyla dolu oldugunu da bu agiklar.

10.4 Notasyon: d° f /dx?
Ikinci tiirevi soyle yazariz:

4 (ﬂ) _ @

dr)  dz?

V4
xTr) =
I'@) = —
Bir girdiden bagla ve saga, her biri dx boyutunda iki kii¢iik adim at. ilk adim fonksiyonda bir d f; degisimine,
ikinci adim benzer ama biraz farkli bir d f, degisimine yol agar. Bu iki degisim arasindaki fark dd f’tir. Bunu
cok kiigiik diisiin; tipik olarak (dx)? ile orantilidir:

daf  dfy —df,

RS dz)? ~ (dz)?
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10 Yiiksek Mertebeden Tiirevler

@ Builder Notu — Taylor’in Tkinci Terimi

(dx)? ile orantili olan dd f, Ders 2-3’te attigimz terimdi. Ikinci tiirev tam olarak o atilan terimi yakalar
— bu yiizden bir fonksiyonu birinci derece (teget dogru) yerine ikinci derece (parabol) ile yaklastirmak
istediginde ikinci tiirev devreye girer.

10.5 ivme ve Jerk
Ikinci tiirevin en somut anlami1 ivmedir. Bir dogru iizerindeki harekette:

ds d?s

Ikinci tiirev pozitifse hizlanma vardir; negatifse yavaslama. Uciincii tiirev — saka degil — jerk (sarsint1) diye

adlandirilir.

“The third derivative, and this is not a joke, is called jerk.” — Grant, 4:54

@ Builder Notu — SGD Momentum

Mesafe — hiz — ivme zinciri, SGD momentumunun sezgisidir: gradyan bir “kuvvet” gibi davranur,
parametre giincellemesi bir “hiz” biriktirir, bdylece optimizasyon diiz bolgelerde ivmelenir ve giiriiltiiyii
yumusatir. Adam gibi optimizer’lar gradyanin birinci momentini (h1z) ve ikinci momentini (6lgek) ayr1
ayr izleyerek bu fiziksel analojiyi daha da ileri tagir.

10.6 Bu Dersin Ozeti

1. Ikinci tiirev = tiirevin tiirevi; egimin degisim oranidir. Notasyon: f”(x) = d? f /dx?.

N

f// —0.
Egriligin siddeti = ikinci tiirevin biiyiikliigii (hizh biikiilme — biiyiik f”).

Notasyon mantig1: iki do adim al, ddf = df, — df, o< (dz)?; f” = ddf/(dz)>.

Fiziksel anlam ivmedir: a(t) = d?s/dt?. Ugiincii tiirev = jerk.

Yiiksek mertebeden tiirevler, fonksiyonlar1 yaklagtirmanin (Taylor serisi, Ders 11) anahtaridir.

AW

Geometrik anlam egriliktir: yukar biikey (—) — f” > 0; asag1 biikey (—) — f” < 0; egrilik yoksa

I Tek bir ciimle

Ikinci tiirev, tiirevin tiirevidir — egimin nasil degistigini, yani grafigin egriligini (ve hareketin ivmesini)
olger; d? f /dxz? notasyonundaki “kareler”, birinci tiirevde atilan (dz)? terimini yakalamasindan gelir
ve bu, fonksiyonlar1 ikinci dereceden yaklagtirmanin temelidir.
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10.7 Kontrol Sorulari

10.7 Kontrol Sorulari

1 Soru I: f(x) = x? icin ikinci tiirev nedir? Egriligi nasil yorumlarsin?

Cevap: [ (x) = 322, f”(z) = 62.x > 0’da f” > 0 (yukan biikey), * < 0’da f” < 0 (asag1 biikey),
x = 0°da f” = 0 (biikiim noktas1 — egrilik yon degistirir). Bu yiizden 2% grafigi S seklindedir.

1 Soru 2: Bir kritik noktada (f = 0) ikinci tiirevin isareti ne sdyler?

Cevap: f” > 0 ise yerel minimum (vadi); f” < 0 ise yerel maksimum (tepe); f” = 0 ise test
belirsizdir. Buna ikinci tiirev testi denir — gradyan sifirken minimum/maksimum ayriminin anahtart.

1 Soru 3: Bir araba s(t) = t? ile hareket ediyor. Hiz1 ve ivmesi nedir?

Cevap: Hiz v = ds/dt = 2t (zamanla dogrusal artar). lvme a = d?s/dt? = 2 (sabit, pozitif). Yani
araba sabit ivmeyle slirekli hizlanir — serbest diisiis gibi.

1 Soru 4: (Builder) Bir loss yiizeyinde Hessian’in tiim 6zdegerleri pozitifse ne anlama gelir? Eyer
noktasi nedir?

Cevap: Tiim 6zdegerler pozitif (gradyan da 0) ise nokta yerel minimumdur — her yonde yukar1 biikey.
Eyer noktasi, bazi 6zdegerlerin pozitif bazilarinin negatif oldugu yerdir: bir yonde minimum, bagka
bir yonde maksimum gibi. Gradyan 0’dir ama minimum degildir. Yiiksek boyutlu derin aglarda kritik
noktalarin ¢ogu minimumdan ziyade eyer noktasidir.

10.8 Egzersizler

Egzersiz 1. f(x) = 2*’iin birinci, ikinci ve iigiincii tiirevlerini bul (423, 1222, 24x).

Egzersiz 2. f(z) = sin(x)’in ikinci tiirevini bul. (Ipucu: d(sin)/dz = cos, d(cos)/dx = —sin — f” =
— sin x. sin, iki tiirevde kendi negatifine doner.)

Egzersiz 3. Bir grafigin biikiim noktasi, egriligin yon degistirdigi yerdir: f” = 0 ve isaret degistirir.
f(x) = 23 igin biikiim noktasin1 bul.

Egzersiz 4. (Python — sayisal dogrulama) f(x) = x® icin ikinci tiirevi merkezi-fark formiiliiyle [ f(x +
h) —2f(x) + f(x — h)]/h? hesapla.

sayisal f'' = 12.0 teorik 6x = 12.0

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Bir fonksiyonu bir nokta civarinda polinomla yaklastir: birinci tiirev
sana en iyi teget dogruyu, ikinci tiirev en iyi parabolii verir. Ders 11, Taylor serilerini anlatacak.
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10 Yiiksek Mertebeden Tiirevler

10.9 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Ikinci tiirev Tiirevin tiirevi; egimin 0m57
degisim orant

d? f /dx? notasyonu iki dz adimi; dd f/(dx)? 2m19

Yukar biikey — 7 > 0 Egim artiyor (vadi —) 1m08

Asag biikey — f” <0 Egim azaliyor (tepe —) Im17

=0 Egrilik yok; dogrusal nokta ~ 1m46
veya biikiim

ivme = @25 / dt? Hizin degisim orani 4m01

ikinci tiirev testi Kritik noktada f” > 0 min, 1m26
f” < 0 max

Jerk Uciincii tiirev; ivmenin 4m54
degisimi

10.10 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

Ikinci tiirev — Hessian — loss landscape’in egriligi; ikinci-derece bilgi.

Egrilik isareti — konvekslik — ikinci tiirev testi (min / max / eyer ayrimi).

Newton’s method / L-BFGS — ikinci-derece optimizer; adimi egrilige gore dlcekler.

Diiz vs keskin minimum — diisiik egrilikli (flat) minimumlar daha iyi genelleme; SAM.

Ivme — SGD momentum — gradyan “kuvvet”, giincelleme “hiz”; Adam birinci+ikinci moment.
(dx)? terimi — ikinci dereceden (parabol) yaklagim; Taylor’in ikinci terimi.

Eyer noktalar1 — yiiksek boyutlu loss yiizeylerinin baskin kritik noktalar1 (Hessian 6zdeger
isaretleri).

NNk W=

I Tek bir sey alip gideceksen

Ikinci tiirev, egimin nasil degistigidir — geometrik olarak egrilik, fiziksel olarak ivme. Isareti bir kritik
noktanin minimum mu maksimum mu oldugunu soyler (optimizasyonun kalbi), biiytikligii ise bir
fonksiyonu ne kadar iyi bir parabolle yaklastirabilecegini. Bu da bizi dogrudan Taylor serilerine gotiiriir.
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11 Taylor Serileri

Tek nokta tiirev bilgisini civar davranisa ¢evirme

1 Boliim bilgisi

* Grant’in videosu: YouTube — Chapter 11: Taylor series (=22 dk)
* Kaynak: 3BluelBrown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =28 dk

11.1 Bu Derste Ne Var?

Taylor serileri, matematigin fonksiyon yaklasimi i¢in sundugu en giiclii araglardan biridir. Temel fikir:
polinom-olmayan bir fonksiyonu, bir nokta civarinda polinomlarla yaklastirmak — c¢iinkii polinomlar1
hesaplamak, tiirevlemek ve integrallemek ¢ok daha kolaydir.

Uc ana fikir:

1. Taylor polinomu: bir fonksiyonu bir noktada polinomla yaklastir; polinomun katsayilari, tiirevleri o
noktada eslestirir (deger, egim, egrilik...).

2. n. terimin katsayis1 = (") (0) /n! — faktriyel, kuvvet kuralinm kademeli etkisini gotiiriir.

3. Taylor serisi (sonsuz terim): bazen her yerde yakinsar (e”, sin, cos), bazen yalnizca bir yakinsama
yaricapi icinde.

“they translate derivative information at a single point to approximation information around that
point.” — Grant, 21:33

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Birinci-derece Taylor — gradient / lineerlestirme: f(z) ~ f(a) + f'(a)(x — a); gradient
descent adimi tam bu yerel lineer modeldir.

« Ikinci-derece Taylor — Hessian, Newton’s method: f(z) ~ ...+ 3 f” (a)(z —a)?; trust region,
dogal gradyan ve ikinci-derece optimizer’lar bu kuadratik modeli kullanir.

» e” serisi — softmax/exp hesabi; GELU nun tanh/erf ile yaklagimi, sigmoid ag¢ilimlari.

* “Tek noktadaki tiirev bilgisi — civardaki davrams” — yerel / surrogate modeller, RL ve
kontrolde sistemi bir nokta civarinda lineerlestirme.

* Yakinsama yaricapr — bir yaklasimin gecerli kaldig1 bolge; sayisal serilerin ve aktivasyon
yaklagimlarinin siniri.
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11 Taylor Serileri

co = f(a)
(deger)

ci =f()

/ (egim, gradient) \
ML: Newton's method,

f(x) P(x) = G (x-a)" trust region, GELU

\ yaklasimi
cz2 = f'(a)/2! /

(egrilik, Hessian)

C, = f™M(a)/n!
(yuksek mertebe)

Sekil 11.1: Taylor zinciri: deger + egim + egrilik + ... = giderek daha iyi polinom yaklagima.

11.2 Neden Taylor? Polinomla Yaklagsmak

Grant’in bu fikri ilk kavradig1 an bir fizik dersinde olmus: bir sarkacin potansiyel enerjisi 1 — cos(#) ile
orantiliyd1 ve bu cosine ifadesi problemi hantal yapiyordu. Ama cos(#)’y1 1 — 62 /2 ile yaklastirinca her sey
yerine oturdu.

Motivasyon, polinomlarin diger fonksiyonlardan ¢ok daha uysal olmasi: kolay hesaplanir, kolay tiirevlenir,
kolay integrallenir.

@ Builder Notu — Yerel Polinom

ML de bir fonksiyonu yerel olarak basit bir modelle degistirmek her yerdedir. Gradient descent, kayb1
bir noktada birinci-derece (lineer) Taylor ile degistirir ve o yonde adim atar. Newton’s method ve
trust-region yontemleri ikinci-derece (kuadratik) Taylor kullanir.

11.3 cos(x)’i Parabolle Yaklastirmak

cos(x)’i x = 0 civarinda bir kuadratikle yaklastiralim:

P(z) = ¢y + c1@ + cyz?

Uc kosulu sirayla dayatiryoruz:

* Deger eslessin: cos(0) = 1. P(0) = ¢, dolayistyla ¢, = 1.

104



11.4 Daha Cok Terim: Faktoriyeller

* Egim eslegsin: cos’ = —sin, x = 0’da 0. P’'(x) = ¢; + 2¢yx, © = 0’da ¢;. Dolayisiyla ¢; = 0.
* Egrilik eslessin: cos” = —cos, x = 0’da —1. P”(x) = 2¢,. Dolayisiyla ¢, = —1/2.

cos(x) — Taylor polinomlari (x = 0 civarinda)

1.5
1.0 1
0.5 A
> 0.0
\ /
N S/
N ’
05 ~ ”
m— COS(X)
bd
—1.01 Pis derece 2: 1 —x2/2 AN
P d ~
——. derece 4: ... + x*/24
—— derece 6: ... — x%/720
-1.5 T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

X

Sekil 11.2: cos(x)’in Taylor polinomlari: dereceden derece daha iyi yaklasim. = = O civarinda 4. derece ¢cok
kiiciik hatayla uyar.

cos(0,1)’i bu polinomla tahmin edersen 0,995 ¢ikar — ve cos(0,1)’in gercek degeri de 0,995. Ug serbestlik
derecesi sirasiyla degeri, egimi ve egriligi cos ile eslestirdi.

@ Builder Notu — Newton’s Method

Bu “deger + egim + egrilik eglestirme” tam olarak ikinci-derece optimizasyonun yaptigidir. Newton’s
method, kaybi bir noktada bu ii¢ bilgiyle (f, f’, f”) kuadratik bir parabolle degistirir ve dogrudan o
paraboliin minimumuna atlar.

11.4 Daha Cok Terim: Faktériyeller

Daha ¢ok serbestlik i¢in terim ekle. c3m3 eklersen: bir kiibigin iigiincii tiirevi 1 - 2 - 3 - ¢3 = 6¢5’tiir. cos’un
liglincii tiirevi sinx, = 0’da 0. Eslesmesi i¢in c¢5 = 0.

c4x4 eklersen iyilesme olur. cos’un dordiincii tiirevi yine cos’tur, z = (0’da 1. Polinomun dérdiincii tiirevi
1-2-3-4-¢4 = 24cy:
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11 Taylor Serileri

Faktoriyeller dogal olarak c¢ikar: 2™’in n ardigik tiirevini alinca kuvvet kurali kademeli iner ve geriye
1-2-3--n = n!kalr

@ Builder Notu — exp Serisi

x™’in tiirevlerinden ¢ikan n! faktorii, neden Taylor katsayilarinda ve dolayisiyla exp/softmax serilerinde
her yerde faktoriyel gordiigiinii agiklar. Bir framework e”’i hesaplarken bu 1/n! katsayilar1 kullanir;
faktoriyel hizli biiyiidiigii icin seri hizli yakinsar.

11.5 Genel Taylor Formiilii ve e”

Genel olarak, herhangi bir f i¢in ™ teriminin katsayist:

0 yerine bagka bir a noktasi civarinda:

N fn)(g
fay = 3L (g
n=0

n.

En sik 6rnek e”’tir: e*’in tiirevi kendisi oldugundan tiim tiirevler e*, x = 0’da hepsi 1. Dolayisiyla tiim
katsayilar 1/n!:

2 .773

€ =14+ + 57+

@ Builder Notu — Gradient ve Hessian

ML’de en sik ilk iki/ii¢ terimini kullanirsin: f(a) (deger), f’(a)(x — a) (gradient/lineer terim),
% f”(a)(z — a)? (Hessian/kuadratik terim). Optimizasyon, kayip manifoldunu bu kesilmis Taylor
ile modeller.

11.6 ikinci Terimin Geometrik Anlami (FTC)

Taylor’in ikinci-derece terimini Calculus’un Temel Teoremi’yle de gorebiliriz. Bir grafigin altindaki alam
veren fonksiyonu diisiin. Bu kez grafigi degil, alan fonksiyonunu yaklastiriyoruz.
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11.7 Yakinsama: Taylor Polinomu vs Serisi

e* Taylor: > x"/n!
10

— X
derece 1 (lineer)
derece 2

81 —— derece 4

== derece 8

-~
-
N e

=2 -1 0 1 2
X

Sekil 11.3: e” Taylor serisi: birkag terimle bile [—2, 2] araliginda ¢ok iyi; her yerde yakinsar.

FTC der ki: grafigin kendisi, alan fonksiyonunun tiirevidir. Ama degisim x — a kiiciik degilse, bir de su
iicgeni hesaba katmalisin. Taban1 x — a, yliksekligi grafigin egimi ¢carp1 x — a. Grafik, alan fonksiyonunun
tiirevi oldugundan, onun egimi alan fonksiyonunun ikinci tiirevidir:

1 ” _1 " 2
S ) (@)@ —a) = 5 (@) (@~ a)

AGe) ~ fla) + /(@) — @) + (@) z — 0)?

Bu tam olarak Taylor polinomudur — ama her terimin diyagramda isaret edebilecegin net bir anlami var:
deger, dikdortgen, iicgen.

@ Builder Notu — Trust Region

Optimizasyonda f(a) mevcut kayip, f’(a) gradyan (lineer iyilesme), £ f”(a) egrilik diizeltmesi (Hes-
sian terimi) — trust-region yontemleri tam bu kuadratik modeli kurar ve ne kadar giivenebilecegini
(adim yaricapini) egrilik terimine gore ayarlar.

11.7 Yakinsama: Taylor Polinomu vs Serisi
Hic¢ durmay1p sonsuz terim eklesek? Matematikte sonsuz toplama seri denir.

e”’in Taylor serisine herhangi bir z icin seri e”’e yakinsar — x = (’daki tiirev bilgisinden kurulmus olmasina
ragmen, her girdide gecerli. e* kendi Taylor serisine her yerde esittir (sin ve cos da dyle):
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11 Taylor Serileri

o :L_n
et = E — (her x)
= n!
Ama her zaman bdyle olmaz. In(x)’in = 1 civarindaki Taylor serisi, yalnizca € (0,2) aralifinda
yakinsar.
In(1 + x): yakinsama yarigapl = 1
3 .
: yakinsama bélgesi
2 1 i x| <1
1- —
N
\
\
> 0 \
1
1
1
-1 “ Iraksar
1
1
| e I0(1 + %)
-2 4 | _ .
1 N =3 terim
1 N =10 terim
!—— N =30 terim
-3 t T T T t T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
X

Sekil 11.4: Yakinsama yaricapi: In(1 + x) Taylor serisi || < 1 iginde yakinsar; x = 1 sinirda, x > 1’de
raksar.

Yaklagtirdigin nokta ile serinin yakinsadig1 en uzak nokta arasindaki mesafeye yakinsama yaricapi denir.

“we say that e to the x equals its own Taylor series at all inputs x, which is kind of a magical
thing to have happen.” — Grant, 19:18

@ Builder Notu — Giiven Bolgesi

Yakinsama yaricapi, bir seri-temelli yaklasimin nerede giivenli oldugunu sdyler. Bir aktivasyonu
(ornegin GELU’yu) Taylor/seri agilimiyla yaklastirirken, yalnizca yakinsama bolgesinde gegerlidir. Ayni

sekilde, bir modeli bir ¢alisma noktasi civarinda lineerlestirdiginde (kontrol, RL, perturbation analizi),
yaklagim yalnizca o nokta yakininda giivenilirdir.

11.8 Bu Dersin Ozeti

1. Taylor serileri: polinom-olmayan bir fonksiyonu bir nokta civarinda polinomla yaklastirma sanatidir.
2. cos(z) &~ 1 — a2 degeri (¢, = 1), egimi (¢; = 0) ve egriligi (c, = —1/2) cos ile eslestirerek.

3. Daha ¢ok terim = daha yiiksek tiirevleri eslestirme. cos(z) ~ 1 — $22 + (1/24)2%.

4. Faktoriyeller dogal cikar: katsayr = £ (0)/n!.

5. Genel formiil: f(x) ~ > f™(a)/n!- (x —a)". e* =1+ +22/2! + 23/3! + ...

108



11.9 Kontrol Sorulari

6. Ikinci terimin geometrik anlami (FTC): alan = deger + dikdortgen f'(z — a) + tiggen 1 f” (z — a)?.
7. Taylor serisi: bazen her yerde yakinsar (e”, sin, cos), bazen yalnizca bir yakinsama yaricapi icinde.

I Tek bir ciimle

Taylor serisi, bir fonksiyonun tek bir noktadaki tiim tiirev bilgisini alip o nokta civarinda fonksiyonu
yaklagtiran bir polinoma gevirir; n. terimin katsayisi f (n) (a)/n!"dir ve yakinsama yarigapi i¢inde,
yeterince terimle polinom fonksiyonun kendisine esit olur.

11.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: sin(x)’in x = 0 civarinda 3. dereceye kadar Taylor polinomu nedir?

Cevap: sin’in tiirevleri: sin, cos, — sin, — cos; 2 = 0’daki degerleri 0, 1,0, —1. Katsayilar ™ (0)/n!:
co=0,¢, =1,¢c9 =0, c3 = —1/6. Yani sin(z) ~ z — 23/6.

1 Soru 2: Katsay1y1 neden f)(0)’a degil de f™ (0)/n!e esitliyoruz?

Cevap: " teriminin n. tiirevini alinca kuvvet kurali kademeli iner ve 1 - 2 - 3---n = n! ¢arpan1 ¢ikar.
n!’e bolmek bu fazlalig1 tam gotiiriir, boylece polinomun n. tiirevi tam olarak f (n) (0)’a esit olur.

0,15;

1 Soru 3: e = 1 + x + x%/2 yaklagimiyla €°>1’i tahmin et.

Cevap: 1 + 0,1 + (0,1)2/2 = 1,105. Gergek deger e”! ~ 1,10517. Yalmzca ii¢ terimle dort hane
dogru.

1 Soru 4: (Builder) Newton’s method, kaybin 2. dereceye kadar Taylor’in1 kullanir. Bu paraboliin
minimumu nerededir?

Cevap: Yaklasim f(z) ~ f(a) + f'(a)(z — a) + & f”(a)(z — a)?. Minimum igin tiirevini sifirla:
f'(a)+ f"(a)(x —a) =0 = x=a— f'(a)/f"(a). Bu, Newton adindir.

11.10 Egzersizler

Egzersiz 1. cos(z)’in = 0 civarinda 4. dereceye kadar Taylor polinomunu yaz ve cos(0,5)’i tahmin et.
Egzersiz 2. f(z) = 1/(1 — z)’in x = 0 civarindaki Taylor serisini bul. (fpucu: 1 + x + 2% + 23 + ...)
Egzersiz 3. In(x)’in = 1 civarinda 2. dereceye kadar Taylor polinomunu bul.

Egzersiz 4. (Python — sembolik) SymPy’nin series fonksiyonuyla Taylor acilimlar al.

cos(x) -> 1 - x*¥*¥2/2 + x**4/24 + O(x**6)
exp(x) -> 1 + x + x¥*¥2/2 + x**3/6 + x**4/24 + x**5/120 + O(x**6)
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11 Taylor Serileri

sin(x) -> x - x**3/6 + x**5/120 + O(x**6)
log(x + 1) -> x - x**2/2 4+ x*¥*3/3 - x**4/4 + x**5/5 + O(x**6)

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Tiirevi diigsiinmenin, bu seride gordiigiimiizden farkli, daha derin bir

gorsel yolu var m1? Ders 12, tiirevin alternatif bir geometrik yorumunu sunacak.

11.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Taylor polinomu Fonksiyonu bir nokta 1m43
civarinda polinomla
yaklastirma

cos(z) ~ 1 — %552 Deger + egim + egrilik 8m02
eslestirme

Katsay1 = f(™)(0)/n! Faktoriyel, kuvvet kurali 8m32
kademesini gotiiriir

e? => z"/n! Tiim tiirevler 1; her yerde 13m35
yakinsar

Genel: f)(a)/n! - (xr —a)®  anoktast civarinda Taylor 13m02

ikinci terim = iicgen 3 f”(a)(x — a)? (FTC,alan 16m18
yorumu)

Taylor serisi Sonsuz terim; yakinsarsa 17m30
fonksiyona esit

Yakinsama yaricapi Serinin yakinsadig1 20m44

maksimum mesafe

11.12 ML Baglantilari Ozeti

@7 kopri

[N

mesi.

NNk W

Birinci-derece Taylor — gradient / lineerlestirme; gradient descent adimi f(a) + f/(a)(z — a).
ikinci-derece Taylor — Hessian, Newton’s method, trust region, dogal gradyan; egrilik diizelt-

e” serisi — softmax/exp hesab1; GELU nun tanh/erf yaklagimi, iistel-aile dagilimlart.

f) /n! katsayilar1 — faktoriyel paydalar, serinin hizli yakinsamasi.

“Tek nokta tiirevi — civar davranis” — yerel / surrogate modeller, perturbation analizi.
Yakinsama yaricap1r — bir yaklagimin gecerli kaldig1 giiven bolgesi.

Kesilmis Taylor — diisiik dereceli modeller; ikinci-derece optimizasyonun matematiksel iskeleti.

110




11.12 ML Baglantilar: Ozeti

! Tek bir sey alip gideceksen

Taylor serisi, bir fonksiyonun tek bir noktadaki tiirev bilgisini, o nokta civarindaki davranisina cevirir.
Katsayilar f (n) (a)/nl; ilk birkag terim ML'de her giin kullandigin yaklagimlardir — gradient (birinci
derece) ve Hessian (ikinci derece). “Karmasgig1 yerel bir polinomla degistir”, calculus’un en giiglii pratik
hamlesidir.
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12 Calculus’ta Sana Ogretmedikleri

Doniistimsel goriis — say1 dogrusundan say1 dogrusuna germe/sikistirma

1 Boliim bilgisi

¢ Grant’mn videosu: YouTube — Chapter 12: What they won’t teach you in calculus (=14 dk)
» Kaynak: 3BluelBrown — Essence of Calculus
* Okuma siiresi: =22 dk

12.1 Bu Derste Ne Var?

Serinin son boliimii. Cogu calculus dersinin atladig1 ama 68renmeyi hizlandiran bir bakis: doniisiimsel goriis.
Bu seride tiim sezgilerimiz grafiklere dayandi (tiirev = egim, integral = alan). Ama girdi-¢iktis1 yalnizca say1
olmayan fonksiyonlara geg¢ince grafik cizemezsin; grafik-temelli sezgi, cok degiskenli calculus ve kompleks
analiz gibi ileri konulara gereksiz bir engel olur.

Uc ana fikir:

1. Déniisiimsel goriis: tiirev = girdiyi bir nokta civarinda ne kadar gerip/sikistirdig1. (22’ nin 1°deki tiirevi
2 = yerel olarak X2 germe.)

2. Sabit nokta: sonsuz kesir, f(x) = 1 + 1/2’in sabit noktasidir; iki ¢6ziim var (p ~ 1,618 ve
—1/p ~ —0,618).

3. Kararhlik: | f'| < 1 ise sabit nokta ¢ekici (stable), | f'| > 1 ise itici (unstable).

Jacobian
(cok degiskenli tiirev)

Grafik sezgisi: . Daoniistimsel gortis:
. .. Yetersiz: .
tiirev = egim — . ) . tiirev = yerel
vektdr—vektor grafigi yok

(tek degisken) germe/sikistirma
Sabit nokta Kararliik: [f'] <1 RNN spektral norm,
o
x = f(x) ‘ contraction mapping DEQ, value iteration

Doniigiimsel tiirev: egim olmaktan duyarlilik olmaya, say1 dogrusundan Jacobian’a.

“the stability of a fixed point is determined by whether or not the magnitude of its derivative is
bigger or smaller than 1.” — Grant, 12:23
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https://www.youtube.com/watch?v=CfW845LNObM&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=12
https://www.3blue1brown.com/topics/calculus

12 Calculus’ta Sana Ogretmedikleri

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Germe/sikisma faktorii — Jacobian determinanti. Cok degiskenlide tiirev, yerel hacmi ne
kadar gerip sikistirdigini (det J) soyler; normalizing flows’ta log-det-Jacobian tam budur.

* Negatif tiirev — yon cevirme (Jacobian determinantinin isareti); sifir tiirev — ¢okiis (tekil/sin-
gular Jacobian, bilgi kayb1).

 Kararlilik |f'| < 1 — contraction mapping (Banach sabit nokta teoremi): DEQ yakinsamasi,
power iteration, RL’de value iteration.

* |tiirev| ve kararhlik — RNN’de gradyan patlama/sonme: tekrarli carpimin Jacobian spektral
normu > 1 ise patlar, < 1 ise soner; spectral normalization ve Lipschitz kisitlar1 tam bunu
kontrol eder.

12.2 Grafik Sezgisinin Siniri: Neden Yeni Bir Bakis?

Bu ilk yilin gorsel sezgilerinin neredeyse tamami grafiklere dayanir: tiirev bir grafigin egimi, integral o
grafigin altindaki alan. Ama calculus’u, girdi ve ¢iktis1 yalnizca say1 olan fonksiyonlarin 6tesine genelledikge,
analiz ettigin fonksiyonu her zaman grafikleyemezsin.

Grant’in paylastig1 alternatif: tiirevi, daha sorunsuz genellesen bir bigimde diisiinmek. Onemli nokta: “tiirev =
egim”i tiirevin tammm sanma. Tiirev, daha temelde, fonksiyonun girdideki kiiciik diirtmelere ne kadar
duyarh oldugudur.

@ Builder Notu — Jacobian

“Tiirev = egim”e fazla baglanmanin bedeli, ML matematiginde net goriiliir: orada tiirev neredeyse hig
“egim” degildir. Bir sinir ag1 vektorleri vektorlere esler; tiirevi bir Jacobian matrisidir (yerel lineer
doniisiim). “Duyarlilik” ve “yerel doniislim”™ bakisgt, tek-degiskenli egimden ¢ok daha sorunsuz genellesir.

12.3 Doénlistimsel Goriis: Tirev = Yerel Germe/Sikisma

Alternatif gorselin temel fikri: fonksiyonu, girdi dogrusundaki tiim noktalar1 bagka bir say1 dogrusundaki
karsilik gelen ¢iktilara egleyen bir harita olarak diisiin. Tiirev sana, girdi uzayinin cesitli bolgelerde ne kadar
gerildigini ya da sikigtigim sdyler.

Ornek: f(x) = 2. Bu fonksiyon 1’i 1’e, 2’yi 4’e, 3’ii 9a esler. Girdi 1 etrafindaki kiigiik bir nokta kiimesine
yakinlagip nereye diistiiklerine bakarsan, yaklasik 2 kat1 gerildiklerini goriirsiin.

Girdi 3 etrafinda noktalar 6 kat1 gerilir; girdi 1/4 etrafinda ise 1/2 kati biiziiliir.
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12.4 Ozel Durumlar: Sifir, Negatif, Cokiis

Déntsiimsel géris: f(x) = x2 — yerel germe faktérii = tirev

3 2 1 0 1 2 3

| gixel | —ee000 |

I E| I I I

f(1)=2:

yerel olarak

X2 germe
| DT l00-0 ‘ o—o ' ]

S I . I

2 0 1 4 9

Sekil 12.1: Déniisiimsel goriis: f(z) = 2. Girdi dogrusundaki esit aralikli noktalar, gikt: dogrusunda nasil
gerilir veya sikigir. Tiirev = yerel olcek faktorii.

@ Builder Notu — Normalizing Flows

“Yerel germe/sikisma faktorii” tek-degiskenlide bir say1, cok degiskenlide bir matristir — Jacobian. Ve
bu faktoriin biiyiikliigii (Jacobian’in determinanti), bir bolgenin hacminin ne kadar gerildigini soyler.
Normalizing flows tam bunu kullanir: veriyi tersine ¢evrilebilir bir doniisiimle bagka bir uzaya tagirken,
olasilik yogunlugunun nasil degistigini log-det-Jacobian ile hesaplar.

12.4 Ozel Durumlar: Sifir, Negatif, Cékiis

Girdi 0°da: 22 icin 0 etrafina 10x, 100x, 1000x yakinlastik¢a, kiiciik bir komsulugun giderek tek bir noktaya
(0’a) goktiigiinii goriirsiin. Tiirevin 0 olmas1 tam budur — yerel davranis, tiim say1 dogrusunu 0 ile carpmaya
benzer.

F(0)=2-0=0

Negatif girdilerde: girdi —2 etrafindaki noktalar yalnizca gerilmez, ayn1 zamanda ters cevrilir.

F=2)=2- (-2 =—4

@ Builder Notu — Tekil Jacobian

Negatif tiirev = yon ¢evirme, ¢ok degiskenlide Jacobian determinantinin isaretine karsilik gelir. Sifir
tiirev = ¢okiis ise tekil (singular) Jacobian: doniigiim bir boyutu ezer, bilgi geri dondiiriilemez bicimde
kaybolur. Bu, otomatik kodlayicilarda dar bogazin ve boyut indirgemenin neden bilgi kaybettiginin
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12 Calculus’ta Sana Ogretmedikleri

geometrik nedenidir.

12.5 Sonsuz Kesir Bulmacasi: iki Sabit Nokta

Sonsuz kesir 1 + — 1 ashinda f(z) = 1 + 1/z fonksiyonunun bir sabit noktasim ariyor:
1+
1

14—
+1+...

1 2
z=1+— ¢t —z—1=
x

Iki ¢bziim var: altin oran ¢ ve onun “kiigiik kardesi” —1/¢:

_1+45 1

0 5~ L1618,  ——~ 0618

AS)

Bir hesap makinesi al, herhangi bir sayiyla basla ve f(x) = 1 + 1/x’i defalarca uygula: hangi sayiyla
baglarsan bagla, sonunda hep 1,618’e varirsin — kiigiik kardege ¢cok yakin baglasan bile ondan kacip ¢’ye
sigrar.

Xx=1+1/x: tim tohumlar ¢'ye yakinsar

—e— tohum = 0.5

—8— tohum = -0.6

—8— tohum = 3.0

—e— tohum = -10

- = ¢=1.6180

----- —1/9 = —0.6180 (kararsiz)

8 10 12 14
iterasyon

Sekil 12.2: Sabit nokta iterasyonu: f(z) = 1 4 1/z. Farkli tohumlar hep ¢’ye yakinsar; kiiciik kardes
kararsiz.
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12.6 Sabit Noktalarin Kararlihgi: | f'| < 1

@ Builder Notu — DEQ / Value Iteration

“‘r=1+4+1 / 2’in sabit noktasini ara, ama iterasyonla bul” — bu, sabit-nokta iterasyonunun tam
ornegidir. ML’de Deep Equilibrium Models (DEQ) ¢iktisin1 z = f(z, ) sabit noktasi olarak tanimlar;
RL’de value iteration, Bellman operatoriiniin sabit noktasini arar.

12.6 Sabit Noktalarin Kararlihgr: | f'| < 1

Cevap, doniisiimsel tiirevde.  etrafina yakinlag: esleme sirasinda o bolgedeki noktalar ¢’ye dogru biiziiliir,
yani f(z) =1+ 1/2’in oradaki tiirevinin biiyiikliigii 1’den kiigiiktiir.

@) =141 )=y

2

|/ (¢)| ~ 0,38 < 1 (stable),

f’(—%>| ~ 2,62 > 1 (unstable)

Iste cok yararli bir gergek: bir sabit noktanin kararhlig, tiirevinin biiyiikliigiiniin 1°den kii¢iik mii biiyiik mii
olduguyla belirlenir. | f*| < 1 ise kararl (gekici); | f*| > 1 ise kararsiz (itici).

“the stability of a fixed point is determined by whether or not the magnitude of its derivative is
bigger or smaller than 1.” — Grant, 12:23

@ Builder Notu — RNN ve Spectral Normalization

| f'| < 1 kararhlik kogulu, ML’in her yerindedir. Bir contraction mapping (Banach sabit nokta teoremi)
tam olarak | f’| < 1 olan haritadir; DEQ ve value iteration’in yakinsamasini bu garanti eder. Tekrarl
dinamiklerde (RNN’ler) ise tekrarli carpimin Jacobian’inin spektral normu > 1 ise gradyan patlar,
< 1 ise soner — bu yiizden gradient clipping, ortogonal baglatma ve spectral normalization ile bu
biiyiikliik 1 civarinda tutulur.

12.7 Neden Ogrenmeli? Sonrasi igin

Grant’1n diiriist itiraf1: tiirevi bu “yogunluk degisimi” olarak gérmek, biitiin bir fonksiyonu resmetmek s6z
konusu oldugunda grafiklerden daha hantal olabilir. Asil neden, tek-degiskenli calculus anlayisina kattig1 sey
degil — sonrasinda geleni kolaylagtirmasidir.

Cok degiskenli calculus, kompleks analiz, diferansiyel geometri... hepsinde fonksiyonlar artik birer doniistim-
diir ve tiirev bir yerel germe/sikigsma (Jacobian) olarak ¢ok daha dogal oturur.

“the real reason I'd recommend you carry this perspective with you as you learn new topics ...
it’s for what comes after.” — Grant, 13:58
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12 Calculus’ta Sana Ogretmedikleri

@ Builder Notu — Asil Calisma Dili

ML matematiginin tamami, bu son dersin bakisiyla yazilir: fonksiyonlar doniisiimlerdir, tiirevler Jaco-
bian’lardir, egitim bu doniisiimlerin yerel davranisimi (gradient, egrilik, spektral norm) kontrol etmektir.
Grafik sezgisi tek-degigkenlide harikadir; ama derin 6grenmeye gectiginde, Grant’in bu “atlanmig”
doniisiimsel goriisii senin asil calisma dilin olur.

12.8 Bu Dersin Ozeti

1. Bu serinin grafik sezgisi (tiirev = egim) giicliidiir ama say1—say1 fonksiyonlariyla sinirlidir.

2. Doniisiimsel goriis: fonksiyon, bir say1 dogrusunu bagka bir say1 dogrusuna esleyen doniisiimdiir; tlirev

= yerel germe/sikisma faktorii.

3. z%: girdi I'de x2, 3’te x6, 1/4’te x1/2 (biiziilme), 0°da ¢okiis (tiirev 0), —2’de x — 4 (gerilme + ters

cevirme).
Sonsuz kesir = f(x) = 1 + 1/2’in sabit noktast; iki ¢oziim: ¢ ~ 1,618 ve —1/¢ ~ —0,618.
Kararlilik: | f/| < 1 ise ¢ekici (stable), | f/| > 1 ise itici (unstable).

N ks

Bu bakas, tiirevi grafiklerin 6tesine (Jacobian, ¢ok degiskenli calculus) tagiyan esnek kopriidiir.

I Tek bir ciimle

Tiirev, “egim” olmaktan daha temelde, bir fonksiyonun girdiyi yerel olarak ne kadar gerip sikistirdigidir
(negatifse ters gevirir, sifirsa ¢okertir); bu doniisiimsel bakig, sabit noktalarin kararhligin | f/| < 1 ile
aciklar ve tiirevi grafiklerin 6tesine — Jacobian’lara — tastyan kopriidiir.

12.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: f(x) = x*’iin x = 2’deki tiirevini doniisiimsel olarak yorumla.

Cevap: f/(z) = 322, dolayisiyla f'(2) = 3 - 4 = 12. Doniisiimsel anlami: girdi 2 etrafindaki kiigiik
bir nokta kiimesi, eslemeden sonra yaklasik 12 kati gerilir.

1 Soru 2: f(x) = x/2’nin sabit noktasi 0°dir. Kararli m1? iterasyon ne yapar?

Cevap: f'(x) = 1/2.|f’| = 1/2 < 1 oldugundan 0 kararh (¢ekici). Herhangi bir tohumdan basla:
x,x/2,x/4,2/8, ... = 0. Her adim komgulugu yariya biizer, bir contraction mapping.

1 Soru 3: Doniisiimsel goriiste negatif tiirev ne anlama gelir? Ya sifir tiirev?

Cevap: Negatif tiirev: yerel komsuluk hem gerilir/biiziiliir hem de ters gevrilir. Sifir tiirev: komsuluk
giderek tek bir noktaya ¢oker — bilgi yerel olarak kaybolur.
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12.10 Egzersizler

1 Soru 4: (Builder) Bir RNN’in tekrarli haritasinin Jacobian’ i spektral normu = 1,5 ise, uzun bir
dizide gradyana ne olur?

Cevap: Geri yayilim, her zaman adiminda bu Jacobian’la ¢arpar; spektral norm ~ 1,5 ise gradyanin
biiyiikliigii her adimda ~ 1,5 kat artar, T' adimda ~ 1,57 olur — yani patlar. < 1 olsaydi ~ 0,27 ile
sonerdi. Gradient clipping, ortogonal baslatma ve spectral normalization bu biiyiikliigii 1 civarinda
tutmak icindir.

12.10 Egzersizler

Egzersiz 1. f(x) = 2z + 1’in her noktadaki germe faktorii nedir? (Ipucu: f” sabit.)

Egzersiz 2. f(x) = \/2’in & = 4’teki germe/sikisma faktoriinii bul. Bu, 22’nin z = 2’deki germesinin tersi
olmali; neden?

Egzersiz 3. f(x) = cos(z)’in sabit noktasini (Dottie say1st ~ 0,739) bir hesap makinesinde tekrarl cos
alarak bul. Kararli m?

Egzersiz 4. (Python — sabit nokta ve kararlilik) f(x) = 1 + 1/2’i farkli tohumlardan iterasyonla uygula.

tohum 0.5: -> 1.618034

tohum -0.6: -> 1.618034

tohum 100.0: -> 1.618034

tohum -10.0: -> 1.618034

phi = 1.618034

|f' (phi) | = 0.382 (<1, kararli)
|f'(-1/phi)| = 2.618 (»>1, kararsiz)

Egzersiz 5. (Seri sonu) Bir an dur ve 12 boliimii topla: kiiciik diirtmeler (dx), yaklagiktan kesine gegis (limit),
tiirev (oran/germe), integral (toplam/alan), terslik (FTC), iisteller, Taylor, doniisiimler. “Calculus’u kendim
icat edebilirdim” hissini bir climleyle yaz.

12.11 Seri Sonu: Calculus’tan Sonra

Essence of Calculus’un 12 boliimii burada tamamlaniyor. Tek bir daireyi dilimleyerek bagladik (Ders 1), tiirevi
kiiciik diirtmelerle kurduk (Ders 2-4), iistelleri ve e’yi anladik (Ders 5-6), limitlerle her seyi saglamlastirdik
(Ders 7), integral-tiirev tersligini kapattik (Ders 8-9), egriligi ve Taylor’1 ekledik (Ders 10-11) ve nihayet
tiirevin grafiklerin 6tesine gecen doniistimsel yiiziinii gordiik (Ders 12).

Sirada ne var? Bu doniisiimsel bakis, dogrudan ¢ok degiskenli calculusa acilir: gradient (her yondeki
duyarlilik), Jacobian (vektor—vektor doniisiimiin yerel hali), Hessian (egrilik matrisi) — hepsi burada
gordiigiin tek-degiskenli fikirlerin dogal genellemesi. ML icin bu ti¢ii kritiktir.
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12 Calculus’ta Sana Ogretmedikleri

12.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Grant’ta

Doniigiimsel goriis Fonksiyon = bir say1 dogrusu 2m?22
— bagka say1 dogrusu

Tiirev = germe/sikisma faktorii ~ Girdinin yerel 6l¢ek 2m33
degisimi

22 tiirevleri (doniisiimsel) 1’de x2, 3’te X6, 1/ 4’te 2m59
x1/2

Sifir tiirev = ¢okiis Komsuluk tek noktaya ezilir 4m13

Negatif tiirev = ters cevirme Gerilme + yon degisimi 4m55

Sabit nokta x = f(x); sonsuz kesir 6m05
— ¢, —1/p

Kararhhk || f/| < 1 Cekici (stable) vs itici 12m23
(unstable)

Sonrasi i¢in Jacobian, cok degiskenli; 13m58
esnek bakig

12.13 ML Baglantilari Ozeti

1.

@7 koprii

Germe/sikisma — Jacobian determinanti — normalizing flows’ta log-det-Jacobian, degisken
degistirme.

Negatif/sifir tiirev — yonelim (det isareti) / tekil (singular) Jacobian: bilgi kayb1, bottleneck.
Sabit nokta iterasyonu — Deep Equilibrium Models (DEQ), RL’de value iteration, power
iteration.

. Kararhlk | f’| < 1 — contraction mapping (Banach sabit nokta teoremi); iteratif yontemlerin

yakinsama garantisi.

. Spektral norm — RNN’de gradyan patlama/sonme; spectral normalization, Lipschitz kisitlari.

Tiirev = duyarhilik (egim degil) — Jacobian; ¢cok degiskenli calculus ve derin 6grenmenin asil
dili.

. Tersine cevrilebilirlik — normalizing flows, invertible networks (Jacobian determinanti # 0

sart1).

! Bu dersten — ve tiim seriden — tek bir sey alip gideceksen

Tiirev, bir egrinin egimi olmaktan daha temelde, bir fonksiyonun girdiye duyarlihgidir — yerel bir
germe/sikigma. Bu bakig egimden Jacobian’a, tek degiskenden derin aglara sorunsuz gecer. 12 bo-
lilm boyunca gordiigiin her sey — kiiclik diirtmeler, limit, tiirev, integral, terslik, Taylor — tek bir
ciimlede toplanir: kiiciik degisimlere yeterince dikkatle bakarsan, calculus’un tamamim kendin
kesfedebilirsin.
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