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1 Onso6z






2 Bu kitap nedir?

Bu, MIT 18.06 — Linear Algebra dersinin (Gilbert Strang, 35 ders) Tiirk¢e 6gretim notlaridir. Hedef:
Strang’i izlerken paralel okunabilecek; tek basina da yeterli olabilecek bir referans seti iiretmek.

Her ders bir Builder Notu katmani tagir: kavramin makine 68renmesi ile kopriisii. Matris ¢arpimi — forward
pass; 6zdeger/6zvektor — PCA, attention’da scale; projeksiyon — en kiiciik kareler (least squares regression);
SVD — boyut indirgeme, LoRA; null space — degenerate ¢coziimler, dropout; LU/QR — sayisal stabilite.
Lineer cebiri “tek bagina matematik”™ olarak degil, ML'i tiireten alet kutusu olarak okuyoruz.

1 Kaynak
* Video dizisi: MIT 18.06SC Linear Algebra, Fall 2011 — YouTube playlist:
PL221E2BBF13BECF6C

* Yazar: Gilbert Strang — MIT Mathematics
* Kitap: Introduction to Linear Algebra (Wellesley-Cambridge Press)
* Ceviri ve genisletme: Phase 1 (TR + ML kopriileri)



https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/
https://www.youtube.com/playlist?list=PL221E2BBF13BECF6C
https://math.mit.edu/~gs/




3 Nasil Okumali

Strang’in siras1 50+ yil test edilmis — onu izle. Her ders bir dncekinin kelimelerini kullanir: Ders 6’daki
“kolon uzay1”, Ders 10’daki “dort temel alt-uzay”in 6n soziidiir; Ders 21-22 (“6zdeger/diagonalization”)
olmadan Ders 29 (SVD) anlamsizdir.

@ Pratik bir tavsiye

Strang’in videosunu once izle (=50 dk). Sonra Tiirk¢ce dersi oku — kafanda netlesmeyen yerler icin.
Kontrol sorularm toggle agmadan cevapla. Python egzersizleri ML sezgisini parmaklarina yerlestirir;
ayni numpy kodunu yillarca farkli kiliklarda yazacaksin.







4 35 Ders

# Ders Ana Fikir ML Kopriisii

1 Lineer Row + column picture Vektor uzayinda veri
Denklemlerin
Geometrisi

2 Matrislerle Gauss eliminasyonu Sayisal stabilite
Eliminasyon

3 Matris Carpimi ve 5 ¢arpma yorumu Forward pass
Ters

4 A=LU Eliminasyonu carpan olarak yaz Numerik LA
Faktorizasyonu

5 Transpoz, Vektor uzay1 tanimi Latent space
Permiitasyon, R"

6 Kolon Uzay1 ve C(A) ve N(A) Coziim kiimesi
Sifir Uzayi

7 Ax = 0: Pivot Rref + 6zel ¢coziimler Dropout / degenerate
Degiskenler

8 Ax =b: Tam Tutarlilik + rank Underdetermined sistem
Coziim ve Rank

9 Lineer Boyut kavrami Feature redundancy
Bagimsizlik, Baz,
Boyut

10 Dért Temel C(A), N(A), C(AT), N(AT) Forward + backward
Alt-Uzay

11 Matris Uzaylari, Rank 1 matrisin giicii Diisiik-rank yaklagim
Rank 1

12 Graflar ve AT A = Laplacian Graph neural net
Incidence

13 Quiz 1 Incelemesi  Eliminasyon + 4 alt-uzay —

14 Ortogonal Ortogonallik Bagimsiz feature’lar
Vektorler

15 Alt-Uzaylara p=Aa Regresyon prosediirii
Projeksiyon

16 Projeksiyon ve T =(ATA)TATH Lineer regresyon
Least Squares

17 Ortogonal Q. QR Istikrarli bazlar

Matrisler ve

Gram-Schmidt
18 Determinant ve

Ozellikleri

det’in 10 6zelligi

Hacim, ¢akisma



4 35 Ders

# Ders Ana Fikir ML Kopriisii

19 Determinant Big-formula, kofaktor —
Formiilleri

20 Cramer, Ters, det ile geometri —
Hacim

21 Ozdegerler ve Ax = AX Power method, PageRank
Ozvektorler

22 Diagonalization ve A = SAS™! Hizli matris iis alma
Ak

23 e"(At) Diferansiyel sistem ¢oziimii RNN, Neural ODE

24 Markov ve Fourier Stochastic, ortogonal baz Diffusion, Transformer

24b Quiz 2 Incelemesi ~ Ozdeger odakli —

25 Simetrik ve Pozitif A = QAQT Covariance, Hessian
Tanim

26 Kompleks Unitary, FFT Sinyal isleme
Matrisler ve FFT

27 Pozitif Tanim ve Konvekslik testi Optimizasyon
Minimum

28 Benzer Matrisler B =M1AM Nadir, ama kavramsal
ve Jordan

29 SVD A=UxVT LoRA, PCA, low-rank

30 Lineer T.VoW Bazsiz tanimlama
Doniigtimler

31 Baz Degisimi ve Wavelet, JPEG GoOrtintli compress
Sikigtirma

32 Quiz 3 Incelemesi SVD + LS —

33 Sol/Sag Tersler, A* Min-norm ¢oziim
Pseudoinverse

34 Final Incelemesi Hepsi —




5 Notasyon

* Vektor: v veya v — kolon vektorii kabul edilir

e Matris: A, B — biiyiik harf

* Transpoz: AT — satir < kolon

» Ters: A~! — sadece kare ve singular degilse

o fccarpm: x -y =xTy

* Norm: ||x| = v/xTx

* 4 alt-uzay: C'(A) kolon uzay1, N (A) sifir uzay1, C (A7) satir uzay1, N (AT) sol sifir uzay1
. (")zdeger: A, 0zvektor: x veya v

« SVD: A =UXVT — U,V ortogonal, ¥ singular degerler kosegeni

Tiim matematik KaTeX ile render ediliyor.


https://katex.org/




6 Tuarkce Terminoloji

Tiirkce matematik literatiiriinde lineer cebir kelime dagarcig1 yerlesmemis. Bu set boyunca tutarli ceviriler:

Ingilizce Tiirkce Not
Vector Vektor —
Matrix Matris —

Linear combination

Row
Column

Row/column picture
Span

Linear independence
Rank

Null space

Column space

Pivot
Eigenvalue/eigenvector
SVD

Determinant

Dot product

Least squares
Projection

Embedding

Forward pass

Lineer kombinasyon

Satir
Kolon

Satir/kolon goriiniimii
Geris / kapsama
Lineer bagimsizlik
Rank

Sifir uzay1

Kolon uzay1

Pivot
Ozdeger/dzvektor
Tekil deger ayrisimi (SVD)
Determinant

I¢ carpim / dot product
En kiiciik kareler
Projeksiyon

Gomme / embedding

Ileri gegis / forward pass

“Dogrusal birlesim”
de var; biz lineer
Strang’le eslessin
diye “kolon”
Konuya gore

Ceviri yok

N(A)

C(A)

Kisaltma Ingilizce
Ikisi de gecer
“Izdiisiim” de var;
biz projeksiyon

ML terimi, Ingilizce
yaygin

! Bir tek sey

Lineer cebir, vektor uzaylari ve onlar arasindaki lineer doniisiimlerin matematigidir. Bir matris A, bir
lineer doniisiimdiir; onun dért temel alt-uzay1 (C(A), N(A), C(AT), N(AT)) tiim hikayeyi anlatir.
Ozdeger/ozvektor ve SVD bu hikayenin en giiclii iki anahtaridir — birincisi “A’y1 kendi yonlerine
ayrigtir”, ikincisi “A’y1 en iyi dogrularla yaklastir” der. Hemen hemen tiim modern ML buraya baglanr.
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7 Lineer Denklemlerin Geometrisi

Satir, kolon, matris — ii¢ bakig, bir denklem

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 1: The Geometry of Linear Equations (=40 dk)
¢ OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 1
* Okuma siiresi: =30 dk

7.1 Bu Derste Ne Var?

Bu lineer cebir kursunun ilk dersi. Strang’in tiim sonraki 33 dersin tistiine bina edecegi li¢c bakis acisini
koyuyor: ayn1 denklem sistemine satir goriiniimii, kolon goriiniimii ve matris formu goziiyle bakmak. Uc
bakis ayn1 say1y1 verir; licii farkli seyler 6gretir.

Uc bakis acisi:

1. Satir goriiniimii (Row picture) — Her denklemi geometrik olarak bir dogru/diizlem olarak ¢iz, kesisim
noktasini ara. Liseden tanidik.

2. Kolon goriiniimii (Column picture) — Matrisin kolonlarina vektor olarak bak; hangi kombinasyon
b’ye ulagir? Strang dersin en kritik kavram oldugunu vurguluyor.

3. Matris formu — Sistem Ax = b. Cebirsel/programatik yaklagim, BLAS tan PyTorch’a kadar her

yerde.
Satir goriinimii 2D/3D'de giizel
(iki dogrunun kesisimi) 9D'de cokiyor

B Lineer denklem sistemi o ) . . W:x=Wnin
2X-y=0 Kolon gdriinimii N Yiiksek boyutta da isler kolonlarinin
ReRYaE ‘ (vektorlerin kombinasyonu) = Neural net forward pass x bilesenleriyle

kombinasyonu
\ Matris formu Cebirsel zemin
Ax=b numpy / PyTorch

Sekil 7.1: Ayn1 problem, ii¢ bakis — ve modern ML i¢in neden kolon goriiniimii kritik.
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7 Lineer Denklemlerin Geometrisi

“Pay attention, this is the key point.” — Strang, 8:39

@ Builder Notu — ML Kopriileri

Ax = kolonlarin kombinasyonu. Her neural network katmani y = WWx + b bir matris x vektor.
Kolon yorumu sana embedding’lerin, attention head’lerin, LoORA decomposition’unun ¢alisma
bicimini anlatir. Satir (dot product) yorumu sadece “hesap nasil yapildi”y1 sdyler.

Kolon uzay1 = ulagilabilir ¢ikiglar. 13’ nin kolonlarinin kombinasyonlari, ag katmaninin iiretebi-
lecegi tiim vektorler. Bottleneck katmani bu kavramla tasarlanir.

Singular = diisiik rank = LoRA firsati. Strang “kolonlar bagimliysa trouble” diyor; ML'de “AW
zaten diisiik rank, A - BT olarak parametrize edelim” deyip LoRA cikiyor.

Yiiksek boyut sezgisi. 768D, 12288D’de ¢izemezsin ama “9D’de pretend” aligkanligi tiim ML
caligmasinin zihinsel zemini.

7.2 iki Denklem, iki Bilinmeyen

Hadi somutla baglayalim:

2c —y =20
—x+2y=3

Hangi (x, y) degerleri her iki denklemi saglar?

Matris formuna cevirelim:

560

» A = katsay1 matrisi, her satir bir denklemin katsayilar.
* x = bilinmeyenler vektorii.
* b = sag taraf vektorii.

Bu format dersin geri kalaninda ve gercek hayatta (numpy, PyTorch, MATLAB) siirekli kargina ¢ikacak.

7.3 Birinci Bakis: Satir Gériniimu

Lise matematigi: her denklem bir dogru, ¢6ziim = kesisim noktasi.

e 2z —y =0 > y = 2z (egim 2, orijinden gecer)
e —z+2y=3->y=(x+3)/2(egim 1/2, orijinden gegmez)

14



https://arxiv.org/abs/2106.09685

7.4 Ikinci Bakis: Kolon Gériiniimii

Satir gorinuma: iki dogru, bir kesisim

Sekil 7.2: Satir goriiniimii: iki dogrunun kesisimi (1, 2). 2D’de giizel; 3D’de diizlemlerin kesisimi gozle
bulunmasi zor; 9D’de imkansiz.

Iki denklem, iki bilinmeyen icin bu giizel. 3 boyutta her denklem bir diizlem, ii¢ diizlemin kesisimi bir nokta
— hala ¢izilebilir ama zor. 9 boyutta her denklem 8 boyutlu bir “hyperplane” — zihinde canlandirilamaz. Bu
yiizden satir goriiniimii iyi bir baslangi¢; dlceklenmek icin kolon goriiniimiine gececegiz.

7.4 ikinci Bakis: Kolon Gériinimii

Strang dersin kalbi. Ayn1 sistemi farkl yaz:
2 —1 0
(5) ()=

15



7 Lineer Denklemlerin Geometrisi

Dogrula:

e Lobileseniz-24y-(—1)=2z—yv
e 2 bileseniz- (—1)+y-2=—2+2yv

Matematiksel hi¢bir sey degismedi — bakis acis1 degisti. Simdi iki kolon vektorii var:

* ¢; = (2,—1) — A’nin birinci kolonu
* ¢, = (—1,2) — A’ni ikinci kolonu

Soru artik su: ¢, ve ¢, vektorlerini hangi oranda karistirirsan b = (0, 3) vektériine ulasirsin?

“It’s a linear combination of the columns. That’s the most fundamental operation in the whole
course.” — Strang, 9:51

Satir goriiniimiinden buldugumuz = = 1,y = 2 ile dogrulayalim:

Birinci kolondan bir tane, ikinci kolondan iki tane al, topla — b.

16



7.4 Ikinci Bakis: Kolon Gériiniimii

l-¢;+2:-¢c,=b (kolonlarin lineer kombinasyonu)

C2

X

Sekil 7.3: Kolon goriinlimii: ¢; vektoriiniin 1 kat1 + ¢, vektoriiniin 2 kat1 = b. Vektorleri ug uca topla.

@ Builder Notu — Forward Pass’in Anlami
Bir neural network katman1y = W @ x + b. Iki yorum:

* Satir yorumu (dot product): y, = Zj W, ;. Kod kivamu.

* Kolon yorumu: y = Zj x; W, ; — W’nin kolonlarinin z bilesenleriyle kombinasyonu. Ge-
ometrik kivami.

17



7 Lineer Denklemlerin Geometrisi

Ikisi ayn1 say1y1 verir, ama farkli zihinsel model. Kolon yorumu sana embedding’lerin yorumunu
(her token’in embedding’i, embedding matrisinin bir kolonudur), attention’da V' kolonlarinin skor
agirhiklartyla karismasini, LORA'min AW = AB” ayrigimimi anlatir. Satir yorumu sadece carpimin
aritmetigini.

ML icin agirlik kolon yorumunda.

7.5 Tium Kombinasyonlar Neyi Doldurur?

Sezgisel soru: x ve y tiim gercek sayilar alabilse, x¢; + yc, ne tiir vektorler tiretir?

Cevap: Tiim 2D diizlem. Hangi hedef vektorii b secersen seg, ¢; ile ¢, ’nin dogru bir kombinasyonu seni
oraya gotiiriir. Bu, matrisin non-singular (tekil olmayan, tersi alinabilir) olmasi demek.

Lineer bagimsiz = tim 2D dlizlemi doldurur

44 - Lineer bagimli (singular) - tek dogru

Sekil 7.4: ¢; ve ¢, vektorlerinin bagimsiz oldugu zaman, cee; + ¢, kombinasyonlari tiim diizlemi tarar (sol).
Bagimli kolonlar (sag) sadece bir dogruyu tarar — singular durum.

Sagdaki singular durumda ¢, = —2¢; oldugu icin ¢, “yeni bilgi” getirmiyor. Kombinasyonlar 2D’nin tamami
yerine sadece bir dogru iizerinde kalir. O dogrunun disindaki her b icin sistemin ¢oziimii yoktur.

7.6 Uc Boyuta Cikis: 3x3 Sistem

ikinci 6rnek:

20 —y =20
—r+2y—z=-1
—3y+4z=14

Matris formu:
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7.6 U¢ Boyuta Cikis: 3x3 Sistem

Satir goriiniimii 3D’de: Her denklem 3D uzayda bir diizlem. Ug diizlemin ortak kesisimi = ¢6ziim.

“the row picture is getting a little hard to see” — Strang, 21:11

Strang itiraf ediyor: ii¢ diizlemin nerede kesistigini gdzle bulmak zor. 4D’de imkansiz. Yine kolon goriiniimiine
gecelim.

Kolon goriiniimii:

Strang hile yapti: b = (0, —1,4) tam olarak ¢5’e esit. O zaman ¢6ziim bir bakista goriiniiyor: z = 0,y =
0, z = 1 — sadece iiciincii kolondan bir tane al.

“I made it work that way just so we would get an answer.” — Strang, 25:15
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7 Lineer Denklemlerin Geometrisi

x=0,y=0,z=1 — b direkt c3 ile elde edilir

TS

T 4

~ 3

-~ 2

T 1

T 0

C2 - -1
-~ =2

3 —2

Sekil 7.5: 3D kolon goriiniimii: b tam olarak ¢5’e denk segildi, ¢oziim (0, 0, 1) — sadece 3. kolondan bir tane

al.

7.7 Biiyiik Soru: Her b icin Céziim Var mi?
Dersin merkez sorusu:

Cebirsel hali: Verilen A matrisi i¢in, her sag taraf b icin Ax = b denkleminin ¢6ziimii var mi1?

Kombinasyon dili: A’nin kolonlarinin lineer kombinasyonlari tiim uzay1 dolduruyor mu?

20



7.8 Yiiksek Boyutlarda Diisiinmek

Strang vurguluyor: bu aym soru, sadece farkli kelimelerle. Cevap “evet” ise A non-singular (full rank,
invertible) — esdeger isimler.

Cevap “hayir” oldugunda: Kolonlar bagimli, “tiim uzay” yerine bir alt-uzay1 dolduruyorlar. O alt-uzayin
disinda kalan b’lere ulagilamaz.

@ Builder Notu — LoRA ve Diisiik Rank

Strang “singular = trouble” diyor. ML'de ayn1 geometri arag oluyor.

LoRA (Low-Rank Adaptation): Bir LLM’in agirhik matrisini fine-tune ederken, giincelleme AW ’nin
tam rank olmasi gerekli degil. Pratikte AW zaten diisiik rankli — kolonlar1 birbirine bagl.

O yiizden AW yerine AW = A - BT yazilir; A, B ince dikdortgen matrisler (r < d). Tipik d = 768,
r = 8: 768 X 768 = 589,824 parametre yerine 2 X 768 x 8 = 12,288 — ~48x tasarruf.

Strang’1n “kolonlar bagimliysa kayip” dedigi 6zellik, LoORA’nin temel sezgisi. Aym1 geometri, farkli
yorum.

7.8 Yuksek Boyutlarda Duastiinmek

“Shall we take a little shot at thinking about nine dimensions?” — Strang, 32:25

9 denklem, 9 bilinmeyen = 9 kolon, her biri 9 boyutlu. Ayn1 soru: 9 kolonun kombinasyonlari, 9 boyutlu
uzayin tamamini doldurur mu?

Cizemezsin. Strang da “I don’t pretend to do it” diyor. Ama mantig1 isletebilirsin:
1. 2D: 2 bagimsiz kolon — tiim diizlem.
2. 3D: 3 bagimsiz kolon — tiim 3D.
3. Genelleme: n boyutta n bagimsiz kolon — tiim n-boyutlu uzay.

Rastgele secilirse:

“If I picked a random matrix, ... I guarantee it would be good.” — Strang, 33:33

Rastgele vektorlerin tam olarak bagimli cikmasi olasiligi sifir (6l¢ii sifir). Patolojik durumlar bilingli kurulur.

@ Builder Notu — Yiiksek Boyut Sezgisi

ML hep yiiksek boyutta yasar:

* BERT embedding: 768 boyut
* GPT-3 embedding: 12288 boyut
* LLaMA-3 70B baz1 katmanlar: 8192

Cizemezsin. Ama 2D/3D’de 6grendigin mantigin yiiksek boyutta da gegerli olduguna aligmalisin. Yapay
zekay1 anlamak biiyiik 6l¢iide “yiiksek boyutta sezgisel diisiinmek” demek. Strang’in “pretend 9D”
alistirmasi bunun temeli.
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7 Lineer Denklemlerin Geometrisi
7.9 Matris x Vektor: iki Hesaplama Yolu

Somut soru: Ax nasil hesaplanir?

=69 =0

Yontem 1: Kolon kombinasyonu (Strang’in tercihi)

2 5) 12
weer (0) 2 (5) - ()
Yontem 2: Satir x vektor (dot product)

y1=1(2,5)-(1,2) =12, y,=(1,3)-(1,2) =7
Ayni1 sonug. Ama farkli zihinsel model:

“A times x is a combination of the columns of A. That’s how I hope you will think of A times x
when we need it.” — Strang, 38:24

Kolon kombinasyonu: [12 7]
Satir dot product : [12 7]

A @ x (numpy) : [12 7]

Ug farkli kod, aym sonug. Modern kiitiiphaneler (numpy, PyTorch, JAX) bunu BLAS/cuBLAS ile ¢cok daha
hizli yapar, ama altta yatan mantik bu.

7.10 Bu Dersin Ozeti

1. Lineer denklem sistemi: Ax = b.

Ucg bakis: satir goriiniimii (dogrular/diizlemler), kolon gériiniimii (vektdrler), matris formu (cebir-
sel).

Kolon goriiniimii kritik, ¢iinkii yiiksek boyutta da isliyor; satir goriiniimii ¢oker.

Lineer kombinasyon: ov;v; + ayvy + ... — dersin en temel iglemi.

Biiyiik soru: Kolonlarin kombinasyonlari tiim uzay1 doldurur mu? Evet ise A non-singular.
Singular durum: kolonlar bagimliysa kombinasyonlar bir alt-uzay1 doldurur, baz1 b erisilmezdir.
Yiiksek boyutta ayn1 mantik ¢alisir — sadece ¢izemezsin.

Ax: kolon yontemi (ML igin dogru zihin modeli) ya da dot product (kod aritmetigi).

N

®© NV kW

I Tek bir ciimle

Ax ifadesi, A matrisinin kolonlarinin x bilesenleriyle agirliklandirilmis lineer kombinasyonudur —
sonraki 33 ders bu ciimlenin {izerine insa edilir.
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1 Soru 1: A =((1,2),(3,4)) ve x = (5,6) icin Ax’i (a) satir yontemi, (b) kolon yontemi ile hesapla.

7.11 Kontrol Sorulart

(a) Satir yontemi (dot product):

7.11 Kogntral Soruwlagi_ 17
*yy=3-5+4-6=39
« y=(17,39)

(b) Kolon yontemi (lineer kombinasyon):

s ()0 ()= (2)+ () - (3

Iki yontem ayni1 sonucu verir. v/

1 Soru 2: Asagidaki matrisin kolonlar1 bagimli mi bagimsiz m1? Ax = b her b icin ¢oziilebilir mi?

1 2 3
A=12 4 6
11 2
Cevap: Lineer bagimh.

Kolonlar: ¢; = (1,2,1),¢5 = (2,4,1),¢5 = (3,6, 2).

Dikkat: ¢; = ¢; + ¢y (142=3, 2+4=6, 1+1=2). Ugiincii kolon yeni bilgi getirmiyor. Matris singular.
Her b icin ¢6ziim yok — sadece ¢; ve ¢, kombinasyonu olarak yazilabilen b vektorleri ¢oziilebilir
(kolon uzay1 3D yerine 2D’lik bir diizlem).

1 Soru 3: ‘A non-singular’ ile ‘A’nin kolonlarinin kombinasyonlar1 tiim uzay1 doldurur’ ayni seyi mi
soyliiyor?

Cevap: Evet, ayni sey.
* “Non-singular” = Ax = b her b i¢in ¢6ziilebilir.
* Coziim = b vektoriinii A’nin kolonlarinin kombinasyonu olarak yazma.

* “Her b i¢in ¢oziim var” = “her b kolonlarin kombinasyonu olarak yazilabilir”.
* “Her b yazilabilir” = “kombinasyonlar tiim uzay1 doldurur”.

Bu egdegerlik dersin temel mesajlarindan biri (Strang 27:46-30:35).

1 Soru 4: (Builder) 768x768 W matrisinin 200 kolonu diger kolonlarin kombinasyonu. Bu ne anlama
gelir?

Cevap: W ’nin etkin rank’i en fazla 768 — 200 = 568. W 768 boyutlu ¢ikig alaninda ¢aligmasina
ragmen, ulagabildigi vektorler 568 boyutluk bir alt-uzayda yatiyor.
Sonug:
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7 Lineer Denklemlerin Geometrisi

» Temsil giicii tam 768 boyutlu degil; 200 boyutluk “kayip” var.

» Diisiik-rank temsille daha verimli ifade edilebilir: W ~ UVT, U,V € R768*",

* LoRA fine-tuning’de tipik r = 4—32. 768 x 768 = 589,824 parametre yerine 2 X 768 X r.
e r = 32icin &~ 12X bellek tasarrufu.

LoRA’nin temel sezgisi: fine-tuning icin tam rank gerekli degil, clinkii agirlik giincellemeleri zaten
diisiik ranklidur.

7.12 Egzersizler

Egzersiz 1. Asagidaki sistemi (a) satir yontemi (gizerek), (b) kolon yontemi (vektorleri ¢izerek), (c) matris
formunda yaz:

3r4+2y="7
z—y=1

1 ; matrisinin kolonlarinin kombinasyonlarinin tiim 2D diizlemi doldurdugunu goster.
Rastgele bir b se¢, x’i bul.

Egzersiz 2. A =

Egzersiz 3. A = (; i) matrisinin kolonlar1 hangi alt-uzayi tarar? Hangi b vektorleri i¢in ¢coziim var,
hangileri igin yok? (Ipucu: ¢, = 2¢;.)

Egzersiz 4. (Python — sayisal dogrulama) 5 X 5 rastgele bir sistem kur, ¢6ziimii hem kolon hem dot-product
yontemiyle elle hesapla ve np.1inalg.solve ile karsilagtir.

X : [ 1.639 -0.162 -0.229 ©0.988 ©0.169]
|Ax_kolon - b|: 3.2487068343022356e-16
|Ax_satir - b|: 3.2487068343022356e-16

Egzersiz 5. A matrisi n X n, kolonlari lineer bagimsiz. Ax = 0 denkleminin kag ¢6ziimii vardir? (Bu sorunun
cevabi Ders 6’da sifir uzayr N (A) kavraminin temelini olugturacak.)

7.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 2: Matrislerle Eliminasyon

Bu derste sezgi seviyesinde kaldik. Genel bir 3x3 sistem verilse hala sistematik ¢6zliim yontemimiz yok —
kolon goriiniimiinde sezgi bazi 6zel durumlarda caligir, genel durumda yetmez.

“Every bit of software, too — production, large-scale software would solve the equations.” —
Strang, 25:35
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7.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Ders 2’de Gauss eliminasyonunun mekanigi, hata durumlar1 (sifir pivot, satir degis tokusu), ve LU ayrisimina
giden yol. numpy linalg.solve arka planda tam olarak bunu yapar.

Ders 2 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢6z — 6zellikle 4 (Python dogrulama) ve 5 (sifir ¢ézlim = bagimsiz kolonlar).
* Bu ciimleyi igsellestir: “Ax ifadesi, A’nin kolonlarimin lineer kombinasyonudur.”
 Strang’in PS1’inden 2-3 problem dene (OCW 18.06SC sayfasi).

7.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da

Lineer denklem sistemi Ax = b formundaki 1:02
denklemler kiimesi

Matris Sayilarin dikdortgen 2:30
diizeni; lineer doniisiimii
temsil eder

Vektor n bilesenli siralt say1 listesi; 3:21
geometrik nesne

Satir goriniimii Her denklemi geometrik 4:20
dogru/diizlem olarak gérme

Kolon goriiniimii Ax’i kolonlarin 8:39
kombinasyonu olarak
gorme

Lineer kombinasyon a1V + ayvy + ..o — 9:51
dersin temel iglemi

Non-singular matris Her b i¢cin Ax = b’nin 30:04
¢Oziimii olan matris

Singular matris Kolonlar1 bagimli, bazi b 32:09
icin ¢oziim yok

Lineer bagimsizhik Hicbir vektoriin 34:00 (ortiik)
digerlerinin kombinasyonu
olarak yazilamamasi

Dot product u-v=>3" u; 37:52

25



7

7.

Lineer Denklemlerin Geometrisi

15 ML Baglantilar1 Ozeti

@ 5 koprii

1. Wx = W’nin kolonlarimin kombinasyonu — Her noral ag katmani1 bu islem. Embedding’ler,
attention’da V', MLP’lerin gizli temsilleri — hepsi kolon yorumuyla anlam kazanir.

2. Kolon uzay1 C'(W) — Katmanin “ulagabildigi” ¢ikiglar. Bottleneck/encoder katmani tasarimi
bu kavramla.

3. Lineer bagimlihk — Rank — LoRA — Diisiik rank kabul edip AW = AB7 ile parametrize
etme; LoORA nin temel sezgisi.

4. Singular = null vektér — dropout / pruning — Bazi yon sinyallerini sifirlayan operasyonlar.

5. Yiiksek boyut sezgisi — Tiim ML 768D+ boyutlarda yasar. 2D/3D’den 768D’ye tasinmis sezgi
aligkanlig1, bu dersin en kalict kazanct.

! Tek bir sey alip gideceksen

Ax ifadesi A’nin kolonlarinin kombinasyonudur. Bu ciimle, sonraki 33 ders, ve neredeyse tiim modern
ML in zihinsel iskeletidir. U¢ kez okudugunda “evet, kolonlarin kombinasyonu” diye icinde otursa, bu
dersin amacina ulagmais olur.
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8 Matrislerle Eliminasyon

Gauss eliminasyonu, pivot, E matrisleri ve EA = U

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 2: Elimination with Matrices (=47 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 2
¢ Okuma siiresi: =40 dk

8.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 1’de “lineer sistemin geometrisi ne?” sorusunu isledik. Simdi pratik soru: bu sistemi nasil ¢ozeriz?
Strang’in acig climlesi sert — “every software package solves equations” yontemiyle, yani eliminasyon ile.
numpy, MATLAB, LAPACK, PyTorch — hangi sayisal kiitiiphaneye baksan, Ax = b tipi sistemleri ¢ozerken
arka planda yapilan budur. Determinant degil; eliminasyon.

Uc ana parca:

1. Tleri eliminasyon — A’y1 sistematik satir islemleriyle iist iicgensel U matrisine doniistiir.
2. Geri yerine koyma — Ust iicgensel Ux = ¢’den ¢oziimii alttan yukar1 oku.
3. Matris dili — Her satir islemini bir eliminasyon matrisi £, ; olarak yaz; tiim zincir £ A =U olur.

Ugiincii parca en kritik olan1; Strang dersin yarisini buna ayirtyor. Sebep: LU ayrisimu (Ders 4), ters matris
(Ders 3) ve modern numerik LA hep bu E matrisleri {izerine kurulu.

Geri Yerine Koyma
/_’ Ux=c—Xx

Ax=b ileri Eliminasyon

—
(genel sistem) A — U (st licgensel)
s ¥ np.linalg.solve
Matris dili E-A=U A=L-U p g
L . . . 3 — torch.linalg.lu_factor
E_ij eliminasyon matrisleri (ttim zincir tek matris) (Ders 4)
LAPACK getrf

Sekil 8.1: Gauss eliminasyonu ii¢ katmanli: hesaplama — matris dili — ML kopriileri.

@ Builder Notu — Eliminasyon Her Yerde
Gauss eliminasyonunu elle yazmazsin. Ama her yerde:

* np.linalg.solve(A, b) arka planda LAPACK getrf cagirir — partial pivoting’li Gauss eli-
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8 Matrislerle Eliminasyon

minasyonu.

* Linear regression normal equations, ridge regression, Newton’s method, Kalman filter —
hepsi solve cagirir.

e Matris carpiminin “satir mi, kolon mu” sezgisi (bu derste netlesecek) attention mekanizmasin-
dan dense layer’a kadar her yerde lazim.

e Carpimin birlesmeligi (associative) Flash Attention’in temeli — ayni1 sonug, farkl parantez,
dramatik bellek tasarrufu.

8.2 Problem — Strang’in 3x3 Sistemi

Somut sistem:

z+2y+z=2
3x+8y+2=12
dy+z=2

(Uciincii denklemde x katsayisi 0.) Matris formunda:

1 21 2
0 4 1 2

Strateji: A’y1 satir iglemleriyle iist ticgensel U’ya doniistiir. Ust liggensel sistemler kolay ¢oziiliir — alttan
yukari, her satirda tek bilinmeyen kalir.

8.3 ileri Eliminasyon — Adim Adim

Hedef: A’nin kdsegen altindaki tiim girdileri sifirlamak.

Adim 1: (2,1) sifirla. 11k pivot = sol iist kose 1. Ikinci satirdaki 3’ii silmek icin 3 x satir 1°i, satir 2°den
cikar.

* Yenisatir2=(3,8,1)—3-(1,2,1) = (0,2, —2)
* Carpan {5, = 3.

(1] 2 1 12 1
3 8 1 —>(02—2)

0 41 0 4 1

Adim 2: (3,1) sifirla. Uciincii satirm 1. elemam zaten 0. lq3; =0, geg.

Adim 3: (3,2) sifirla. Ikinci pivot = satir 2°deki yeni 2. Uciincii satirdaki 4’ii silmek icin 2 x satir 2’yi, satir
3’ten cikar.
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8.4 Basarisizlik Modlari — Pivot Sifir

* Yenisatir3=(0,4,1)—2-(0,2,—2) = (0,0,5)
* Carpan {55 = 2.

Pivotlar: 1, 2, 5.

A (orijinal) E»A (31l -12) U=E3EnA (2712 - r3)
1 2 1 1 2 1 1 2 1
3 8 1 2 -2 2 -2
4 1 a4 1 5

Sekil 8.2: Eliminasyonun ii¢ anlik goriintiisii: orijinal A — F,, sonrast — E5, sonrasi U. Renkli hiicreler
degiseni gosterir; sifir pozisyonlart beyaza doner.

“This matrix is great. It gave me three pivots, I didn’t have to do anything special, I just followed
the rules.” — Strang, 10:00

Pivot Notu:

« Ug pivot, hicbiri sifir degil — A invertible (Ders 3 detay).

* Determinant = pivotlarin ¢arpimi = 1 X 2 x 5 = 10 (Strang: “I never want to know” — determinanta
nadiren bakacagiz, ama burada bedava ¢ikti).

* Pivot isaretleri matrisin pozitif tanimlihg1 hakkinda ipucu (Ders 25).

8.4 Basarisizlik Modlari — Pivot Sifir

Gecici basarisizlik — Satir takasiyla kurtulus:

Pivot pozisyonunda O var. Asagidaki bir satirla yer degistir, eliminasyona devam.

“I will never be heard to utter those words, ‘0 pivot’. But if there’s a 0 in the pivot position, |
would try to exchange for a lower equation.” — Strang, 11:25

Strang’in ornegi: A’daki 8 yerine 6 olsaydu, ikinci pivot 6 — 3 - 2 = 0 olurdu. Satir 2 ile satir 3’ii takas et —
kurtulus.

Tam bagarisizhik — Kurtulus yok:
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8 Matrislerle Eliminasyon

Pivot 0 ve asagidaki tiim girdiler de 0. O zaman matris singular — ya sonsuz ¢6ziim ya hi¢ ¢6ziim. Ders
I’deki e¢3 = ¢; + ¢4 Ornegindeki durum.

@ Builder Notu — Numerik Stabilite ve Partial Pivoting

Pratikte (numpy, LAPACK) sadece “sifir m1 degil mi” diye bakilmaz. Cok Kii¢iik pivot da problemlidir
— float aritmetikte kiiciik sayiyla bolme = patlayan hata.

Gercek implementasyonlar partial pivoting yapar: her adimda kolondaki en biiyiik (mutlak deger)
elemani pivot olarak seger, ona gore satir takasi. np.linalg.solve arka planda bunu yapar; sen “kiigiik
sayilar pivotta olmasin” diye diigsiinmek zorunda degilsin. Ama bilmek lazim: pivot se¢imi sayisal
saglamlik icin kritik.

ML de bu sezgi suralarda karsina ¢ikar: - Batch normalization — kiiciik varyansa bélmenin patlamasini
onlemek igin v/02 + €. - Layer norm, RMSNorm — ayni1 motivasyon. - Cholesky factorization —
pozitif tanimli matrisler icin “pivoting-free” alternatif.

8.5 Geri Yerine Koyma

Eliminasyon A’y1 U’ya doniistiirdii. Sag tarafa da ayni iglemleri uygulayalim. Augmented matris [A | b]:

121 ] 2
[A\b]:(:s 8 1 12)
04 1 | 2

Ayni1 carpanlar1 b’ye uygula:

* Yenib, =12—-3-2=6
* Yenib; =2—-2-6=—-10

Alttan yukar ¢oz:
* Hz=—10=2=-2
*2y—22=6=>2y+4=6=>y=1
cr4+2y+z=2=+2-2=2=2=2

Coziim: (x,y,z) = (2,1,—2).

Orijinalde dogrula: -24+2—-2=2v -6+8—-2=12v -4—-2=2V

30



8.6 Matris Dili — E, ; ile Yazmak

8.6 Matris Dili — £ ile Yazmak
Strang dersin ikinci yarisinda devasa bir adim: yukaridaki tiim satir islemlerini matris ¢carpimi olarak
yaz.

“All the key ideas get expressed as matrix operations, not as words.” — Strang, 2:16

Iki bakis lazim:
Bakis 1 (Ders 1’den): Matris x kolon vektdr = matrisin kolonlarimin lineer kombinasyonu.

Bakis 2 (YENI): Satir vektor x matris = matrisin satirlarinimn lineer kombinasyonu.

(1 2 7) (— ry —) =1r; + 2ry + Tryg

! Anahtar Prensip

Soldan carpma — satir islemleri.
Sagdan carpma — kolon islemleri.

Eliminasyon satir islemleri oldugu igin, eliminasyon matrisleri A’nin soluna garpilir.

8.7 Eliminasyon Matrisleri

Ey, — IIk adim: “Satir 1 degismesin, satir 3 degismesin, satir 2 — satir 2 — 3-satir 1.”

1 00
0 01

Her satir1 “satir vektor x matris” mantigiyla yorumla:
e Satir 1 (1,0,0): 1r; — degismedi v/
e Satir2 (—3,1,0): —3r; + ry — istedigimiz v/
e Satir 3 (0,0, 1): rg3 — degismedi v/

Genel kural: E;; identity matristen (i, j) konumuna ¢carpanin negatifi yazilarak elde edilir.

1 0 0
Egyp=(0 1 0
0 —2 1

E,, — Ikinci adim:
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8 Matrislerle Eliminasyon

E (toplu eliminasyon):
[[ 1. o. o.]

0. 2. -2.]

0. 0. 5.1

E32 @ (E21 @ A):
[[ 1. 2. 1.]
[ 0. 2. -2.]
[ 0. 0. 5.1]

Fark: 0.0

8.8 Birlesme Yasasi — Parantezleri Kaydir

“You can move the parentheses... this is highly important. So many proofs of main facts come
Jfrom just moving the parentheses.” — Strang, 35:36

Esy <E21A) = <E32E21 )A

Iki taraf ayn1. Bu yiizden tek bir £ = F3, E,; matrisi tamimlay1p tiim eliminasyonu bir hamlede uygulayabi-
liriz.

DIKKAT — Degisme yasas1 yok: AB # BA genelde. Eliminasyonda sira 6nemli — énce Fy; (sagda, ilk
uygulanir), sonra £/, (solda, sonra uygulanir). Siray1 karistirirsan farkli matris ¢ikar.

@ Builder Notu — Flash Attention ve Associative Law

Attention formiilii:

Attention(Q, K, V') = softmax ( Qj?) |4

Sequence uzunlugu 7 biiyiidikkce Q KT matrisi n x n — bellek katlar (n = 8192 i¢in ~ 256 MB tek
bir attention map icin).

Flash Attention (Dao et al., 2022) associative law ve softmax’1in ¢evrimici (online) giincellenebilirligini
kullanarak ¢arpim sirasini yeniden diizenler — ara matrisi hi¢ olusturmadan sonucu hesaplar. Ayni
matematik, farkli parantez, cok daha az HBM erisimi.

Bu derste 6grendigin “parantezleri kaydir” sezgisi, transformer optimizasyonunun temel tasi.
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8.9 Permiitasyon Matrisleri

8.9 Permiitasyon Matrisleri
Pivot sifir geldiyse satir takas1 gerek. Bu da bir matris carpimi:

() P (d)

(Soldan ¢carpma — satir islemi — satirlar takas.)

Sagdan carptiginda kolonlar takas eder. Pratik implementasyonlarda her zaman P, L, U igliisii saklanir:

PA=LU

Bu Ders 4’lin ana sonucu olacak — numerik LA’nin en yaygin ayrigimi.

8.10 Ters Matrise ilk Bakis

Strang sonu sonraki dersin kopriisiiyle bagliyor. 5, ne yaptiysa, hangi matris geri alir?

1 00 1 00
0 01 0 01
Sadece isaret degisti: —3 — +3 (eliminasyonun tersi: “3 kat1 ¢ikardiysan, 3 kati ekle”).

Ana bzellik: E;! - By = 1.

A=LU — Ders 4\'Un Onizlemesi

A L (alt Gggensel, késegen = 1) U (Ust Gggensel, pivotlar = 1, 2, 5)
1 2 1 1 1 2 1
3 8 1 3 1 2 -2
4 1 2 1 5

Sekil 8.3: A = LU aynigimr: L alt tiggensel (eliminasyon ¢arpanlart), U iist ticgensel (pivot + st taraft).
Kosegen L’de 1’ler, U’da pivotlar.
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8 Matrislerle Eliminasyon

L@U =

[[1. 2. 1.]
[3. 8. 1.]
[0. 4. 1.]]

A =
[[1. 2. 1.]
[3. 8. 1.]
[0. 4. 1.1]

Fark: 0.0

8.11 Bu Dersin Ozeti

Gauss eliminasyonu: Ax = b’yi sistematik ¢ozmenin algoritmasi.

fleri eliminasyon: A — U (iist iicgensel).

Pivot: her kolonda referans eleman, sifir olamaz.

Basarisizlik modlari: pivot sifir — satir takasi (kurtulug) ya da singular (kurtulug yok).
Geri yerine koyma: Ux = c’yi alttan yukari ¢oz.

Matris dili: Her satir iglemi bir E;. Soldan ¢arpma = satir iglemi.

Birlesme yasast: s, (FEy A) = (EqyEy)A = EA=U.

Permiitasyon: P satir takasi matrisi > PA = LU (Ders 4).

Ters matris: her F icin E~' — Ders 3’iin konusu.

VXN kWD -

I Tek bir ciimle

Eliminasyon, A’y1 bir dizi E;; matrisiyle soldan ¢arparak iist licgensel U’ya doniistiiriir: FEA=U.
Sonraki derslerde bu denklem A = LU olarak ters yiiz olacak ve numerik LA’ nin omurgasi ¢ikacak.

8.12 Kontrol Sorulari

1 Soru I: A = ((2,1),(6,8)) icin ileri eliminasyon — pivot, ¢arpan, U.

[k pivot: 2. Carpan: £, = 6/2 = 3.
Yeni satir 2: (6,8) —3-(2,1) = (0,5).

-
Il

(6 3)

Pivotlar: 2, 5. Determinant = 10.
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8.13 Egzersizler

1 Soru 2: Aym 6rnek icin E_{21} matrisini yaz ve E_{21} A = U oldugunu dogrula.

10
b = (—3 1)

(2, 1) konumunda ¢arpanin negatifi —3. Carpim:
1 0\ /(2 1 2 1
mad= (4 1) (6 5)= (0 5)=v7

1 Soru 3: Asagidaki matriste eliminasyon problem cikarir — satir takast yardim eder mi?
1 2 3
A=12 4 1
01 5
1 2 3
- 10 0 =5
01 5

(2, 2) pozisyonunda 0 var. Ama altinda satir 3’te 1 var. Satir 2 > satir 3 takas:

1 2 3
- 101 5 | =U
0 0 =5

Pivotlar 1, 1, —5. Matris singular degil — pivot sirasin1 diizeltmek gerekti. Buna partial pivoting denir.

[k adim: ¢5; = 2, satr 2 = (0,0, —5).

1 Soru 4: (Builder) np.linalg.solve(A, b) ne yapar — neden np.linalg.inv(A) @ b yazmiyoruz?
Iki ayr1 sebep:

1. Sayisal saglamlik. solve Gauss + partial pivoting kullanir. inv tiim tersi hesaplar — ¢ok daha
fazla igslem ve hata birikimi. Sadece Ax = b’yi ¢Oziiyorsan, tiim tersi bilmeye gerek yok.
2. Hiz. solve =~ n3/3 flop. inv ardindan inv @ b ~ n?3 flop. Yaklasik 3x yavas.

Genel kural: A~'b yazmak istedigin her yerde np.linalg.solve(A, b) yaz. Newton’s method,
normal equations, Cholesky tabanli iglemler, hepsinde gegerli. PyTorch: torch.linalg.solve.

8.13 Egzersizler
Egzersiz 1. Asagidaki sistemde ileri eliminasyon + geri yerine koyma yap. U, ¢arpanlar, x.

20 +y=>5
doe + 7y =11
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8 Matrislerle Eliminasyon

Egzersiz 2. 3x3 sistemini eliminasyonla ¢6z; Ey,, Fg;, [/3, matrislerini yaz; £ = Eq5 E5; Ey; ¢arpimini

bul.
1 11 6
A=12 3 4|, b=]20
1 0 2 8

Egzersiz 3. Hangi A matrisinde eliminasyon basarisiz olur ve satir takasi da kurtaramaz? En basit 2x2 6rnegi
yaz.

Egzersiz 4. (Python — LU gérsellestirme) Strang’in orneginde scipy.linalg.luile P, L, U ayrisimini
iiret ve pivotlar kontrol et.

x=[2. 1. -2.]

Pivotlar (diag U): [3. 4, 0.83333333]
P =

[[0. 0. 1.]

[1. 0. 0.]

[6. 1. 0.]]

L =

[[ 1. 0. 0. ]
[ 0. 1. 0. ]
[ ©.33333333 -0.16666667 1. 1]
U =

[[3. 8. 1. ]
[e. 4. 1. ]

[0. 0. 0.83333333]]

Egzersiz S. Carpanlarin isaretlerini degistirip E;jl matrislerini ters gevirerek L = Ey;' E5i' E55' matrisini
bul (Strang’in 3x3 6rnegi icin). Sonug alt licgensel olmali. Bu L, LU ayristmimin L’idir.

8.14 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 3: Matris Carpimi ve Ters Matrisler

* Matris ¢arpiminin dort bakisi: kolon x kolon, satir x satir, hiicre, blok.
¢ Ters matrisin tam tanim1 ve Gauss—Jordan ile hesabi.
* (AB)™! = B~'A~! — gira ters cevriliyor.

Ders 3 Oncesi yapilacak
* Bu dersin egzersizlerini ¢z, 6zellikle 4 (LU gorsellestirme) ve 5 (Ui ters eliminasyonla insa).

* Bu ciimleyi igsellestir: “Eliminasyon A’yt E matrisleri ile carparak U "ya doniistiiriir: EA = U.”
* Python’da scipy.linalg.lu ile birka¢ farkli matris dene; pivot pozisyonlarini1 anlamaya calis.

36



8.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

8.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da

Eliminasyon (Gauss) A’y satir iglemleriyle U’ya  Om30
doniistiirme

Pivot Her kolonda referans 4m20
eleman, sifir olamaz

Carpan /; j Eliminasyon adiminin oran1  4m50

Ust iicgensel U Kosegen alti sifir olan 9m25
matris

fleri eliminasyon A — U doniisiimii 5ml8

Geri yerine koyma Ux = ¢ ¢ozlimii, alttan 17m50
yukari

Eliminasyon matrisi £, ; (i, 7) konumunu sifirlayan ~ 29m08
elementer matris

Birlesme yasasi A(BC) = (AB)C — 35m36
parantez kaydirilabilir

Permiitasyon P Satir takas1 matrisi 37m35

Ters matris £~! E-Et'=1 44m00

Singular Pivotu sifirlanan ve takasla  14m00

kurtulmayan matris

8.16 ML Baglantilari Ozeti

1.

@7 koprii

np.linalg.solve = Gauss eliminasyonu — Linear regression normal equations, Newton’s
method, Kalman filter — hepsi bu rutini ¢cagirir.

. LU decomposition (Ders 4) — Eliminasyonu saklamanin yolu. torch.1linalg.lu_factor —

aym A icin birden ¢ok b ¢oziileceginde cache.

. Matris carpimu sira 6nemli —» AB #+ BA. Attention’da QK vs KT'(Q farkli; backprop’ta
. Birlesme yasas1 — Flash Attention — Ayni sonug, farkli parantez; HBM erisimi O(n?)’den
. Partial pivoting — numerik saglamlik — Batch/layer norm, € ile bolme, Cholesky alternatifi

. Singular matrisler — Ill-conditioned sistemler, gradient explosion/vanishing, diisiik-rank kayip-

lar; Ders 1’in LoRA hikayesinin numerik versiyonu.

2
3
gradient zincirinde sira hayati.
4
O(n)’a iner.
5
— hepsi ayn1 motivasyon.
6
7

. Permiitasyon matrisleri P — Token shuffling, batch reordering, dropout maskelerinde implicit

P.
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8 Matrislerle Eliminasyon

! Tek bir sey alip gideceksen

E A = U. Eliminasyon = sol-¢arpan E matrislerinin zinciri = A’y1 st iiggensel yapma. Bu denklem,
sayisal lineer cebirin temel tasi.
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9 Matris Carpimi ve Ters Matrisler

Bes bakis, bir sonu¢ — ve Gauss—Jordan ile A™!

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 3: Multiplication and Inverse Matrices (=47 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 3
* Okuma siiresi: =40 dk

9.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 2’de eliminasyon matrislerini sol-¢arpan olarak kullandik: EA = U. Strang simdi geri doniip diyor ki
matris ¢arptminin beg ayr1 yolu var — hepsi ayn1 sonucu verir, ama her biri farkl bir a¢1 kazandirir.

Iki biiyiik tema:

1. Matris ¢carpiminin bes yolu — Standart (satir x kolon), kolon yolu, satir yolu, kolon x satir toplami
(rank-1 ayrisimi), blok carpima.
2. Ters matris — Tanimi, var olma kosulu (ii¢ farkli bakis), ve Gauss—Jordan ile hesab.

Ikinci kisim, Ders 2°deki “her eliminasyon adiminin bir tersi var’” sezgisini formallestirir.

AB carpimi

l

Yol 2: kolon yolu Yol 3: satir yolu
C kolonlar = A kolonlarinin C satirlan = B satirlarinin
komb. komb.

E

Gauss-Jordan
[Al] = 1A "]

Yol 1: standart
C_ij = satir-kolon

Yol 4: kolon x satir toplam1
(rank-1 expansion)

Yol 5: blok carpimi

SVD'nin habercisi ¥ FlashAttention
) EA=I=E=A"
LoRA, low-rank tensor parallelism

Sekil 9.1: Matris carpiminin bes yolu ve ters matrisin Gauss—Jordan ile ingasi.

@ Builder Notu — Modern ML'de Bes Yol Ne Ise Yarar?

* Yol 4 (kolon x satir = rank-1 toplami) — SVD’nin sezgisel temeli (Ders 29). A = > A Ukukv;-g

— her terim rank-1. LoRA bu temele dayanur: biiyiik AW yerine A - BT (ince matrisler).
* Yol 5 (blok carpimi) — Distributed GPU matmul, FlashAttention chunking, tensor parallelism.
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9 Matris Carpinu ve Ters Matrisler

Biiyiik matrisleri bellege sigdirmanin yolu.

* Singular vs invertible — ML'de ill-conditioned problem teshisi; regularization (L2/weight decay)
tam olarak “matrisi singular olmaktan uzaklagtirma”.

» (AB)"! = B~1A~! - Backprop’ta zincirleme tiirev sirasinin matematiksel temeli; normalizing
flows / invertible networks.

9.2 Matris Carpimi — Bes Yol

Iki matris: C' = AB. Boyutlar: A (m x n), B (n x p), C' (m X p). A’nin kolon sayis1 = B’nin satir sayisi
olmazsa ¢arpim tanimsiz.

“There are many ways you can do it, and they all give the same answer. And they’re all important.”

— Strang, 0:24

9.2.1 Yol 1: Standart (satir x kolon)

n
Cij = Aif bkj
k=1

Klasik okul yontemi. Hesaplama i¢in pratik; sezgi vermez.

9.2.2 Yol 2: Kolon Yolu

C"nin her kolonu A - (B’nin ilgili kolonu):

. | o |
. | ] |

C’nin her kolonu, A’nin kolonlarinin bir lineer kombinasyonudur — katsayilar B’nin ilgili
kolonundan.

9.2.3 Yol 3: Satir Yolu

C’nin her satir1 (A’nin ilgili satir1) - B:
C’nin her satir1, B’nin satirlarinin bir lineer kombinasyonudur — katsayilar A’nin ilgili satirindan.

Yol 2 + 3 sezgisi: Soldan ne koyarsan C"’nin satirlarm belirler; sagdan ne koyarsan kolonlarmi. Ders 2’deki
“soldan = satir islemi” kuralinin bagka bir yiizii.
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9.2 Matris Carpimi — Bes Yol

9.2.4 Yol 4: Kolon x Satir Toplami (rank-1 expansion)

Bir kolon (m x 1) ile bir satir (1 x p) carp — m X p matris. Ornek:

2 2 12
(3) (1 6)= (3 18)
4 4 2

Bu matrisin tiim kolonlar: (2, 3,4)” dogrultusunda, tiim satirlari (1, 6) dogrultusunda — bu rank-1
matris demektir.

Carpimi rank-1 toplamm olarak yaz:

n

AB = Z(A’mn k. kolonu) - (B’nin k. satir1)

k=1
rank-1: A. 1By, . rank-1: A. 7B>, .
2 12 0
3 18 4+ 0 =AB
4 24 0

Sekil 9.2: Yol 4: AB carpimi, n tane rank-1 matrisin toplami. Bu sezgi dogrudan SVD’ye (Ders 29) ve

LoRA’ya gotiiriir.

R1 + R2 =

[[37. 12.]

[43. 18.]

[49. 24.]]
A@B =

[[37. 12.]

[43. 18.]

[49. 24.]]

“All those rows lie on the line through (1, 6). All the columns lie on the line through (2, 3, 4). So
this is a really minimal matrix.” — Strang, 17:18
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9 Matris Carpinu ve Ters Matrisler

9.2.5 Yol 5: Blok Carpimi

Matrisleri uygun sekilde bloklara bél, blok-blok ¢arp:

Ay Ay (B By) _ (AiBy+ 4,83 A By +AyB,y

Her blok pozisyonunda “satir bloklar1 x kolon bloklar1” toplami1 — biiylik ¢arpimin aym kurali, sadece
elemanlar yerine alt-matrisler.

@ Builder Notu — Blok Carpimi = Al Altyapist

* GPU memory: Matris GPU’ya sigmiyorsa blok blok ¢arp.

+ FlashAttention (Dao 2022): (Q KT yi blok blok hesapla, sadece softmax ciktisimt HBM’e yaz.
Ayni matematik, O(n) bellek erigimi.

* Tensor parallelism: Biiyiik weight matrisi GPU’lar arasinda bloklara dagitilir; her GPU bir blogu
tutar.

* Mixed precision: Bazi bloklar1 FP32, bazilarin1 FP16 hesapla; blok ¢arpim kurali birlestirir.

9.3 Ters Matris — Tanim ve Var Olma Kosulu

Akare (n x n). A’nin tersi A~!, eger varsa:

A-At=T ve A1 - A=1

Square matrisler icin bedava bonus: sol ters = sa§ ters (rectangular i¢in degil, Ders 33).

iki sinif:

¢ Invertible (non-singular): A~ var.
+ Singular: A~! yok.

9.4 Tersi Olmayan Matrisler — Uc Bakis

()

Bakis 1: Determinant. det A = 1-6 — 3 - 2 = 0 — singular.

Bakis 2: Kolon bagimliig. ¢, = 3c;. Iki kolon aym dogrultuda — kolon uzay1 bir dogru. AXin kolonlar
hep o dogru iizerinde, identity iiretilemez.

Bakis 3: Ax = 0 icin sifirdan farkh x (en giiclii test):
3 3—3 0
3) =628 -@)
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9.5 Gauss—Jordan: A~1’i Bulma Algoritmast

Celiski: Eger A~! olsayds, her iki yam soldan A~!ile garp: X = A1 -0 =0. Ama X = (3,—1) # 0.
Celiski —» A~! yok.

“The matrix can’t have an inverse if some combination of the columns gives nothing.” — Strang,
30:02

! Singular Testin Ozii

A7l var <= Ax = 0’1n tek ¢oziimii x = 0°dr.

9.5 Gauss—Jordan: A~ "i Bulma Algoritmasi

1 3 . .
A= (2 7) (det = 1, invertible)

Strateji: A~1’i bir matris olarak yaz: kolonlari x;, X5. Yol 2’ye gore A - A=t = I demek:

o AXl — el - (1,0>T

Iki sistem, ayn1 A, farkli sag taraflar. Jordan’in fikri: ikisini birlikte ¢6z — augmented matris [A | I].

Augmented:
1 3|10
[A|I]:{2 710 1]
Asama 1 (ileri eliminasyon): 2 - r; — 7y:
. 13,1 0
0 1}]-21

Sol taraf I oldu, sag taraf:

Dogrula: A- At =1 /.
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9 Matris Carpinu ve Ters Matrisler

Manuel A"™-1:
[r 7. -3.1
[-2. 1.]]

numpy A”-1:
[ 7. -3.]
[-2. 1.]]

A@Ar-1 =
[[1. @.]
[0. 1.]]

9.6 Gauss—Jordan Neden Calisiyor?

Her eliminasyon adimi1 = soldan bir £ matrisi ile carpma. Tiim adimlar birlestir: £ = E} --- B, .

Augmented matris [A | I] iizerine etki:

E-[A|I]=[EA|EI = [EA| E]

Algoritma sonunda sol taraf I oldu, yani £A = I. Demek ki:

E=A"1

Ve sag tarafta kalan da £ = A~'. Algoritma “sanstan” ¢alismiyor; tiim eliminasyonu yapan kombo matris,
tam olarak A1

“If E times A is the identity, then E must be the inverse of A. And on the right-hand side, where
we just smartly tucked on the identity, it’s turning into A inverse.” — Strang, 45:35

9.7 Bu Dersin Ozeti

Matris carpiminin bes yolu — Standart, kolon, satir, rank-1 toplami, blok.

Ters matris: A- A~! = A~!. A = I (square icin).

Tersi olmayan matrisler ii¢ bakis: determinant 0, kolonlar bagimli, Ax = 0 i¢in sifirdan farkl x.
Gauss-Jordan: [A | ] — [ | A71].

Neden caligir: Tiim eliminasyon = E kombo; EA =1 = E = A™L,

ARl

I Tek bir ciimle

Matris garpiminin bes yolu farkli bakislar verir; ters matris [A | I] — [I | A~?] ile bulunur — iinkii
tiim eliminasyonun kombosu E, EFA = I kosulunu sagladiginda E = A1,
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9.8 Kontrol Sorulart

).§ Soruzr Al S@8)dA214)) invertible mi? Ug bakisla goster.
Det: 4 -4 — 8 -2 = 0 — singular.
Ax = O testi: x = (2, —1)7:

8 —8
Ax = <4_4) =90

Sifirdan farkli x var — singular.

Kolon bagimhhg: ¢, = 2¢;. Ayn1 dogrultu — identity iiretilemez.

1 Soru 3: Gauss—Jordan ile A = ((2,1),(5,3)) tersini bul.

Augmented:

2 1 1 0]

0 1/2]-5/2 1 |

Pivotlar1 normalize (7, - 2, sonra 7y — 7y — 'y, sonra r /2):
. 1 0|3 —1]

0 1}]-5 2

(3 1
= (5

Dogrula: A- A1 =1 .

45



9 Matris Carpinu ve Ters Matrisler

1 Soru4: (AB)! = B"'A"!' — neden sira ters? Backprop’ta nerede?

Niye sira ters:

(AB)(B'AY)Y=ABB HYA L =A.T- A =1/

Eger A~ B~! deneseydin: A(BA~')B~! — burada BA~! sadelesmez (BA # AB genelde).
Backprop’ta: Forward x — Ax — B(Ax) = (BA)x. Invertible flow modellerinde “geri y6n”
(BA)™' = A'B L.

oL _ 9L Oy

Zincirleme tiirevde ayni sira: 52 = 5 - 5, — Jacobian sirasi ¢iktidan girdiye. Backward pass’in
y X
matematiksel iskeleti.

9.9 Egzersizler
Egzersiz1. A = ((1,2),(3,4)), B = ((5,6), (7,8)) carpimint Yol 4 (rank-1 toplamu) ile yaz; iki rank-1
matris.

Egzersiz 2. A = ((1,2,3),(2,4,6),(3,6,9)) invertible mi? Soru 2’deki ii¢ bakisla goster. (Ipucu: tiim
satirlar (1,2, 3)’tin katlar1.)

Egzersiz 3. (Python) np.linalg.inv ile np.linalg.solve performansini karsilastir.
solve : 2.25 ms

inv@b : 133.00 ms  (~ 59.0x yavas)
| fark|: 2.01e-11

Egzersiz 4. 4 X 4 bir matrisi 2 X 2 bloklara bol, blok ¢arpimi ile sonucu bul, standart yontemle kargilagtir.

Egzersiz 5. A = ((1,2),(0,3)), B = ((2,0),(1,1)). A=, B~! Gauss—Jordan ile bul, sonra (AB)!"i iki
yoldan: (a) AB’nin dogrudan tersi, (b) B~*A~! carpimi. Aym ¢ikmali.

9.10 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 4: A = LU Faktorizasyonu

 Her invertible matris i¢in A = LU ayrigimi.

» L (alt iiggensel) = ters eliminasyon adimlarinin ¢arpimi.

» U (iist liggensel) = ileri eliminasyonun sonucu.

* Sayisal LA’nin en yaygin ayrisimi; scipy.linalg.lu, torch.linalg.lu_factor arka plani.

Ders 4 oncesi yapilacak

* Egzersizleri ¢z, 6zellikle 3 (solve vs inv) ve 4 (blok carpimi).
* Python’da scipy.linalg.lu ile birkac matris dene.
* Ana ciimleyi tekrar oku.
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9.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

9.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da

Yol 1: Standart Cij =22, Qi 0:33

Yol 2: Kolon C kolonlari = A 6:11
kolonlarinin komb.

Yol 3: Satir C satirlar1 = B satirlarimin - 10:09
komb.

Yol 4: rank-1 toplam AB=3%, a'bioY 12:06

Yol 5: Blok carpim Bloklara bol, blok-blok 18:34
garp

Rank-1 matris Tiim kolonlar/satirlar tek 17:18
dogrultuda

Ters matris AATL =A"1A=1T 21:22
(square)

Singular test Ax = 0 i¢in x # 0 varsa 28:00
singular

Gauss-Jordan [A|I] = [I| A 36:13

(AB)™! = B~ 1A~! (siraters) 47:00

9.12 ML Baglantilar1 Ozeti

@ 6 koprii

1. Yol 4 (rank-1 toplam1) —» SVD/LoRA — Her matris en az r rank-1 matrisin toplami; LoRA bu
temele dayanur.

2. Yol 5 (blok carpimi) — FlashAttention / tensor parallelism — Biiyiik matrisleri bellege
sigdirmanin matematiksel iskeleti.

3. (AB)~! = B~ A~! - backprop siras1 — Normalizing flows, invertible NN, zincirleme tiirev.

4. np.linalg.inv vs np.linalg.solve — Inverse hesaplamak nadiren gerekli; A~'b yerine
solve(A, b) (3x hizli, saglam).

5. Singular = ill-conditioned — Gradient descent yakinsamiyorsa condition number yiiksek; weight
decay = “matrisi singular’dan uzaklagtir”.

6. Kolon uzay sezgisi —» embedding spaces — Word/sentence embeddings = vektor uzayinda
“anlam yonleri”; ulagilabilir vs ulagilmaz vektor kavrami.

! Tek bir sey alip gideceksen

Matris carpiminin beg yolu farkli bakiglardir, ayn1 sonucu verir. Gauss—Jordan [A | I]’dan [I | A™1]’a
giderek A~1’i kurar — ¢iinkii eliminasyon kombo matrisi F, EA = I kosulunda tam olarak A~!"dir.
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10 A = LU Faktorizasyonu

Eliminasyonun dogru matris formu — ve numerik LA’ nin temel tas1

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Lecture 4: A = LU Factorization (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 4
¢ Okuma siiresi: =40 dk

10.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 3’te ters matrisi ve Gauss—Jordan’1 gordiik. Ders 4’iin iki temasi:

1. Kisa hazirhk: (AB) ! = B 1At ve (A7) = (A4 H)T.

2. Asil mesele — A = LU: Ders 2’de EA = U gordiik. Simdi ters ¢evirip A = LU yaziyoruz. Sebep:
L sezgisel olarak giizel bir matris (eliminasyon ¢arpanlart dogrudan yerlesir), F ise degildir (¢carpanlar
birbirine karigir).

“A = LU is the most basic factorization of a matrix.” — Strang, 7:13

@ Builder Notu — Neden LU Her Yerde

* np.linalg.solve(A, b) arka planda: A = LU faktorize et - Ly = b (forward sub) —
Ux = y (back sub).

+ Aym A ile birden ¢ok b ¢6z: LU’yu bir kez hesapla, sonra her b igin sadece O(n?) 6de, O(n?)
degil. Kalman filter, Newton’s method, batch ¢oziimlerin altyapisi.

* Cholesky decomposition (Ders 25/28) LU nun simetrik pozitif tanimli 6zel hali — Bayesian
inference, Gaussian processes, normal equations.

 Maliyet ~ n? /3 — GPU TFLOPS sayilari bu hesapla anlam kazanur.

10.2 (AB)™! = B~ A~ — Garpimin Tersi
(AB)(B'A ) = A(BBB WA = A-1- A =Iv

Sira ters doniiyor. Strang’in metaforu:
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10 A = LU Faktorizasyonu

L: alt ticgensel
kosegen = 1
carpanlar yerinde

U: Ust lcgensel

/ késegen = pivotlar
\' partial pivoting

P-A=L-U

E-A=U
A (orijinal) > (Ders 2) E"{-1} ile cevir i A=L-U
ers

¥ np.linalg.solve
scipy.linalg.lu_factor
Cholesky (Ders 25/28)

Sekil 10.1: Eliminasyon — A = LU. L carpanlari, U pivotlar1 tagir; partial pivoting gerektiginde PA = LU.

“You take off your shoes, you take off your socks; the good way to invert that process is socks
back on first, then shoes.” — Strang, 3:21

Corap Once, ayakkabi sonra; tersi: ayakkabi dnce cikar, ¢corap sonra.
10.3 (A7)~ = (A~1)T — Transpoz ve Ters Yer Degistirir
AA™! = I’y1 transpozla:

(AA T = [T — (A)TAT =

Demek ki (AT)~! = (A~1)T. Transpoz ve ters alma islemleri commute eder.

ML’de: Normal equations (ATA)*l simetri korur. Kovaryans ¥ ~! simetrik kalir. Backprop’ta forward
y = Wx — gradient W7 ile zincirlenir.

10.4 A = LU — Basit 2x2 Ornegi

Ders 2’den: EA = U. Tersini al:

A=FE'U < A=LU (L:=FE1)

Strang’in 6rnegi:
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10.5 A = LDU — Pivotlari Késegene Cekme

Carpan {5, = 8/2 = 4:

U

1 0 2 1
E21:<_4 1>7 E21A:<0 3)

L = E5' — sadece isaret degisir (—4 — +4):

() =) 6) = ()=

L’nin (2,1) konumundaki 4, eliminasyondaki ¢arpan /5, ’in kendisi. Rastlant1 degil.

A=LU
A L (késegen 1, carpan 4) U (pivotlar 2, 3)

Sekil 10.2: A = LU aynisimi: L alt tiggensel (kdsegen 1, ¢arpanlar yerinde), U iist iiggensel (kdsegen =
pivotlar).

10.5 A = LDU — Pivotlan Késegene Cekme

L ve U arasinda bir asimetri var. Pivotlar1 ayr1 bir kdgegen matrise ¢ek:
U — 2.1y (20 1 1/2
~—\0 3/ \o0 3 0 1
—_—— e ————
D U’
A= LDU’

Hem L hem U’ kosegende 1’ler tagir; D pivotlari. Simetrik matrisler icin A = LDL” olacak (Ders 25,
Cholesky’nin temeli).
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10 A = LU Faktorizasyonu

10.6 3x3 — Carpanlar Lde Dogrudan Oturuyor

3x3’te ii¢ eliminasyon adimi: Egy Esy Foy A = U, yani A = (Eyy' E3' E33 )U = LU.

Strang’in biiyiik gézlemi: Carpanlar L’ye dogrudan yerlesir, hicbir matris carpimi gerekmez.

“The multipliers go directly into L. You can throw away A as you create LU.” — Strang, 23:52
E=E3Ey; — (3,1)\'de ¥*10%* karisikhg L=E5'E3} — carpanlar (2, 5) yerlerinde
1 o 0o 1 0 0o
-2 1 0 2 1 0
10 -5 1 o 5 1

Sekil 10.3: 3x3 i¢in carpanlar L’ye dogrudan yerlesir, E’de karigir. €,,=2 ve €3,=5 olsun: E’nin (3,1) hiicresinde
2-5=10 karigiklig1 ¢ikar, L’de hi¢ olmaz.

Neden L’de karismuyor? Ters sirada garpiyoruz; iist matris (£ 11) zaten satir 2’yi etkilemis, alt matris (E§21)
sadece satir 3’e dokunuyor. Ust-alt etkilesim olmadan, her carpan kendi yerine yerlesir.

@ Builder Notu — LU Cache

scipy.linalg.lu_factor(A) L ve U’yu compact formatta dondiiriir. Sonra 1u_solve(LU_factors,
b) her b icin O(n?) — ¢ok daha ucuz. Newton’s method, recursive Bayesian filter, PDE coziiciiler,
hepsi bu pattern.

10.7 Eliminasyon Maliyeti — n> /3

flk adim: (n — 1) x (n — 1) blok degisir — ~ n? islem. fkinci: ~ (n — 1)2. Toplam:

n n 3
T(n):Zk’Qw/ $2d1’:%
0

k=1

“It’s about one third of n cubed. That’s the magic operation count.” — Strang, 36:35
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10.8 Permiitasyon Matrisleri ve PA = LU

Sag taraf maliyeti: b icin ~ n? — ihmal edilebilir.

Boyut LU faktorize Her b i¢in ¢oziim

n = 100 ~ 10° flop ~ 10* flop

n = 1000 ~ 10? flop (~ 1 sn) ~ 106 flop (~ 1 ms)
n = 10000 ~ 1012 flop (dk) ~ 108 flop (~ 100 ms)

n’yi 2x alirsan, maliyet 8 <. Bu, neden modern ML’ in tam matris terslerinden ka¢indigint agikliyor: 1B x
1B parametre icin 102 flop — imkansiz. Onun yerine SGD, Adam, KFAC gibi yaklasik metotlar.

10.8 Permitasyon Matrisleri ve PA = LU

Pivot pozisyonunda sifir gelirse satir takasi gerek. Permiitasyon matrisi P = identity nin satirlari yer degismis
hali. Soldan ¢carpma — satir takasi.

Genel form: PA = LU. scipy.linalg.lu(A) her zaman (P, L, U) ii¢liisii doner.

Numerik saglamlik (partial pivoting): Pratikte LAPACK her adimda kolondaki en biiyiik (mutlak) elemani
pivot olarak secer. Kii¢iik pivota bolme = float hata patlamasi.

n X n permiitasyon sayisi = n!:

en=3—=6
en=4—24
e n=10— 3.6M

Bu hizl biiylime, “her permiitasyonu dene” algoritmalarinin neden ¢alismadigint (TSP, vb.) acikliyor.

10.9 P~! = PT — Permiitasyonlarin Sihirli Ozelligi
Permiitasyon matrisleri ortogonal:
p-1_ pT
Geometri: P bir takas, geri almak = ayn takasi tekrar. Ortogonal matrisler Ders 17°de detayli islenecek.
Grup yapisi: n! permiitasyon bir matematiksel grup olusturur — kapali carpim, identity, terslere sahip. ML'de

gruplar simetri = equivariant networks (GNN, transformer permiitasyon-equivariance, group convoluti-
ons).
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10 A = LU Faktorizasyonu

10.10 Bu Dersin Ozeti

(AB)™! = B 1A' —siraters.

(AT)=1 = (A~1)T — transpoz ve ters yer degistirir.

A = LU — eliminasyonun dogru matris formu.

Carpanlar L’ye dogrudan oturur — eliminasyon sirasinda sadece ¢, ; kayit et, L bedava.
A = LDU — alternatif simetrik form (D pivotlar1 tagir).

Maliyet ~ n3/3 (b icin ~ n?).

Permiitasyon matrisleri P — satir takasi, n X n i¢in n! tane.

P! = PT _ ortogonallik.

P NN R WD

! Tek bir ciimle

Eliminasyon = A = LU demektir. L eliminasyon ¢arpanlarini yerinde tasir; U pivotlu iist liggensel.
Numerik LA’nin en temel ayrigimi — solve ¢agrisinin arkasinda bu galigiyor.

10.11 Kontrol Sorulari

1 Soru I: A = ((3,6),(9,14)) icin LU bul.

L: garpan 43, (2,1)’e:

Pivotlar: 3, —4. LU = A V.

1 Soru2: A = ((1,2),(0,1)), B = ((1,0),(3,1)). (AB) i iki yoldan.

7 2 L (1 =2
Yol 1 — direkt: AB = 3 1) det=1,(AB)"' = (_3 7 )
L 1 0
Yol 2 — formiil: A~ 3 . Sira ters:
1 -2
—14-1 _
B tA = (_3 7 ) v

A1 B! yapsaydik yanlis cikard.

54



10.12 Egzersizler

1 Soru3: A= ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) icin satir takas1 gerekli — PA = LU yap.

(1,1)’de 0 var — satir 1 < satir 2 takas, P = Pj,:
1 01
PA=10 11
1 10
Eliminasyon: {5, = 1,45, = 1. U:

L (carpanlar):

Pivotlar 1,1, —2 — sifir yok, A invertible.

1 Soru 4: solve niye inv @ b’den hem hizli hem dogru? (LU baglantis.)

Haz:

e inv(A): LU + n tane RHS ¢oziimii (n - n? =n3) +inv - b (n?). Toplam ~ 4n3/3.
* solve(A, b):tek LU (n3/3) + tek forward/back sub (n?). Toplam ~ n3/3. ~4 x hizl.

Saglamhik: inv tiim hiicreleri hesaplar — her hiicrede float hata birikir; sonra inv - b hatalar biiyiitiir.
solve partial pivoting’li LU — stabilite optimize.

Istisna: A~1"i cok kere kullanacaksan inv hesaplayip cache’le. Modern Bayesian inference/Kalman:
lu_factor + lu_solve (tam ters yerine LU sakla).

10.12 Egzersizler

210
Egzersiz 1. A = (6 4 1) icin LU — ¢arpanlari kayit et, I’yi dogrudan insa et.
4 5 3

Egzersiz 2. Egzersiz 1’in A’s1icin Ax = (1,7,14)T:

» Forward sub: Ly = b
* Backsub: Ux =y

1 100
. . 23101, e 1 -
Egzersiz 3. Tridiagonal A = 0 4 6 1|0 sadece L’nin kdsegen-alt1 elemanlarin bul. (Tridiagonal
0 0 5 8
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10 A = LU Faktorizasyonu

— LU ¢ok hizli.)

Egzersiz 4. (Python) scipy.linalg. lu ile partial pivoting’li ayrigim.

P =
[[0. 0. 1.]
[1. 0. 0.]
[0. 1. 0.]]
L =
[[ 1. 0. 0. ]
[ 0.66666667 1. 0. ]
[ ©.33333333 -0.14285714 1. 11
U =
[[ 6.00000000e+00 4.00000000e+00 1.00000000e+00]
[ 0.00000000e+00 2.33333333e+00 2.33333333e+00]
[ 0.00000000e+00 ©.00000000e+00 -5.55111512e-17]]
Pivotlar (diag U): [ 6.00000000e+00 2.33333333e+00 -5.55111512e-17]
PAL@U=
[[ 2.00000000e+00 1.00000000e+00 -1.18952467e-17]
[ 6.00000000e+00 4.00000000e+00 1.00000000e+00]
[ 4.00000000e+00 5.00000000e+00 3.00000000e+00] ]

Egzersiz 5. [spat: A simetrik ve LU ayrisimi (satir takasisiz) varsa, A = LDL? (Cholesky’nin temeli, Ders
25).

fpucu: A = LU = LDU’ ve A = AT Esitlikten L = U’? yani A = LDL" ¢ikar.

10.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 5: Transpoz, Permiitasyon, Vektor Uzaylar1 R"

« Transpoz kurallari, simetrik matrisler (4 = AT).
* Permiitasyon matrislerinin grup yapisi.
* Vektor uzaylar1 R?, R?, R” ve alt-uzaylar — Chapter 3’iin ac1lisi.

Ders 5 Oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢6z, ozellikle 4 (scipy.linalg.lu) ve § (Cholesky temeli).
* solve vs inv performansint n = 1000 ve n = 2000 i¢in dl¢.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Eliminasyon = A = LU. Carpanlar L’de yerinde, U 'da pivotlar.”

10.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
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10.15 ML Baglantlar: Ozeti

Kavram Tanim Strang’da

(AB)! B 'A~! —siraters 0:31

(AT~ (A™HT — transpoz/ters ~ 4:01
yer degistirir

A=LU Eliminasyonun matris 7:06
formu

L (lower) Alt iicgensel, kosegen 1, 12:02
carpanlar yerinde

U (upper) Ust iiggensel, kdsegen 8:10
pivotlar

A=LDU L,U’da I’ler, D’de 12:22
pivotlar

3x3’te 10 problemi E’de carpanlar karistr, 18:24
L’de karigmaz

Operation count n3/3 + n? per RHS 36:35

Partial pivoting Numerik stabilite i¢in en 38:50
biiyligii pivot

Permiitasyon P Identity satir takasi 39:35

PA=LU Genel form 40:30

pt=pT Ortogonallik 47:06

n! permiitasyon n X 1 icin tam say1 47:19

10.15 ML Baglantilar Ozeti

@7 koprii

M

a

A = LU =np.linalg.solve — Her solve ¢agrisinin arkasinda.

LU cache — 1u_factor + lu_solve — Kalman/Newton/Bayesian inference.

n? /3 maliyeti — Tam matris terslerinden kagcinma; SGD/Adam/KFAC.

Cholesky A = LL" — Bayesian inference, Gaussian processes, normal equations.

P permiitasyonu — equivariant networks — GNN, transformer permiitasyon-equivariance,
group convolutions.

(AB)™! = B7'A~! — Backward pass, normalizing flows (Glow, ReaNVP).

7. (AT)™! = (A~1)T - Normal equations simetri korumast; ridge, kernel methods, GP.

! Tek bir sey alip gideceksen

Eliminasyon = A = LU. L garpanlari yerinde tagir; U pivotlu tist tiggensel. Numerik LA’nin temel
tast — solve cagirdigin her yerde arka planda bu calisiyor.
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11 Transpoz, Permiitasyon, Vektér Uzaylar R"

Vektorlerden uzaylara — ve kolon uzayinin dogusu

1 Boliim bilgisi

 Strang’in videosu: YouTube — Lecture 5: Transposes, Permutations, Spaces R" (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 5
* Okuma siiresi: =40 dk

11.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 4’te A = LU ve permiitasyon matrislerine ilk bakig1 gordiik. Ders 5 iki yaridan olusuyor:

1. Boliim 2.7’nin tamamlanmasi: Genel PA = LU + transpoz kurallari + simetrik matrisler.
2. Asil olay — vektor uzaylari: Strang’in deyisiyle “gercek lineer cebirin baslangic1”. Artik tek tek
vektorlerle degil, vektor uzaylar ve alt-uzaylari ile diisiiniiyoruz.

“We’re coming to the beginning of real linear algebra, which is seeing a bigger picture with vector
spaces — not just vectors, but spaces of vectors and sub-spaces of those spaces.” — Strang, 0:57

@ Builder Notu — Vektor Uzay1 Neden ML'in Tam Merkezinde

* Embedding uzaylar birer vektor uzayidir. Kelime/goriintii/kullanict R™’de bir nokta; “anlam” =
geometri.

* Alt-uzay = diisiik boyutlu yap1. Yiiksek boyutlu veri cogunlukla daha diisiik boyutlu bir alt-uzaya
yakin oturur — PCA, SVD, LoRA hep bunu somiiriir.

» Kapalilik = lineer kombinasyon uzaydan ¢ikmaz. Bir lineer katmanin bias’si1z kismi ¢iktiy1 tam
C(W)’ye tagir.

* Bias = afin = orijinden kayma. PCA’da merkezleme tam da “alt-uzaylar orijinden gecer” kuralina
uydurmak igin.

+ AT ve simetri backprop Jacobian transpozlarinin ve kovaryans matrislerinin iskeleti.

11.2 Genel PA = LU

Eliminasyon sirasinda pivotta sifir gelirse — satir takas1 — P matrisi. Faktorizasyon:

59


https://www.youtube.com/watch?v=JibVXBElKL0
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/transposes-permutations-vector-spaces/

11 Transpoz, Permiitasyon, Vektor Uzaylart R"

PA=LU P~ =PT
(satir takasiyla) n! permiitasyon

Normal denklemler
(ATA)-'ATb

— Simetrik: A = AT

Transpoz AT

\P ¢~ RTR her zaman simetrik

v

R%, R3, R"

Vektor uzayr
(kapali + 0 icerir)

¥’ Alt-uzay 1+ C(A) — kolon uzay1 Ax = b coziilebilir

(orijinden gecer) kolonlarin tiim komb. & b eC(A)

Sekil 11.1: Transpoz/permiitasyon kapanigt — vektor uzayi tanimi — alt-uzay — C(A).

PA=LU

Pratikte neredeyse her matris icin P = I, ama gerektiginde takas dnceden yapilip L, U tipki Ders 4’teki gibi
temiz cikar.

“It checks: is that pivot big enough? Pivots close to zero are numerically bad.” — Strang, 4:02

Numerik saglamlik: LAPACK her zaman partial pivoting yapar — sifir olmasa bile kii¢iik pivotlardan kaginir.
Cebir “takas gereksiz” dese de dogruluk “gerekli” der.

11.3 Permiitasyon Matrislerinin Ozellikleri

P = identity’nin satirlar1 yeniden siralanmug hali. n! tane n X n permiitasyon vardir:

n nl

3 6

4 24
5 120

10 ~3.6M

Hizli biiytir — “her permiitasyonu dene” TSP’de neden islemez bunu soyliiyor.

Sihirli 6zellik: P~! = P7 (ortogonal). P bir takas; geri almak yine bir takas — ve bu transpoz.
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11.4 Transpoz

“P transpose P is the identity. That tells me this is the inverse of that.” — Strang, 8:39

Grup yapist: n! permiitasyon bir matematiksel grup olusturur (kapali, terslere sahip, identity). ML’de gruplar

= equivariant networks (transformer permiitasyon-equivariance, GNN, group convolutions).

11.4 Transpoz

Tamm: (A”);; = Aj;. Satr ve kolon numaralari yer degistirir.

1 3
A:@ ?)) f) L, AT = (2 3)
4 1
A (2 x 3) - AT (3 x 2). Boyutlar yer degistirir.

11.5 Simetrik Matrisler

AT = A (yalmz kare matrisler icin miimkiin)

2 17
S:(l 3 9), ST =258
795

Kosegen {istii/alt1 ayna gibi yansir. Gozle aminda taninir.

Ornek:

@ Builder Notu — Simetri Her Yerde

 Kovaryans X: cov(z,y) = cov(y, z) — simetrik. PCA bu simetriye dayanir.

+ Gram matrisi G = X7 X ve kernel matrisi K; ; = (z;, ;) simetrik.
* Simetrik matrislerin 6zdegerleri gercel, 6zvektorleri ortogonal (Ders 25). Spektral yontemlerin
temeli.

« Simetrik pozitif tanimli icin A = LU — A = LLT — Cholesky (Ders 28).

11.6 R"R Her Zaman Simetrik
Herhangi bir dikdortgen R icin RT R her zaman simetriktir. iki satirlik ispat:

(RTR)T = RT(RT)T = RTRv

(Carpimun transpozunda sira ters doner; (RT)T =R)
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11 Transpoz, Permiitasyon, Vektor Uzaylart R"

RAT R =

[[10. 11. 7.]
[11. 13. 11.]

[ 7. 11. 17.]]
Simetrik mi? True

@ Builder Notu — Normal Denklemler

* Least squares ¢oziimii x = (AT A)~1 ATb — AT A simetrik, (AT A)~! de simetrik kalir.
* Lineer regression, ridge, kernel methods (Ders 15-17) — hepsi bu pattern.
« AT A ayrica pozitif yari-tammml — SVD ve PCA’nin matematigi tam buradan.

11.7 Vektér Uzaylan — R?, R®, R"

Vektor uzayi: Vektorlerin iki temel islemi (toplama + skalerle ¢arpma) altinda kapal olan vektor kiimesi.

Ikisi birlesince: lineer kombinasyon cv + dw her zaman uzayda olmali. Bu “iceride kalma” 6zelligi =
kapalilik (closure).

En tamdik 6rnek: R? = siradan xy-diizlemi:

o) et

Genel: R" = n bilegenli tiim reel kolon vektorleri. Bu kursta vektorler kolon ve bilegenler reel.

R? — tim diizlem (vektdr uzayi) Orijinden gecen dogru — R?\'nin alt-uzay!i
3 4
Lo — ) =2x (alt-uzay)
1 4
y 3 -
2 -
\"5) 2
1- / vy 1
0 -
O -
_1 -
_2 -
_1 -
_3 -4
-2 T T T T T -4 T
-3 -2 -1 0 1 2 3 2

Sekil 11.2: Vektdr uzayinda kapalilik: iki vektorii toplayinca veya skalerle ¢arpinca uzaydan ¢ikmazsin. (Ust)
R? diizlemi — simirsiz uzay. (Alt) y = 2x dogrusu — alt-uzay, orijinden geger.

62



11.8 Sifir Vektor Zorunlu

11.8 Sifir Vektoér Zorunlu

Her vektor uzayi sifir vektoriinii icermek zorunda. Sebep: kapaliliktan gelir. Uzaydaki herhangi v’yi O ile
carpinca 0 cikar, ve uzayda kalmal.

“No way I can do without the origin. Every vector space has got that zero vector in it.” — Strang,
26:29

Kargi-ornek — Pozitif ¢ceyrek (x 2 0,y 2 0): Toplama altinda kapali (her ikisi de pozitif). Ama (3, 2) x (—5) =
(—15,—10) ceyrekten ¢ikar — kapali degil — vektor uzay degil.

11.9 Alt-Uzaylar (Subspace)

Uzay icinde uzay. Iki kapalilik kurali yeterli (ve dolayisiyla 0 igerir).
R?°deki orijinden gecen dogru bir alt-uzaydr. icindeki bir vektorii carpinca/toplayinca iistte kalirsin.

Kritik sart — orijinden ge¢meli. Orijinden gecmeyen dogru alt-uzay degildir: bir noktay1 O ile ¢carpinca 0
cikar, dogruda degildir — kapalilik ihlali.

veS = ¢cve S VeeR

@ Builder Notu — Lineer vs Afin

e y = Wx (bias yok) — ¢ikt1 tam bir alt-uzayda (orijinden geger).

* y = Wx + b (bias var) — afin (orijinden kaymuis); teknik olarak alt-uzay degil.

* Bias modele “orijinden kayma” 6zgiirliigii verir.

* PCA’da merkezleme (veri ortalamasini ¢ikarma) tam da bu kayma’y1 sifirlamak icin zorunlu.

11.10 R%’nin ve R*'iin Tiim Alt-Uzaylari

R?2’nin alt-uzaylar (tam iic tiir):

1. Tiim R?
2. Orijinden gecen herhangi dogru
3. Yalmz {0} — en kiiciik

R3’iin alt-uzaylar1 (dért tiir):
e Tiim R3
* Orijinden gecen diizlemler

* Orijinden gecen dogrular

- {0}
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11 Transpoz, Permiitasyon, Vektor Uzaylart R"

Bu hiyerarsi, boyut kavraminin habercisi (Ders 9).

Dikkat: Orijinden gecen dogru R* gibi goriiniir, ama R' degildir — vektorlerinin iki bileseni var, R!inkilerin
bir.

11.11 Kolon Uzayi C(A) — Matristen Dogan Alt-Uzay

Dersin doruk noktasi. Bir matrisin kolon uzayi = kolonlarinin tiim lineer kombinasyonlari.
1 3
A=12 3
4 1

C(A) = {Cl<172a4>T + 02(3737 1>T : 01702 € [R}

iki kolon R?’te. Tiim kombinasyonlari:

Geometrik olarak: iki bagimsiz vektoriin kombinasyonlar: R3’te orijinden gecen bir diizlem doldurur. Bir
dogrudan fazlas, tim R? degil.

“When I take all their combinations, I fill out a whole plane, and it’s through the origin.” —
Strang, 45:05

! C(A)’nin Anlam

Ax = b ¢oziilebilir <= b € C(A).
Ciinkii Ax tam olarak A’nin kolonlarinin x agirliklariyla kombinasyonudur (Ders 1!). ML’de C'(W) bir
lineer katmanin “erigebilecegi ciktilar” kiimesi — modelin temsil sinir1.

11.12 Bu Dersin Ozeti

PA = LU — satir takasiyla genel form.

Permiitasyon: n! tane, P~! = P, grup yapisi.

Transpoz: (AT),; = Aj;.

Simetrik: A7 = A, sadece kare matrislerde.

RT R simetrik — iki satirlik ispat; normal denklemlerin temeli.

Vektor uzayr — kapalilik + 0.

Alt-uzay — uzay icinde uzay, orijinden gecer.

C'(A) — kolonlarin tiim kombinasyonlari; matristen dogan ilk biiyiik alt-uzay.

P NNk L=

I Tek bir ciimle

Vektor uzayi, lineer kombinasyon altinda kapali ve 0’1 icerendir. Bir matrisin kolonlarinin tiim kombi-
nasyonlar1 kolon uzay1 C'(A)’y1 doldurur; Ax = b ancak b € C'(A) oldugunda ¢oziilebilir.
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11.13 Kontrol Sorulari

11.13 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: B = ((1,4),(2,5),(3,6)) icin BT — simetrik mi?

12 3
T _
B _<45 J

Simetrik degil. B 3x2, BT 2x3 — boyutlar aym bile degil. Simetri yalmz kare matrislerde miimkiin.

1 Soru2: R =((1,2),(0,1),(3,0)) icin RTR’i hesapla.

1 2
1 0 3 10 2
TP _
mR= () ) O)(g 3)—(2 ;)

(1,2) = (2,1) = 2 — simetrik v'. Niye her zaman: (RT R)T = RT(RT)T = RTR.

1 Soru 3: R?’nin alt-uzay:: (a) y = 2x, (b) y = 2x + 1, (c) {0}, (d) birinci ¢eyrek.

* (a) y =2x — EVET. Orijinden gecen dogru.

* (b)y =2x + 1 - HAYIR. (0, 0) dogruda degil — orijinden ge¢miyor.

* (©{0} > EVET.0+0=0,c-0=0.

* (d) Birinci ceyrek — HAYIR. (3,2) - (—1) = (—3, —2) ceyrekten cikar.

Test: “Orijini iceriyor mu?”

1 Soru 4: y = Wx + b’nin goriintiisii neden alt-uzay degil? b = 0 olursa?

x = 0 >y = b. b # 0 ise ¢ikt1 orijinden gegmez — afin, alt-uzay degil.
b = 0 olursa: y = Wx,x = 0 — y = 0, goriintii tam olarak C' (W) = gercek alt-uzay.
PCA’da merkezleme veri ortalamasini ¢ikararak afin’i lineer’e doniistiiriir.

11.14 Egzersizler

0 01
Egzersiz 1. P = (1 0 0) icin P~'’i transpozla bul, PT P = I dogrula.
010

1 2
Egzersiz 2. A = (2 4) . C(A) dogru mu diizlem mi? (Ipucu: kolonlar bagimsiz m1?)
3 6

Egzersiz 3. Hangileri R? alt-uzay1?

(@) 4+ y+ z = 0 olan tim (z,y, 2)
b) z+y+z=1
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11 Transpoz, Permiitasyon, Vektor Uzaylart R"

(¢) (z,y,0) tipi vektorler
(d) z > 0 olan vektorler

Egzersiz 4. (Python)

RAT =

[[1. . 3.]
[2. 1. 0.]]
RAT R =
[[10. 2.]
[ 2. 5.1]

Simetrik mi? True
PA-1 == PAT? True

Egzersiz 5. Ispatla: Her kare A i¢in A + AT simetriktir. (ipucu: (A + AT)T.) Bu, her matrisin simetrik +

antisimetrik parcaya ayrilabilmesinin (Ders 25 habercisi) ilk adimi.

11.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 6: Kolon Uzay1 ve Sifir Uzay1

* Alt-uzaylarin kesisimi/birlegimi.
« C(A) ve Ax = b ¢oziilebilirligi.
* Sifir uzay1 N(A): Ax = 0’1 ¢6zen tiim x’ler.

Ders 6 oncesi

» Egzersizleri ¢z, 6zellikle 3 (alt-uzay testi).
* np.linalg.matrix_rank ile birka¢ matrisin kolon bagimsizligini yokla.

* Ana ciimleyi tekrar oku.

11.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da

PA=LU Satir takasiyla genel form 5m00

Partial pivoting Numerik stabilite i¢in en 4m02
biiyligii se¢

n! permiitasyon n X n icin tam say1 Tm46

p1=p7 Permiitasyonlarin 8m39
ortogonalligi

Transpoz (A7), = Ay, 12m39

Simetrik AT = A, kare matriste 13ml6
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11.17 ML Baglantlart Ozeti

Kavram Tanim Strang’da

RT R simetrik Her R igin; normal 15m44
denklemler

Vektor uzayi Kapal1 kiime 21m50

Kapalhk Lineer kombinasyon 31ml4
uzayda kalir

0 zorunlu Her alt-uzay orijini icerir 26m29

Alt-uzay Uzay icinde uzay 35m05

R? alt-uzaylan Tiim R?, dogrular, {0} 38m01

C(A) Kolonlarin tim 42m46
kombinasyonlar1

11.17 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

R™ = embedding uzay1 — Boyut = temsil kapasitesi.

Alt-uzay = diisiik boyutlu yap1 —» PCA, SVD, LoRA.

Simetrik matrisler — Covariance, Gram, kernel — spektral yontemlerin temeli.
RT R / normal denklemler — Least squares, ridge, kernel methods.
Permiitasyon grubu — equivariance — Transformer, GNN, group conv.
C(W) — Lineer katmanin temsil siniri; Ax = b ¢oziilebilirligi.

Alt-uzay < afin — Bias kayma; PCA merkezleme tam bu kurali diizeltir.

NNk wD =

I Tek bir sey alip gideceksen

Lineer cebir artik “tek tek vektorlerden” ¢ikip vektor uzaylarma gecti. Kapali + 0 iceren her kiime
uzay; alt-uzay orijinden gecer. Bir matrisin kolonlarinin tiim kombinasyonlart C'(A)’y1 doldurur —
Ax = b ancak b € C(A) ise ¢oziilebilir.
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12 Kolon Uzayi ve Sifir Uzayi

C(A) ve N(A) — bir matrisin iki yiizii

1 Boliim bilgisi

e Strang’in videosu: YouTube — Lecture 6: Column Space and Nullspace (=50 dk)
¢ OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 6
* Okuma siiresi: =40 dk

12.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 5’te vektor uzayi, alt-uzay ve kolon uzayin tanittik. Ders 6 bir matristen dogan iki temel alt-uzay1 yan

yana koyuyor.

1. Kolon uzay1 C'(A): kolonlarin tiim kombinasyonlart — Ax = b hangi b’ler i¢in ¢oziilebilir?
2. Sifir uzay1 N (A): Ax = 0’1 ¢ozen tiim x’ler — girdideki fazlahk yonleri.

C(A) c R™m . Ax = b cozilebilir Least squares
—>

kolonlarin kombinasyonu < b e C(A) (b & C(A) ise projeksiyon)

A (m x n)

\' N(A) € R"n . Girdideki LoRA / weight decay

Ax = 0 cozimleri 'kor" yonler (null yonleri kontrol)

Sekil 12.1: Bir matrisin iki yiizii: ¢ikt1 tarafi C(A) (erisilebilirlik) ve girdi tarafi N(A) (fazlalik).

“Two subspaces that we’re specially interested in: the column space and the null space.” —
Strang, 0:47

@ Builder Notu — C(W) ve N(W)

o C(W) = erisilebilirlik / ifade giicii. Lineer katman y = WX’in iiretebilecegi tiim ¢iktilar
C(W)’de. Hedef bunun digindaysa tam ¢oziim yok — least squares projeksiyonu.

e N (W) = fazlahk / serbestlik. Wv = 0 olan yon — girdideki o sinyal yok oluyor. Modern derin

aglar genelde agir1 parametrize: N (W) #+ {0}. Weight decay / LoRA bu null yonlerini kontrol
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12 Kolon Uzayt ve Sifir Uzayt

eder.
* “Kernel” kelimesi ML'de bu null uzayindan gelir.

12.2 Alt-Uzaylar Uzerinde islemler

Birlesim (P U L) — alt-uzay DEGIL:

Diizlem P ve dogru L’nin vektorlerini bir araya topla. Diizlemden bir vektor + dogrudan bir vektor = ikisinde
de olmayan {igiincii bir vektor — kapalilik ihlali.

Kesisim (S N T') — her zaman alt-uzay:
v,w € SNT — ikisi de hem S hem T’de. v 4+ w hem S’de hem 7"de (her ikisi alt-uzay) — kesigimde. v/

Builder Notu: Kisitlarin kesisimi lineer kalir; “ya/ya” tipi birlesim lineer-olmayan zorluk iiretir.

12.3 Kolon Uzayi C(A) — Tanim

Strang’in Ornegi:

=W N =
— ==
G W DN

Her kolon R*’te. C' (A), R**iin alt-uzay1. icinde: ii¢ kolon ve tiim kombinasyonlari.

Genel kural: m x n matris i¢in C'(A) C R™.

12.4 Ax = b Ne Zaman Coézilebilir?

Ax = x,¢; + z5¢5 + x3¢5 — kolonlarin kombinasyonu (Ders 1!).

¥ Coziilebilirlik kurali

Ax = b ¢oziilebilir <= b € C(A).

“I can solve Ax = b exactly when b is in the column space.” — Strang, 23:39

Hemen coziilebilen b’ler: b = 0 (x = 0), b = bir kolonun kendisi.

Builder Notu — Least Squares: Gergek hayatta b genelde C'(A)’da degildir (giiriiltiili, fazla denklem).
Tam ¢6ziim yoktur; b’nin C'( A) iizerine izdiigiimiinii alip en yakin ¢oziimii buluruz (Ders 15-16). Bir noral
agin hedefi tam iiretememesi de ayn1 durumdur.
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12.5 Pivot Kolonlar — Bagimli Kolonu At
12.5 Pivot Kolonlar — Bagimli Kolonu At
Strang’in Orneginde:

¢, +ey=cg ((1,2,3,4)+(1,1,1,1) = (2,3,4,5))

Ugiincii kolon bagimli. Atilabilir, C'(A) degismez. Tlk iki = pivot kolon. Sonug: C'(A), R* icinde 2 boyutlu
alt-uzay (diizlem).

Bu “bagimsiz kolon sayis1” = rank (Ders 7).

12.6 Sifir Uzayl1 N(A) — Tanim
Tamamen farkl bir alt-uzay. C'(A) sag tarafla ilgiliydi; N (A) ¢oziimlerle ilgili.

N(A) = {x: Ax =0}

Strang’in 6rneginde (4 x 3): x’ler R3’te —» N(A) C R3.
Genel kural: m x n matris i¢in N(A) C R™. (C(A) ile farkh uzaylarda!)

12.7 Null Uzayini Bulmak
€3 = ¢; + ¢4 oldugundan:

l-c;+1lcg—1-¢cg=0 = x=(1,1,-1)T € N(A)

Tiim katlar1 da ¢oziim:
1
N(A)=<c| 1 |:c€R j =R>3teorijinden gecen bir dogru
1

rank(A) = 2
N(A) baz vektoru =
[[ ©.57735027]
[ ©.57735027]
[-0.57735027]]
A@N =
[[e.]
[e.]
[e.]
[e.]]
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12 Kolon Uzayt ve Sifir Uzayt

12.8 N(A) Gercekten Alt-Uzay mi? — iki Satirlik ispat
Toplama: Av = 0, Aw =0 —

Av+w) =Av+Aw=0+0=0v

Skalerle carpma: A(cv) = c(Av) =c-0=0V

Dagilma 6zelligi yetiyor. N (A) bir alt-uzay.

@ Builder Notu — Kernel = Null = Bilgi Kayb1

Bir noral agda, kayba (loss) hi¢ etki etmeyen parametre yonleri = IN. Optimizasyon bu yonlerde kor.
Weight decay bu null yonleri sifira ¢ceker. LoRA diigiik-rank zorlamasi da N ’i kasith genisletir (parametre
sayist azaltma).

12.9 Ax = b’nin C6éziimleri Niye Alt-Uzay Degil?

b # 0igin: A -0 = 0 #* b — sifir vektorii ¢oziim degil — alt-uzay olamaz.
“The zero vector is not a solution, so I never even got started.” — Strang, 42:38

Yapi: Bir 6zel ¢oziim x,, + N (A) — orijinden gegmeyen, N (A)’ya paralel kaymis dogru/diizlem (afin). Bu
Ders 7’nin “tam ¢oziim = 6zel ¢dziim + null uzay1” temasinin habercisi.

C(A) ¢ R™ (kolonlarin dizlemi) N(A) c R™ (Ax =0 dogrusu)

C1

.

Sekil 12.2: 1ki alt-uzay gorsel: solda C(A) C R*m (kolonlarin doldurdugu yer), sagda N(A) C R*n (Ax=0
yonleri). Farkli uzaylarda yasarlar.
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12.10 Bir Alt-Uzay: Tamimlamanin Iki Yolu

12.10 Bir Alt-Uzayi Tanimlamanin iki Yolu

1. Kolon uzay1 tarz1 — vektor ver, kombinasyon al. Birkac vektor, tiim kombinasyonlar1 — uzayi
iceriden inga et.
2. Null uzay tarz1 — denklem ver, saglayanlar1 bul. Ax = 0 — uzay: kisitlarla tarif et.

Lineer cebrin biiyiik kism1 bu iki bakis arasinda gidip gelmektir.

12.11 Bu Dersin Ozeti

Birlesim alt-uzay degil, kesisim her zaman alt-uzay.

C(A) C R™ — kolonlarin kombinasyonlari.

Ax = b ¢oziilebilir <= b € C(A).

Pivot kolonlar = bagimsiz kolonlar; bagimlilar uzaya katki yok.
N(A) C R™ — Ax = 0 ¢oziimleri.

N (A) alt-uzaydir — dagilma ispat.

Ax = b (b # 0) ¢coziimleri alt-uzay degil (orijini icermez).

Iki tanimlama yolu: kombinasyon / denklem.

PN W

I Tek bir ciimle

C(A), Ax = b’nin hangi b’ler i¢in ¢oziilebilecegini sdyler (b € C(A)). N(A), Ax = 0’1n tiim
¢oOziimlerini toplar. Biri ¢ikt1 tarafinda erisilebilirligi, digeri girdi tarafinda serbestligi olcer.

12.12 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: A =((1,2),(2,4),(1,2)) icin C(A) hangi uzayda, kag¢ boyutlu?

Kolonlar 3 bilegenli — C(A) C R3. ¢, = 2¢; — bagimli. 1 boyutlu: R*’te orijinden gegen dogru.

1 Soru 2: Aym A icin b = (3,6,3) ve b = (1,0,0)" ¢oziilebilir mi?
C(A), (1,2,1) yoniindeki dogru.

)T =3-(1,2,1) — coziilebilir, x = (3,0).
- (1,2,1)’in kat1 degil - C(A) dig1 — ¢oziim yok.

1 Soru 3: A = ((1,2,3),(2,4,6)) icin N(A) — R kagta, hangi sekil?

x 3 bilesenli — N (A) C R3. Iki satir birbirinin kat1 — tek bagimsiz denklem: x; + 2x, + 3x5 = 0.
R3’te orijinden gecen diizlem (2 serbest yon):
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12 Kolon Uzayt ve Sifir Uzayt

{3 -= (1))

1 Soru 4: W’nin null uzayi yalmz {0} degilse, model hakkinda ne soyler?

N(W) # {0} - v+ 0varki Wv = 0. Yani W(x + cv) = Wx — girdideki v yonii kor.

* Boyut indirgemede istenir (sikistirma).
» Gereksizse agir1 parametrize; weight decay / LoRA budar.
 dim N (W) = “kag serbestlik derecesi boga harcanmus”.

12.13 Egzersizler

1 2 3
Egzersiz 1. A = (0 1 1) . Pivot kolonlar? C'(A) kag boyutlu? (ipucu: iigiincii = ilk + ikinci?)
1 1 2

Egzersiz 2. Aym A igin b = (6,2, 4)7 kolon uzayinda mi? Bir x bul.

Egzersiz 3. A = (1 9 3

bl 1) icin V(A) — geometrik sekil?

Egzersiz 4. (Python) scipy.linalg.null_space ile dogrula.

rank = 2
N(A) bazi =
[[ ©.57735027]
[ ©.57735027]
[-0.57735027]]
A@N ~ 0?
[[e.]
[0.]
[e.]
[e.1]

Egzersiz 5. Bu dersin matrisi: C'(A) = 2 boyut, N(A) = 1 boyut. Kolon says1 = 3. 2 + 1 = 3 tesadiif mii?
(Bu rank-nullity teoremi’nin habercisi — Ders 7-10.)

12.14 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 7: Ax = 0 Cozme — Pivot Degiskenler ve Ozel Coziimler

» Dikdortgen matrislerde eliminasyon (echelon form U).
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12.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

* Rank = pivot sayis1.

* Pivot vs serbest degiskenler (n — 7 tane serbest).
* Ozel ¢oziimler (her serbest degisken icin).

* Indirgenmis satir echelon formu R.

Ders 7 oncesi

* Egzersiz 5 (rank-nullity sezgisi) kritik.
* null_space ile birka¢ matris dene.
* Ana ciimleyi i¢sellestir.

12.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da

Birlesim P U L genelde alt-uzay 6m47
DEGIL

Kesisim S NT her zaman alt-uzay  11m05

C(A) Kolonlarin 11m46
kombinasyonlari; R™

Coziilebilirlik Ax=b < be C(4) 23m39

Pivot kolon Bagimsiz; bagimli kolon 27m02
uzaya katki yok

N(A) Ax = 0 ¢oziimleri; R™ 29ml16

N(A) ispat Dagilmadan iki satir 38m47

b # 0 ¢oziimleri Alt-uzay degil (orijini 42m38
icermez)

iki tanim Kombinasyon / denklem 44m53

12.16 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

C(W) = erisilebilirlik — Lineer katmanin iiretebilecegi ¢iktilar.

N (W) = kernel / fazlalik — Bilgi kayb1 yonleri; weight decay / LoRA bunlari kontrol.
Pivot sayis1 = rank — Modelin gercek temsil boyutu.

b € C(A) testi — least squares — Giiriiltiilii/agir belirli sistemlerde projeksiyon.
Birlesim vs kesisim — Kisitlarin kesisimi lineer; “ya/ya” lineer-olmayan zorluk.

Rank + null = kolon sayis1 — Rank-nullity (Ders 7-10); parametre sayma.

N(W) #+ {0} = asir1 parametrizasyon — Modern derin aglarin kaderi; genelleme gizemi.

NNk W=
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12 Kolon Uzayt ve Sifir Uzayt

! Tek bir sey alip gideceksen

Her matris iki alt-uzay dogurur. C'(A) “hangi b’leri iiretebilirim” sorusu; N (A) “Ax = 0’1 hangi xler
¢cOzer” sorusu. Biri ¢ikt1 erisilebilirligi, digeri girdi serbestligi — ikisi de gercek alt-uzaylar.
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13 Ax = 0 Cozme — Pivot Degiskenler ve Ozel Céziimler

Null uzayi i¢in algoritma — rank, serbest degiskenler, rref

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 7: Solving Ax = 0 (=43 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 7
¢ Okuma siiresi: =40 dk

13.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 6’da null uzayi gozle bulduk. Ders 7 bunu algoritmaya ceviriyor.

1. Dikdortgen eliminasyon — echelon form U.
2. Rank = pivot sayisi.

3. Pivot vs serbest degiskenler — 6zel ¢oziimler.
4. rref (R) — null uzay1 dogrudan oku.

rank r = pivot sayist ‘

N(A) = tiim kombinasyonlar
(boyut = n-r)

—— . Ozel ¢oziimler
Al ) Echelon form U pivot kolonlar (r tane) h best deisk 1
mxn er serbes’ egiskene 1,
(eliminasyon) serbest kolonlar (n-r tane) digerlerigé)

. Nmatrisi= (-F / 1)
(serbest blok F'den
otomatik)

rref R
(pivotlar 1, iist/alt 0)

Sekil 13.1: Ax = 0 algoritmasi: A — U — R — null uzay1 bazi (6zel ¢oziimler).

@ Builder Notu — Rank ve ML

tirilabilir — LoRA’ nin temeli.

* Rank = matrisin gercek bilgi boyutu. np.1linalg.matrix_rank bunu sayar. Diisiik rank = sikis-

* Serbest degiskenler = serbestlik dereceleri. Az-belirtilmis (n > m) sistemlerde ¢6ziim tek degil,
alt-uzay — modern asiri-parametrize aglarin sonsuz ¢6ziimiiniin kokii.



https://www.youtube.com/watch?v=VqP2tREMvt0
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/solving-ax-0-pivot-variables-special-solutions/

13 Ax = 0 Cézme — Pivot Degiskenler ve Ozel Coziimler

e Ozel coziimler = null uzayi bazi. scipy.linalg.null_space bu vektorleri dondiiriir.
* rank + null boyutu = n — rank-nullity teoremi; modelin gercek serbestlik derecelerini sayma.

13.2 Eliminasyon Null Uzayini Korur

“When I subtract a multiple of one equation from another, I'm not changing the null space.” —
Strang, 2:42

Sag taraf hep 0 — sifirdan herhangi katini ¢ikarsan yine 0. Eliminasyon kolon uzayini degistirir ama null
uzayini korur. Bu yiizden Ax = 0 icin giivenle U’ya indirgeriz.

13.3 Dikdértgen Eliminasyon — Echelon Form U

1 2 2 2
A=12 6 8
3 6 8 10

1 2
— 10 4
00 2 4

(2, 2)’de sifir, altinda da sifir — bu kolonda is yok, sonrakine geg. (2, 3) pivot = 2. 15 — ry:

1 2 2 2
U=10 0 2 4
00 00

Echelon form — merdiven gibi iner. Sifir satir1, 73 = r{ + r, bagimliligin gosterir.

Strang’in Ornegi:

N

[k pivot 1. 7y — 27y, 75 — 3ry:

[anll \V]
N DN

13.4 Rank, Pivot Kolonlar, Serbest Kolonlar

U’da iki pivot: (1, 1) ve (2, 3).

rank(A) = pivot sayist = 2

* Pivot kolonlar (1, 3): karsilik gelen =, x5 — pivot degiskenler.
* Serbest kolonlar (2, 4): x5, z, — serbest degiskenler.
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13.5 Ozel Coziimler — Serbest Degiskene 1 Ver
13.5 Ozel Coziimler — Serbest Degiskene 1 Ver

U’dan iki denklem (sag taraf 0):

T, + 2z + 225+ 22, =0, 2254+472,=0

Strateji: serbest degiskenlere deger ata, pivot degiskenleri geri yerine koy.

Ozel ¢ozim 1: v = 1,2, =0 > 23 =0 > 2, = —2.
-2
1
Sl — 0
0
(Anlami: —2¢; + ¢, =0 = ¢y, = 2¢;.)
Ozel ¢oziim 2: v, = 0,2, = 1 5 23 = -2 > 1, = 2.
2
0
SQ — _2
1

Tam null uzayi:

N(A) - Clsl + CQSQ, 01,02 E R

R* icinde 2 boyutlu alt-uzay.

13.6 n - r Formila

serbest degisken sayis1 = n — r

Ornekte n = 4,r = 2 — 2 6zel ¢oziim. Rank-nullity teoremi:
dim N(A) + rank(A) = n

rank = 2

rref R =

Matrix([[1, 2.00000000000000, O, -2.00000000000000], [0, O, 1, 2.00000000000000], [0, O, 0, 0]])
pivot kolonlar: (@, 2)

O0zel ¢oziimler:

Matrix([[-2.00000000000000, 1, @, 0]])

Matrix([[2.00000000000000, 0, -2.00000000000000, 1]])
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13 Ax = 0 Cézme — Pivot Degiskenler ve Ozel Coziimler

13.7 Reduced Row Echelon Form (rref) R

U’dan iki ek iglem:

1. Pivotlarin tistiinii de temizle.
2. Her pivotu 1 yap.

ry/2 — (0,0,1,2). 7, — 21y — (1,2,0,—2):

1 2 0 =2
R=10 01 2
000 O

Pivot kolonlarda (1, 3) birim matris. Serbest kolonlar (2, 4) “serbest” bilgiyi tasir.

- —F
13.8 Null Uzayi Matrisi — [N = 7 Kalibi

R’yi pivot ve serbest kolonlara ayir:

=(o8) ()

Rx = 0 — (pivot degiskenler) + F'- (serbest) = 0 — pivot = —F'- serbest. Serbest tarafa I koyarsan, pivot
tarafa —F’ gelir:

-2 2

. (—F\ [ 0 =2

N matrisi = ( I ) = 1 0
0 1

(Satirlar pivot+serbest sirasinda dizilir.) Daha once elle bulduklarimizla ayni.

13.9 rank(A) = rank(AT)

AT (4 x 3) i¢in aym algoritmay1 uygula — 2 pivot ¢ikar. Satir rank = kolon rank — boyut teorisinin kose
tag.

“The number of pivot columns for A and A transpose are the same.” — Strang, 37:11
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13.10 Bu Dersin Ozeti

13.10 Bu Dersin Ozeti

Eliminasyon null uzayin1 korur.

Echelon U, rank r = pivot sayisi.

Pivot / serbest kolonlar.

Ozel coziimler: serbest = 1, digerleri = 0.
n — r serbest degisken (rank-nullity).
rref R — null uzayini dogrudan okutur.
N = (7F) kalibr.

rank(A) = rank(A7T).

NN R WD

! Tek bir ciimle

Ax = 0’1 ¢ozmek artik algoritma: U’ya in, rank 7’yi bul, n — r serbest degiskenin her birine sirayla 1
ver, ozel ¢oziimleri iiret. N (A) = bu 6zel ¢oziimlerin tim kombinasyonlari.

13.11 Kontrol Sorulari

1 Sorul:A= ((1,2,1),(2,4,3)) — echelon form, rank, pivot/serbest kolonlar?

121
U‘<001>

Rank = 2. Pivot kolonlar: 1, 3. Serbest: 2. Serbest degisken sayisin —r = 1.

Ty — 271!

1 Soru 2: Aym A icin N(A) 6zel ¢oziimle bul.

s=(-2,1,00T, N(A)=c(—2,1,0)"

R3’te orijinden gegen dogru. (¢, = 2¢;.)

1 Soru 3: 3x3 matriste rank 3 ise N(A)? Ya rank 2 ise?

erank=3:n—7r=0 - N(A) = {0}. Tek ¢oziim x = 0; matris tersinir.
e rank =2: n —7r = 1 = N(A) bir boyutlu (dogru). Matris singular.

Ozet: tam rank < N(A) = {0} < tersinir.
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13 Ax = 0 Cézme — Pivot Degiskenler ve Ozel Coziimler

1 Soru 4: W’nin rank’i n’den kiiciikse model hakkinda ne sdyler?
r <n - mn—r > 0serbest yon. W n boyutlu girdiyi r boyuta indiriyor; n — r boyut kayba.

* Bu yonlerdeki parametreler ¢iktiy1 etkilemiyor — fazlalik.
o« W ~ UV (r-rank) daha az parametreyle ayn1 — LoRA.
» Egitimde baz1 yonlerde kayip diiz — regularization belirler.

Kisaca: “r < n = model goriindiigiinden kiiciik doniigiim yapiyor.”

13.12 Egzersizler

1 2 01
Egzersiz1. A = (0 01 2) — echelon, rank, pivot/serbest kolonlar, iki 6zel ¢oziim.
1 21 3

1 2

Egzersiz 2. A = (2 4

2) — tam rref R ve null uzay1 matrisi <_IF )-

Egzersiz 3. 3 x 5 matris, rank 3. Kag 6zel ¢6ziim? N (A) hangi R¥’de, kag boyutlu?

Egzersiz 4. (Python)

rank = 2
rref R =
Matrix([[1, 2.00000000000000, O, -2.00000000000000], [0, O, 1, 2.00000000000000], [0, O, 0, 0]])

pivot kolonlar: (@, 2)

0zel c¢ozimler:

Matrix([[-2.00000000000000, 1, 0, 0]])
Matrix([[2.00000000000000, 0, -2.00000000000000, 1]])

Egzersiz 5. Ispatla: A (m x n), rank r — N(A) boyutu n — r.n > mise N(A) # {0} (sifirdan farkl
¢Oziim hep var). Bu, Ders 8 ve ML'de asiri-parametrizasyonun temeli.

13.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 8: Ax = b Cozme — Tam Coziim ve Rank

* Sag taraf sifirdan farkli: ¢oziilebilirlik testi (b € C'(A)).
* Tam ¢oziim = ozel ¢oziim x, + N (A).

* Augmented matris [A | b] ile eliminasyon.

* Rank’in ¢oziim sayisina etkisi (0, 1, 00).
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13.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Ders 8 oncesi

» Egzersizleri ¢0z, ozellikle 5 (rank-nullity ispat).
e sympy.Matrix(A).rref() ve .nullspace() ile birka¢ matris dene.
* Ana ciimleyi tekrar oku.

13.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da

Eliminasyon null’1 korur Ax = 0 ¢oziimleri 2m42
degismez

Echelon U Dikdortgen eliminasyon 6m12
merdiveni

Rank r Pivot sayis1 6m44

Pivot/serbest kolon Pivotlular pivot, kalanlar 8m04
serbest

Serbest degisken Istedigin degeri verirsin 8m43
(n — r tane)

Ozel coziim Serbest = 1, digerleri =0 15m05

n — r formiilii Serbest = 0zel ¢oziim say1s1  17m28

rref R Pivot 1, iist/alt O 19m?25

N matrisi (/) kalibt 30m54

rank(A) = rank(AT) Satir rank = kolon rank 37ml1

13.15 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

Rank = gercek bilgi boyutu — matrix_rank; diisiik rank — LoRA.

Serbest degiskenler = serbestlik dereceleri — Asiri-parametrize aglarin sonsuz ¢oziimii.
Ozel ¢oziimler = null baz1 — null_space, doniisiimiin kor yonleri.

rref / Gauss — Her solver’in ici; “singular matrix” uyarilarin1 anlama.

n >m — N(A) # {0} — Parametre > veri rejimi; derin 6grenme.

Rank-nullity — Modelin gercek serbestlik dereceleri.

rank(A) = rank(AT) —» Boyut teorisinin koge tagi.

NNk WD =

I Tek bir sey alip gideceksen

Ax = 0 artik tahmin degil, algoritma: U’ya in, rank r bul, n — r serbest degiskenin her birine sirayla
1 ver, 6zel ¢oziimleri iiret. N(A) = bu 6zel ¢oziimlerin tiim kombinasyonlari; rank, matrisin tiim
karakterini 6zetleyen tek say1.
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14 Ax = b Cozme — Tam C6zim ve Rank

X = X_p + x_n; rank her seyi soyler

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 8: Solving Ax = b: Row Reduced Form R (=47 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 8
* Okuma siiresi: =40 dk

14.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 7°de Ax = 0’1 ¢ozdiik. Ders 8 sag tarafi sifirdan farkli yapip Ax = b’nin tam ¢o6ziimiinii kuruyor.

1. Coziilebilirlik: b € C'(A).
2. Tam ¢oziim = x,, + x,,: bir particular + tiim null uzay.
3. Rank her seyi soyler: r ile m, n iliskisi ¢6ziim sayisini (0, 1, co) belirler.

“The rank tells you everything about the number of solutions.” — Strang, 46:55

@ Builder Notu — ML’de Tam Coziim

* X, +x,, ML'in her yerinde: regularization (min |x||) sonsuz ¢oziim arasindan en kiigiik normlu’yu
secer.

* Full column rank (r = n) = injektif — girdi tek bicimde kodlamr; A7 A tersinir.

* Full row rank (r = m) = siirjektif — her hedef iiretilebilir, sonsuz ¢6ziim; asiri-parametrize
aglarin tipik hali.

* Az/¢ok-belirtilmis ayrimi: n > m (deep learning rejimi) vs m > n (klasik regresyon).

14.2 Augmented Matris [A | b]

b’yi A’ya fazladan kolon olarak ekle. Strang’in Grnegi, b = (1,5,6)%":

1 2 2 2|1
[Alb]=|2 46 8|5
368 10(6
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https://www.youtube.com/watch?v=9Q1q7s1jTzU
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/solving-ax-b-row-reduced-form-r/

14 Ax = b Cozme — Tam Coziim ve Rank

X_p (particular) v x=xp+xn
serbest = 0, pivotlan ¢oz (afin: orijinden gecmez)

evet—»

b € C(A)?

Least squares

hayir——»
a (Ders 16)

r=m =n — tek cozim

—> r=n<m— 0veya1

rank r vs m, n

r=m<n-—-e

A 4

r<m,r<n-— 0veya-~

Sekil 14.1: Tam ¢6ziim = particular + null. Rank—m-n iligkisi ¢6ziim sayisim belirler.
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14.3 Coziilebilirlik

Eliminasyon (ry — 27,73 — 31,73 — 1'y):

|

oS O
S O N
S NN
O =N

S W
I

Son satir: sol sifir + sag sifir — tutarl.

14.3 Coézilebilirlik
Genel b = (by, by, bs) ile son satir 0 = by — by — by derdi. by + by = by ise ¢oziilebilir.
iki dil:

* Kolon dili: b € C(A).
« Satir dili: Satirlarin sifir kombinasyonu (73 — r, — r; = 0) b’de de sifir vermeli (b5 — by — b; = 0).

“Solvable exactly when b is in the column space of A.” — Strang, 8:10

Builder Notu: m > n’de b neredeyse hi¢ C'( A)’da olmaz — tam ¢6ziim yok — least squares (A7 Ax = ATb,
Ders 16).

14.4 Particular C6ziim — Serbest Degiskenleri Sifirla

To = x4 = 0 (serbest). Kalan: z; + 2z5 = 1,225 = 3.

14.5 Tam Coziim = x, + N (A)

Ax, = b, Ax,, = 0 - A(x, +x,,) = b. Null uzay1 serbestce eklenir.

Ders 7’den iki 6zel ¢oziims; = (—2,1,0,0)T, s, = (2,0,—2,1)T:

X — Xp + Clsl + C2S2

Dikkat: x,,"nin 6niinde katsay1 yok — bir sabit nokta + bir alt-uzay.

Geometri: Coziim kiimesi x,, + N (A) — orijinden ge¢mez (afin), kaymug diizlem.
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14 Ax = b Cozme — Tam Coziim ve Rank
“It’s like a subspace, but it’s been shifted away from the origin.” — Strang, 23:56

rank = 2

bir ¢ozim x = [-0.1379 -0.2759 0.1897 0.6552]
A@x=[1. 5. 6.]

tutarsiz b i¢in residual = []

@ Builder Notu — Regularization

“Bir 6zel ¢oziim + homojen ¢oziimler” kalibi lineer diferansiyel denklemlerde de aynen gecer. ML'de
az-belirtilmis sistemlerde sonsuz ¢6ziim; ridge / L2 (min |x|) bu aileden tekini — genelde en kiigiik
normlu olan1 — secer. Gradient descent ¢ogu zaman implicit olarak min-norm ¢oziime yakinsar.

14.6 Rank ve Boyut iligkileri

Her zaman: r < m ve r < n (her satirda/kolonda en fazla 1 pivot).

Uc 6nemli durum:

Durum R bi¢imi Cozlim sayis1
r=m-=n R=1 Her zaman 1
r =n < m (full column) (é) 0 veyal

r = m < n (full row) [I F] (sifir satir yok) o0
r<m,r<n [I, F] + sifir satirlar 0 veya co

Ozet mantik:

* Sifir satir var m1? — c¢oziilebilirlik kosulu (0 olabilir).
* Serbest degisken var m1? — benzersizlik (oo olabilir).

14.7 Full Column Rank (r = n)

Her kolonda pivot, serbest degisken yok — N (A) = {0} — ¢oziim varsa tek.

Tipik: “uzun-ince” matris (m > n). Ornek 4 x 2:

— R =

(S S N ORI
— = =W
SO O -
oo~ o

Rastgele b — 0 ¢oziim; b € C'(A) — 1 ¢oziim.

Builder Notu: = injektif kodlama; AT A tersinir — least squares benzersiz (Ders 16).
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14.8 Full Row Rank (r = m)

14.8 Full Row Rank (r = m)

Her satirda pivot, sifir satir yok — her b icin ¢oziim; n — m serbest degisken — sonsuz ¢oziim.

Tipik: “kisa-genis” (m < n). Onceki drnegin transpozu 2 x 4:

126 5
AT:<3 |1 1>—>R:[I\F]

Builder Notu: = siirjektif — her hedef iiretilir; asiri-parametrize aglarin hali. Sonsuz ¢6ziim = egitim
verisini miikemmel ezberleme kapasitesi — regularization / implicit bias sart.

14.9 r = m = n — Tersinir

Kare + tam rank. R = I. N(A) = {0}, her b icin tek ¢oziim x = A~ 1b.

Chapter 2’nin tiim hikayesi — simdi onu daha genel rank manzarasinin bir kogesi olarak goriiyoruz.

14.10 Bu Dersin Ozeti

Augmented matris [A | b].
Coziilebilirlik: b € C(A).

Particular: serbest = 0, pivotlar1 ¢oz.
Tam ¢ozim: x,, + x,,.

Geometri: afin kiime (kaymusg alt-uzay).
Rank iligkileri: » < m, r < n.

Full column (r = n): 0 veya 1.

Full row (r = m): oco.

r = m = n: tersinir, tek.

Rank her seyi soyler.

AN SRS o

[a—

I Tek bir ciimle

Ax = b tam ¢6ziimii = x, + N (A); bir sistemin 0, 1 veya co ¢oziimii oldugu sadece rank r ile m,n
iligkisine baghdur.
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14 Ax = b Cozme — Tam Coziim ve Rank

14.11 Kontrol Sorulari

1 Soru1: A =((1,1,1),(0,1,2)), b = (3,2)" icin x_p (serbest = 0).
Pivotlar kolon 1, 2; serbest 5. x5 = 0: 1 + 29 =3, 29 =2 5 29 = 2,2, = 1.

x, = (1,2,0)"

1 Soru 2: Aym sistemin tam ¢oziimii.
Null uzaytiginwg = liwy +2=0 =2y = 2,2, —2+1=0— 1, = L.s = (1,-2,1):

x=(1,2,007 +¢(1,—-2,1)T

Nokta + dogru. Sonsuz ¢oziim.

1 Soru 3: 3x5, rank 3 — Ax = b kag ¢6ziim?

r = 3 = m — full row rank. Sifir satir yok — her b ¢oziiliir. n — r = 2 serbest — null 2 boyutlu.
Sonug: her b i¢cin sonsuz ¢6ziim. 0 imkénsiz (varlik garanti), 1 imkansiz (serbest var).

1 Soru 4: Az-belirtilmis sistemde ML neden min-norm seger?

Cozim x,, + NV (A) = sonsuz nokta. Bir kriter lazim.
Min |x| orijine en yakin noktay1 secer — null uzay1 bilegenini, x
kalani atar.

» nin null’a dik kismiyla dengeleyip

* Ridge / L2 tam bunu yapar.
* Gradient descent (sifirdan baslatilmigsa) ¢cogu lineer problemde implicit olarak min-norm’a
yakinsar — agiri-parametrize aglarin gizemli genellemesinin bir pargasi.

14.12 Egzersizler

Egzersiz 1. A = ((1,2,0,1),(0,0,1,2)), b = (3,1)T — tam ¢oziim.
Egzersiz2. A = ((1,1), (1,2), (1, 3)) igin genel b = (b, by, bs) cinsinden ¢oziilebilirlik kosulu.

Egzersiz 3. Her matris i¢in (m, n,r) — ¢oziim simfi:

e (a) 3x3,rank 3
(b) 2x4, rank 2
e (c) 4x2,rank 2
(d) 3x4, rank 2

Egzersiz 4. (Python) np.linalg.1lstsq ile az/cok-belirtilmis sistemleri dene; rank ve residual’a bak.
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14.13 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 5. Ispatla: A full column rank (r = n) ise, Ax = b’nin en fazla bir ¢oziimii vardir. (ipucu: iki
¢Oziim x;, Xy — X; — Xy € N(A) = {0}.) Ders 9’daki lineer bagimsizhik habercisi.

14.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 9: Lineer Bagimsizlik, Baz ve Boyut — kursun en Kkilit dersi.

* Bagimsizhik: vektorler ne zaman “yeni yon™ katar?
* Span, baz, boyut.
* Rank ile baglanti.

Ders 9 oncesi

» Egzersizleri ¢oz, 6zellikle 5 (bagimsizlik habercisi).
* 1lstsqile rank ciktisim gozle.

14.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da
Augmented [A | b] b kolon olarak eklenir 3m17
Coziilebilirlik beC(A) 8m10
Particular Serbest = 0, pivotlar1 ¢6z 11m50
Tam ¢oziim X, + X, 16m20
Kaymus alt-uzay Afin, orijinden ge¢cmez 23m56
Rank iligkileri r<m,r<n 25m09
Full column r =mn;0veyal 26m49
Full row T =Mm; o0 36m23
r=m=mn Tersinir, R = [ 40m53
Rank her seyi soyler Coziim sayisi = f(r,m,n) 46m55

14.15 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

X, + X,, = regularization — Min |x] aile i¢inden teki seger.

Full column = injektif — Girdi tek-bi¢imli kodlanir; A” A tersinir.

Full row = siirjektif — Asiri-parametrize ag; sonsuz ¢oziim, ezberleme kapasitesi.
Coziilebilirlik — least squares — m > n’de en-yakin ¢6ziim (Ders 16).

Rank = etkin boyut — Veri/agirlik matrisinin gercek bilgi icerigi; LoRA, PCA.
Afin ¢oziim kiimesi — Optimizasyonda “diiz vadi”’; null yonlerde kayip degismez.
Under/over-determined — n > m (DL) vs m > n (klasik); rank teshis eder.

NNk LD =
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14 Ax = b Cozme — Tam Coziim ve Rank

! Tek bir sey alip gideceksen

Ax = b tam ¢oziimii = X, + X,,; ¢oziim sayis1 (0, 1, 0o) yalniz rank r ile m, n iligkisine bagl — rank
sistemin kaderini 0zetler.
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15 Lineer Bagimsizlik, Baz ve Boyut

Kursun kilit dersi — dort kavram bir arada

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 9: Independence, Basis, and Dimension (=50 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 9
* Okuma siiresi: =40 dk

15.1 Bu Derste Ne Var?
“This is a key lecture, this is where we get these ideas of linear independence, the space they
span, a basis, and the dimension.” — Strang, 0:21

Simdiye dek sezgisel kullandigimiz dort kelime burada kesin tanim kazaniyor:

1. Lineer bagimsizlik — hicbir kombinasyon 0 vermez (sifir kombinasyonu harig).
2. Span — vektor kiimesinin tiim kombinasyonlari.

3. Baz — bagimsiz + spanlayan.

4. Boyut — bir bazdaki vektor sayist.

Temel teorem: dim C(A) = r, dim N(A) = n — r — rank-nullity.

Bagimsizlik

NA=[0) | T~

Baz ‘ Boyut dimC(A)=r Rank-nullity: LoRA, PCA
(bagimsiz + spanlayan) (bazdaki vektor sayisi) dimN(A)=n-r r+(n-r)=n diisiik-rank yaklasim

Sekil 15.1: Bagimsizlik + span = baz. Baz vektor sayist = boyut. Boyutlar rank-nullity ile baglanir.

Span
(tlim kombinasyonlar)

@ Builder Notu — ML in Alfabesi

* Bagimsizhk = multicollinearity yoklugu. Bagiml 6zellikler A7 A’y tekillestirir.
* Baz = koordinat sistemi. PCA/Fourier/wavelet — ayni bilgi, farkli eksenler.

* Boyut = i¢sel boyut. Manifold hipotezi: yiiksek boyutlu veri diisiik boyutta yasar.
* rank = dim C'(A) — veri matrisinin gercek bilgi icerigi.
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https://www.youtube.com/watch?v=yjBerM5jWsc
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15 Lineer Bagimsizlik, Baz ve Boyut
15.2 n > m —> Null Uzay1 Bos Degil

Kolon sayisi satir sayisindan fazlaysa, Ax = 0’1n sifirdan farkli ¢oziimii her zaman vardir. En fazla m pivot
olur; » > m — en az bir serbest degisken — N (A) # {0}.

“More unknowns than equations, then there are some non-zero x’s such that Ax is zero.” —
Strang, 2:15

Bu, “m boyutlu uzayda m’den fazla vektor daima bagimlidir” sonucunu getirecek.

15.3 Lineer Bagimsizlik

Xq,...,X,, bagimsizdir <=

Xy ++¢,x, =0 = ¢c,=-=¢,=0

Sifir1 elde etmenin tek yolu her seyi O ile carpmak.

Ornekler:

e vve 2v: bagimh (2v — 1 (2v) = 0).
« Icinde 0 olan her kiime bagimli (0 - v+ 5 - 0 = 0).
» R?°de 3 vektor: her zaman bagimli (n > m).

15.4 Matris Dili — Bagimsizlik <= N(A) = {0}

Vektorleri A’nin kolonlart yap. Kombinasyon = Ae. Dolayistyla:

kolonlar bagimsiz <= N(A) ={0} < r=n
“The columns are independent if the null space of A is the zero vector.” — Strang, 14:30

Kare matris i¢in: bagimsiz <= tersinir.

Builder Notu: np.1linalg.matrix_rank(A) == n — kolonlar bagimsiz. Bagimli kolonlar ATA’yl tekil-
lestirir — regresyon kiitiiphaneleri ya kolonu atar ya da ridge (A ekleyerek) by-pass eder.

15.5 Span

span(vy, ..., v;) = {cyvy + -+ ¢v, i ¢; € R}

Vektorleri igeren en kiigiik alt-uzay. Bir matrisin kolonlar1 C'(A)’y1 spanlar.

Span ve bagimsizlik birbirinden bagimsiz 6zellikler: spanlamak i¢in yeterli, bagimh olabilir; ya da bagimsiz
olabilir, spanlamaz. Baz ikisini birden ister.
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15.6 Baz (Basis)

15.6 Baz (Basis)

Bir uzayin bazi: ayn1 anda

1. Bagimsiz (fazla vektor yok).
2. Spanlayan (eksik vektor yok).

“A basis is a sequence of vectors with two properties: they are independent, and they span the
space.” — Strang, 22:14

R3 standart bazi: e, e,, e; — birim matris.

Test: R™’de n vektor baz <= kolon yapan n X m matris tersinir.

@ Builder Notu — Baz = Koordinat Sistemi

Baz secimi = koordinat sistemi se¢imi. Ayn1 embedding’i PCA bazinda, Fourier modlarinda, wave-

let’lerde gostermek ayni bilgiyi farkli eksenlerde sunar. PCA verinin en ¢ok degistigi yonleri baz yapar;
sikistirmanin 6zii budur (Ders 31 baz degisimi).

15.7 Baz Tek Degil — Ama Boyut Sabit

R? igin sonsuz baz var (her tersinir 3 x 3). Ama her bazda tam 3 vektor.
“There are many, many bases, but they all have the same number of vectors.” — Strang, 34:18

Sezgi: Az vektorle spanlayamazsin (bosluk kalir); cok vektorle bagimsiz olamazsin (tekrar olur). “Tam dogru”
say1 = boyut.

15.8 Boyut

dim(uzay) = bir bazdaki vektor sayisi

* dimR" = n.
* R3’te diizlem — 2, dogru — 1, {0} — 0.

Boyut uzayin 6zelligidir, matrisin degil. “Alt-uzayin boyutu” — evet. “Matrisin boyutu” — yok.
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15

Lineer Bagimsizlik, Baz ve Boyut

15.9 Temel Teorem — rank-nullity

1 2 31
A=(11 2 1
1 2 31

Pivot kolonlar 1 ve 2; kolon 3 =1 + 2, kolon 4 = kolon 1.

(1) dim C(A) = r. Pivot kolonlar C'(A) i¢in baz olusturur.

(2) dim N(A) = n — r. Ozel ¢dziimler N (A) igin baz.

dimC(A) +dimN(A)=r+(n—7r)=n

Rank-nullity teoremi — Ders 7°deki sezginin tam ispati.

ra
di
ra

nk = dim C(A) = 2
m N(A) =n -r =2
nk-nullity: r + (n-r) =4 ==n = 4

@ Builder Notu — Boyut Muhasebesi

dim C(A) = r = etkin boyut (matrix_rank); dim N (A) = n — r = fazlahk. Bir lineer katmanin “kag
boyut tagidig1 + kag boyut yuttugu = girdi boyutu” muhasebesidir; LoRA, PCA diisiik-rank yaklagimlar
bunu somiiriir.

15.10 Bu Dersin Ozeti

n>m=— N(A) + {0}.

Bagimsizlik — hicbir sifir-olmayan kombinasyon 0 vermez.
Matris dili — bagimsiz <= N(A) = {0} <= r=n.
Span, baz (bagimsiz + spanlayan), boyut (baz vektdr sayisi).
R"’de n vektor baz <= kare matris tersinir.

dim C(A) =7r,dim N(A)=n — 7.

Rank-nullity: r + (n — ) = n.

Nk wh =

! Tek bir ciimle

Baz = bagimsizlik + spanlama (ne eksik, ne fazla); boyut = baz vektor sayisi. Bir matris i¢in dim C'(A) =
r,dim N(A) = n — r — lineer cebrin boyut muhasebesinin kalbi.
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15.11 Kontrol Sorulari

15.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: (1,1,0), (0,1,1), (1,0,-1) bagimsiz m1?
1-(1,1,0) —1-(0,1,1) = (1,0,—1) = 3. vektor. Yani:

Vi —Vy—vVv3 =10

Bagimh. Matris tekil, rank 2, R3 spanlamaz.

1 Soru2: A =((1,2,3),(2,4,1),(3,6,4)) icin C(A) baz1 ve boyutu.

¢y = 2¢; — bagimli. ¢5 bagimsiz. Pivot kolonlar 1 ve 3:

baz = {(1,2,3)7,(3,1,4)7}, dimC(A) =1 =2

R3 icinde bir diizlem.

1 Soru 3: Boyut 3 olan uzayda 3 bagimsiz vektér — otomatik baz mi?

Evet. Spanlamasalardi, span digindan bir vektor eklenip 4 bagimsiz vektor elde edilirdi; ama 3 boyutta
4 bagimsiz vektor olamaz — celiski — spanlar.

Kural: Dogru sayida (= boyut) vektor varsa, “bagimsizlik” ile “spanlama” birbirini getirir — sadece
birini kontrol et.

1 Soru 4: Bagimli 6zellikler regresyonda ne sorun ¢ikarir?
C(A) boyutu < n, N(A) # {0}:

+ AT A tekil — normal denklemler (AT A)~* ATb — tek ¢oziim yok; katsayilar belirsiz.

* Bir 6zelligin agirligini artirip digerininkini azaltarak ayni tahmin — null yonleri.

* Coziimler: bagimh kolonu at, ya da ridge (\I ekle) ile AT A + I’y tersinir yap, ya da PCA ile
bagimsiz baza gec.

Icsel boyut (rank) kag bagimsiz ézelligin oldugunu séyler.

15.12 Egzersizler

Egzersiz 1. (1,2,3), (1,0, 1), (1,4, 5) bagimsiz m1? Matrise koy, rank bul.

1 21 1
Egzersiz 2. A = (2 4 3 0 ) — C(A) ve N(A) i¢in baz ve boyut. Rank-nullity’yi dogrula.
1 2 2 -1

Egzersiz 3. R*’te 5 vektor bagimsiz olabilir mi? 3 vektor R*’ii spanlayabilir mi? (Boyut argiimana.)

Egzersiz 4. (Python) Rank-nullity’yi farkli matrislerde dogrula.
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15 Lineer Bagimsizlik, Baz ve Boyut

Egzersiz 5. Ispatla: n x n matris tersinir <= kolonlar1 R” i¢in baz. (Ipucu: tersinir <= N(A) = {0}
<= bagimsiz; n bagimsiz vektor R™’i spanlar.)

15.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 10: Dort Temel Alt-Uzay

Bir matrisin dort alt-uzay1:

A) C R™, boyut r

(A) C R", boyutn —r

AT) C R™, boyut r (satir uzay1)
(AT) C R™, boyut m — 7 (sol null)

Ders 10 oncesi

» Egzersizleri ¢0z, ozellikle 5 (tersinir <= baz).
* matrix_rank ile rank-nullity’yi birka¢ matriste dogrula.

15.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da
n > m gercegi Kolon > satir — null bog 2ml15
degil
Bagimsizhik Higbir non-zero komb. =0  6m06
Matris dili Bagimsiz 14m30
= N(A) = {0}
&= r=n
Span Tiim kombinasyonlar 19m24
Baz Bagimsiz + spanlayan 22ml4
Baz <= tersinir R"de n vektor baz <= 30m06
kare tersinir
Baz sayis1 sabit Tiim bazlar ayn1 boyutta 34m18
Boyut Bazdaki vektor sayist 36m33
dimC(A)=r Pivot kolonlar = C'(A) bazt  41m55
dmN(A)=n—r Ozel ¢oziimler = N (A) 49m09
baz1
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15.15 ML Baglantlart Ozeti

15.15 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

Bagimsizhk = multicollinearity yoklugu — A7 A tersinir, katsayilar belirli.
Baz = koordinat sistemi — PCA, Fourier, wavelet, 68renilmis embedding.
Boyut = i¢sel boyut — Manifold hipotezi.

rank = dim C'(A) = etkin boyut — matrix_rank; veri/agirhigin gercek bilgisi.
Span = erisilebilir uzay — C(W).

Rank-nullity — Parametre muhasebesi: taginan + yutulan = girdi.

Diisiik rank = sikistirma — dim C'(A) <« n — LoRA, PCA.

NNk W=

! Tek bir sey alip gideceksen

Baz, bir uzay1 tam dogru sayida bagimsiz vektorle tanimlar; boyut bu sayidir, segilen baza bagli degildir.
Bir matris i¢in dim C'(A) = r, dim N(A) = n — r — boyut muhasebesinin kalbi.
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16 Dort Temel Alt-Uzay

Bir matrisin tam geometrisi — C(A), N(A), C(AT), N(AT)

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 10: The Four Fundamental Subspaces (=50 dk)
¢ OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 10
* Okuma siiresi: =40 dk

16.1 Bu Derste Ne Var?

“This is the heart of this approach to linear algebra, to see these four subspaces.” — Strang, 4:44

Her m X n matris dort temel alt-uzay dogurur:

1. C(A) — kolon uzay1, R™, boyut .

2. N(A) — null uzayi, R™, boyut n — r.

3. C(AT) — satir uzay1, R™, boyut 7.

4. N(AT) — sol null uzay1, R™, boyut m — 7.

Harika gercek: satir rank = kolon rank = 7.

@ Builder Notu — Dért Alt-Uzay = Déniisiim Geometrisi

* Satir uzay = etkin girdi yonleri; null = yutulan. x = x,, + x,,;;, AX sadece satir bilesenine
bagl.

* Kolon uzay: = erigilen ¢ikt1 yonleri; sol null = least squares artiklari.

* Satir rank = kolon rank — SVD’de tek bir 7.

* Matris uzaylar1 — agirlik tensorleri igin soyut temel.

16.2 Dort Alt-Uzay — Yasadiklar Uzaylar

Hangi biiyiik uzayda yagarlar?
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https://www.youtube.com/watch?v=nHlE7EgJFds
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16 Dort Temel Alt-Uzay

Girdi uzay1 R*n

C(AT) satir uzayr

boyut r
N(A) null ¢~ r = ortak rank
boyut n - r SVD, pseudoinverse,

least squares

Cikt1 uzayr R*m

C(A) kolon uzay
boyut r

N(AT) sol null
boyutm - r

Sekil 16.1: Dort alt-uzay: girdi R*n (satir + null), ¢ikt1 R*m (kolon + sol null). Boyut toplamlari n ve m.
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16.3 Satir Uzay1 C(AT)

Alt-uzay Uzay Boyut

C(A) R™ r
ciAty R 7
(A) R  n—r
ATy R™  m—r

iki toplam:

dim C(AT) +dim N(A)=r+(n—7r)=n

dimC(A) +dim N(AT) =r+ (m—7r)=m

R™ satir + null’a, R™ kolon + sol null’a boliiniir.

16.3 Satir Uzay1 C'(AT)

Satirlar yatay, kolonlar dikey. C6ziim: transpoze et. A’nin satirlart A7 nin kolonlari olur:

satir uzay1 = C/(AT)
“We just got some vectors that were lying down to stand up.” — Strang, 6:55

Builder Notu: Girdi tarafindaki “etkin” alt-uzay. x = satir uzayi bileseni + null uzay1 bileseni; Ax sadece satir
bilesenine bagli. SVD ve pseudoinverse’in geometrik temeli.

16.4 Sol Null Uzay1 N (AT)

N(AT) = {y: ATy =0}

Neden “sol”? ATy = 0 — transpoz al — y7 A = 07'. y satir vektérii olarak A’y1 soldan carpryor.

Sezgi: A’nin satirlarinin hangi kombinasyonu sifir satir verir.

103



16 Dort Temel Alt-Uzay

16.5 Satir Rank = Kolon Rank — Harika Gercek

dimC(A) = dim C(AT) =r

“The row space and the column space have the same dimension. That’s a wonderful fact.” —
Strang, 15:06

Bariz degil! 1000 kolon, 3 satir — bagimsiz kolon en fazla 3.

Pratik kestirme: Strang’in Ders 9 6rneginde (1,1, 2), (2,2,5), (3, 3, 8) — iki satir1 esit (r; = 73). Satir
rank < 2 — kolon rank = 2 — {i¢ kolon bagimli.

16.6 Bazlar — Satir, Sol Null

Satir uzayi bazi: rref R’nin sifir-olmayan satirlani (ilk 7).

Ornek:

Satir uzayi bazi: (1,0,1,1),(0,1,1,0).

Neden ise yarar? Satir igslemleri satir uzaymm korur (kolon uzayini degistirir!). A’nin satirlart R’nin
satirlarinin kombinasyonu, ve tersi — iki satir uzay1 6zdes.

Sol null uzay: bazi: Gauss-Jordan ile [A | I| — [R | E], yani FA = R.

dim C(A) =2

dim C(A") = 2 (satir = kolon rank)

dim N(A) =2

dim N(AT) =1

sol null uzayi bazi:
[[-7.07106781e-01]
[-2.22044605e-16]
[ 7.07106781e-01]]

R’nin son satir1 sifirdi (bagimli satir 3). EA = R’nin son m — r satiri, A’nin satirlarinin sifir veren
kombinasyonunu sdyler.
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16.7 Iki Cift — R™ ve R™ Béliinmesi
16.7 iki Cift — R" ve R™ Béliinmesi
Girdi tarafi:
R* = C(AT)® N(A), boyutlarr + (n—7)=n
Cikt1 tarafi:

R™ = C(A)® N(AT), boyutlarr + (m —7r) =m

Bu ciftler birbirine dik olacak (Ders 14).

@ Builder Notu — Least Squares ve SVD

Least squares (Ders 16): b € R™ = kolon bileseni (erisilebilir) + sol null bilegeni (artik). Least squares
sol null’u atip C'(A) iizerine izdiigiimiinii ¢ozer.

SVD (Ders 29): Dort alt-uzaya ortonormal bazlar iiretir; r tekil deger = ortak rank. Dort alt-uzay =
doniislimiin tiim geometrisi; SVD = onun sayisal/ortonormal hali.

16.8 Matris Uzaylari

Simdiye dek vektorler R"’deydi. Ama matrisler de vektor: toplayabilir, sayiyla ¢arpabilir, kombinasyon
alabilirsin.

3 x 3 matrisler uzay1 M: 9 bagimsiz giris — dim M = 9.

Alt-uzaylar:

o Ustiicgensel: 3 + 3 = 6 (kdsegen + iist).
* Simetrik: 3 + 3 = 6 (kdsegen + iist, alt yansir).
» Diagonal: sadece kosegen = 3.

Kesisim: simetrik N iist iicgensel = diagonal (Ders 6 kesigim kural1).

Builder Notu: Bir agin tiim agirliklar: dev bir vektor uzayinda nokta; yapisal kisitlar (simetrik, diisiik-rank,
seyrek, blok) alt-uzaylar. Tensorler cok-boyutlu uzanti.

16.9 Bu Dersin Ozeti

Dort temel alt-uzay.

Satir = (A7), sol null = N (AT).

Boyutlar: r,r,n —r,m —r.

Satir rank = kolon rank = r.

Satir bazi = rref’in sifir-olmayan satirlart.

Sol null baz1 = E’nin son m — 7 satr1 ([4 | I] — [R | E]).

AN e
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16 Dort Temel Alt-Uzay

7. 1ki¢ift: R” = C(AT) + N(A),R™ = C(A) + N(AT).
8. Matris uzaylar ve alt-uzaylari.

! Tek bir ciimle

Her matris dort temel alt-uzay dogurur; girdi R™ ve ¢ikti R™ ikiser parcaya boliiniir. Satir rank = kolon
rank =  — bir lineer doniislimiin tiim geometrisinin (SVD’den least squares’e) kodu.

16.10 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: 4x6 matris, rank 3. Dort alt-uzayi boyutu ve uzay1?
m=4,n==6,r=3.
+ C(A): R*, boyut 3.
(AT): RS, boyut 3.
* N(A): R, boyut 6 — 3 = 3.
« N(AT): R*, boyut4 — 3 = 1.

QQ

Kontrol: R =3 +3v:R* =3+ 1/.

1 Soru2: A= ((1,2,1),(2,4,3),(1,2,2)) icin satir uzay1 bazi.

rref: 1y — 2r; = (0,0,1), r4 — 7 = (0,0, 1), 73 — ry = 0. Pivot istiinii temizle:

1 20
R=10 01
0 00

Satir uzayi bazi: (1,2,0),(0,0,1). dim=7r = 2.

1 Soru 3: Satir operasyonlari satir m1 kolon uzayini mi korur?
Satir uzayimm korur, kolon uzayim DEGIL.

* Satir iglemi satirlarin kombinasyonu — satir uzayinda.
* Kolon uzay1 degisir. Ornek: A’da (1, 1, 1) kolon uzayinda olabilir, R’de degil.

Rank ikisinde de aym kalir ("), ama kolon uzayimin kendisi degisir. Kolon uzay1 bazi i¢in A’nin pivot
kolonlarini aliriz, R’ninkileri degil.

1 Soru 4: Dért alt-uzay — least squares — SVD bag.

Least squares: b € R™ = C'(A) bileseni + N (AT bileseni (artik). LS, sol null’u atip C(A) iizerine
izdiiglimiinii ¢ozer.
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16.11 Egzersizler

SVD: Dort alt-uzaya ortonormal bazlar:

* Sag tekil vektorler V' — satir uzay1 + null.
* Sol tekil vektorler U — kolon uzayi + sol null.
* 7 tekil deger = ortak rank.

Dort alt-uzay = doniisiim geometrisi; SVD = onun sayisal hali. Diiglik-rank yaklagim, PCA, pseudoinverse
hepsi buradan.

16.11 Egzersizler

1 2 3

Egzersiz 1. A = (2 16

) — dort alt-uzayin boyutlart.

Egzersiz 2. Ayn1 A i¢in satir uzayi, null, sol null i¢in baz.
Egzersiz 3. Kare (n X n) tersinir matris — dort alt-uzay nedir? (r = n.)
Egzersiz 4. (Python) null_space(A.T) ile sol null’u ¢ikar.

Egzersiz 5. Ispatla: C(AT) N N(A) = {0}. (ipucu: x ikisinde de ise x = ATzve Ax =0 - x'x = ?.)
Bu, Ders 14 ortogonallik habercisi.

16.12 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 11: Matris Uzaylari, Rank 1 ve Kiiciik Diinya Grafikleri

* Matris alt-uzaylari icin tam sayim.
« Rank 1 matrisler (uv’) — her matrisin yapi tast; SVD ve LoRA cekirdegi.
* Kiigiik diinya grafikleri (Ders 12 gecisi).

Ders 11 oncesi

» Egzersiz 5 (ortogonallik habercisi) kritik.
* null_space(A.T) ile sol null’u birka¢ matriste cikar.

16.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da

Dort alt-uzay C,N,CT , NT 4m27

Satir uzay1 C(AT), R™, boyut r 6m01

Sol null N(AT),R™, boyutm —r 7ml5

Satir = kolon rank dimC(A) = 15m06
dimC(AT) =r
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16 Dort Temel Alt-Uzay

Kavram Tanim Strang’da

Satir bazi rref’in sifir-olmayan 26ml5
satirlart

Sol null baz FE’nin son m — 7 satir 40m52

iki cift R" = C(AT) + N(A4);  42ml5
R™ = C(A) + N(AT)

Matris uzayl 3 X 3 - dim 9; alt-uzaylar 43m31

16.14 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

Dort alt-uzay = SVD geometrisi.

NNk W=

Satir = kolon rank — SVD’de tek 7; agirlik matrisinin etkin kapasitesi.

Sol null = LS artiklar1 — Erisilemeyen cikt1 yonleri.

Satir + null = girdi ayrisgmi — Etkin + yutulan; Ax sadece etkin parcaya.

Rank-nullity iki uzayda — Parametre/boyut muhasebesi.

Matris uzaylar1 = parametre uzay1 — Ag agirliklari nokta; yapisal kisitlar alt-uzaylar.

Dort alt-uzay — pseudoinverse A — Satir’1 kolon’a birebir esler, null’lar1 yok sayar (Ders 33).

! Tek bir sey alip gideceksen

Her matris dort temel alt-uzay iiretir; girdi R™ ve ¢ikti R™ ikiger parcaya boliiniir. Satir = kolon rank
= r — bir lineer doniiglimiin tiim geometrisini kodlar (SVD, LS, pseudoinverse).
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17 Matris Uzaylari, Rank 1 ve Kicuk Dunya Grafikleri

Matrisler/fonksiyonlar/graflar vektor; uv! tiim matrislerin atomu

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 11: Matrix Spaces, Rank 1, Small World Graphs (=50
dk)

* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 11

* Okuma siiresi: =40 dk

17.1 Bu Derste Ne Var?

“Rank one matrices are the building blocks for all matrices.” — Strang, 24:19

Matris uzaylar1 — simetrik, iist licgensel, diagonal; boyut formiilii.
Fonksiyon uzaylart — ODE ¢o6ziimleri = vektor uzayi.

Rank 1 matrisler — A = uv’, tiim matrislerin yapi tast.

Kiiciik diinya grafikleri — alt1 derece ayrim, Ders 12’ye koprii.

L=

SVD

/* (Ders 29)
~_

Matris uzay1 M Her A = X uviT
. ™ 1v Rank 1: A=uvT > .
(3x3 — dim 9) (r terim)

7 LoRA
diisiik-rank AW

Fonksiyon uzay1
(cos, sin — dim 2)

Vektor uzayi

Graf yapilan

Sekil 17.1: Vektdr kavrami matrislerden fonksiyonlara/graflara uzanir; rank-1 uv! tiim matrislerin atomu —
SVD/LoRA ¢ekirdegi.
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17 Matris Uzaylari, Rank 1 ve Kiiciik Diinya Grafikleri

@ Builder Notu — uv™ Her Yerde

« Attention QKT dig-carpim yapisi; diisiik-rank yaklagim hizlandirma (Linformer, Performer).
* Embedding outer product’lar — matris faktorizasyonu tabanli oneri sistemleri.

LoRA: AW = BA (birkag rank-1) — n? yerine 2nr parametre.

* Fonksiyon uzaylar1 — Fourier, wavelet, RKHS, Gaussian process.

* Grafikler —» GNN (adjacency), PageRank (6zvektor), kiiciik diinya topoloji.

17.2 Matris Uzay1 M

3 X 3 matrisler vektor uzayr (matris carpimi umursanmaz, sadece toplama/skalerle ¢arpma):

dimM =9

Standart baz: 9 matris, her birinde tek bir 1.

“Our space is practically the same as nine-dimensional space.” — Strang, 4:40

17.3 Alt-Uzaylar — Simetrik, Ust Ucgensel, Diagonal

Alt-uzay Serbest parametre Boyut
Simetrik S kosegen (3) + st (3) 6
Ust iiggensel U kosegen (3) +iist (3) 6
Diagonal D sadece kosegen 3

17.4 Boyut Formiilii — Kesisim ve Toplam

S N U: hem simetrik hem iist liggensel — alt = iist = 0 — diagonal. SN U = D, dim 3.

S + U: tim s + u kombinasyonlar1 — tim M, dim 9.

dim S + dimU = dim(S NU) + dim(S + U)

6+6=3+9v

Icerme-diglama’nin vektor uzayi versiyonu.
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17.5 Fonksiyon Uzaylari — ODE Coziimleri

@ Builder Notu — Yapisal Kisitlar = Alt-Uzaylar

* Simetrik: kovaryans/kernel/attention.
* Diagonal: 6lcekleme katmanlar1 (LayerNorm gain, diagonal Fisher).
« Ust iicgensel: nedensel maskeler, Cholesky carpanlari.

Simetrik kisit: n? yerine n(n + 1)/2 parametre.

17.5 Fonksiyon Uzaylari — ODE Cdéziimleri

d2y

@—i—y:() = Yy =10 cosT + Cysinw

Coziimler vektor uzayi: span{cos x, sin z }, dim 2 (ikinci mertebe denklem — 2 boyut).

“Cosine and sine — they’re like the special solutions ... the dimension of the solution space will
be two, because we have a second-order equation.” — Strang, 17:44

cos ve sin fonksiyonlar, ama toplanip ol¢eklendikleri icin lineer cebrin tiim dili (baz, boyut, bagimsizlik)
onlara da uygulanir.

Builder Notu: Fourier modlari (sin/cos), wavelet’ler, kernel methods’un RKHS’i, Gaussian process’ler —
hep sonsuz boyutlu fonksiyon vektor uzaylari.

17.6 Rank 1 Matrisler — A = uv’

14 5
A:<2 8 10)

ry = 21, — rank 1. Tim satirlar (1,4, 5)’in kati, tiim kolonlar (1, 2)’nin katu.

A= (;) (1 4 5)=uv’

Dis carpim (outer product). Her rank-1 matris bu bicimde.

rank = 1
u v~AT =
[l 1 4 5]
[ 2 8 10]]

tekil degerler = [1.44913767e+01 3.55271368e-15]
rank-1 yeniden insa:

[[ 1. 4. 5.]

[ 2. 8. 10.]]
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17 Matris Uzaylari, Rank 1 ve Kiiciik Diinya Grafikleri

17.7 Rank 1 = Yapi Tasi

Her rank r matris, r tane rank-1 matrisin toplama:

A=wvl +ugvl + -+, vE

“Rank one matrices are the building blocks for all matrices.” — Strang, 24:19

Bu ayrisim = SVD (Ders 29):

A =oyu vl 4 ouyvd + -

— terimleri tekil deger biiyiikliigiine gore siralar (Eckart—Young: en biiyiik & terim = en iyi rank-% yaklagim).

@ Builder Notu — LoRA’nin Matematigi
LoRA: Bir n x n agirlik giincellemesi AW ’yi tam matris (n? parametre) yerine diisiik-rank (r < n):

AW =BA, BeR"™ AeR™"

= 7 rank-1 dig-carpimin toplami, 2nr parametre. Fine-tuning degisimi pratikte diisiik etkin rank’e sahip
— cok az kayipla. Rank-1 = yap1 tas1 sezgisi LORA’nin dogrudan matematigi.

17.8 Sabit Rank Alt-Uzay Degil

“Tiim rank-k matrisler” alt-uzay m1? Hayir.

rank(A + B) < rank(A) + rank(B)

Iki rank-1 toplandiginda genelde rank 2 olur. Toplamada kapali degil — alt-uzay degil.

Builder Notu: Diisiik-rank kisiti non-convex — matris tamamlama, LoRA egitimi zor problemler; niikleer
norm gevsetmesi numarasi gerekir.

17.9 Toplami Sifir Alt-Uzayi

S:{VE[R41U1+U2+’U3+'U4:0}

BuN(A),A=(1,1,1,1)i¢in. Arank I, dimN(A)=n—r=4—1=3.

Baz (6zel ¢oziimler):

(—-1,1,0,0)T, (-=1,0,1,0)T, (=1,0,0,1)T
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17.10 Dort Alt-Uzay — A = (1,1,1,1) Ornegi

Builder Notu: “Merkezleme” alt-uzayi. Bir veriyi ortalamadan ¢ikarmak onu bu alt-uzaya izdiisiiriir. Softmax
gradyani, simpleks kisitlar1, contrast kodlamalar1 burada yasar. Tek satirlik matris = bir kisit bir boyut “yer”.

17.10 Dért Alt-Uzay — A = (1,1, 1, 1) Ornegi

A (1 x 4, rank 1):

« C(AT): (1,1,1,1)in katlar, R*’te, boyut 1.

e N(A): toplamu sifir olanlar, boyut 3. (1 + 3 =4 V")
C(A): RYin tamamu, boyut 1.

(

» N(AT): sadece sifir, boyut 0. (1 +0 = 1 v)

“The basis of the smallest subspace is the empty set. The number of members in the empty set is
zero — that’s the dimension.” — Strang, 38:49

17.11 Kiciik Diinya Grafikleri

Graf = diigiimler + kenarlar (kalkiiliisteki “grafik” degil, ag yapis1). Klasik 6rnek: insanlar diigiim, arkadaglik
kenar.

Alt1 derece ayrim: Rastgele iki insan ortalama ~6 arkadaslik adimiyla bagl.

“Six degrees of separation ... with a few shortcuts, the distances come down dramatically.” —
Strang, 43:46

Bir graf bir incidence matrisi (m kenar x n diigiim) ile temsil edilir. Lineer cebir bu matris iizerinde isler
(Ders 12).

Builder Notu: GNN komsuluk matrisi iizerinde mesaj gecirir; PageRank web grafinin 6zvektor problemi
(Ders 21+); kiiciik diinya / dl¢ceksiz topoloji sosyal/noral aglarin temeli.

17.12 Bu Dersin Ozeti

M (3 x 3) > dim 9.

Alt-uzaylar: simetrik (6), iist liggensel (6), diagonal (3).

Boyut formiilii: dim S + dimU = dim(S N U) + dim(S + U).
Fonksiyon uzaylar1: ODE ¢oziimleri, span{cos, sin} = 2.

Rank 1: A = uv”.

Her matris = 7 rank-1 toplami1 (SVD 06zii).

Sabit rank = alt-uzay (rank(A + B) < r4 +rp).

Toplamu sifir: N((1,1,1,1)), dimn — 1.

Bos baz: sifir boyutlu uzayin bazi bos kiime.

Grafikler: alt1 derece, incidence matrisi (Ders 12).

CPORXTRNUN A LN
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17 Matris Uzaylari, Rank 1 ve Kiiciik Diinya Grafikleri

! Tek bir ciimle

Vektor uzay1 matrislerden fonksiyonlara/graflara uzanir; rank-1 (uv’) tiim matrislerin atomudur ve her
matris 7 rank-1 teriminin toplamidir — SVD, PCA ve LoRA’nin ortak cekirdegi.

17.13 Kontrol Sorulari

: Sorm 27 A= ((2.6):(3:9)( 3 mank i 2 uv. 2
1 Soru 3: Tiim 3x3 rank-2 matrisler alt-uzay mi1?

11§ S0 4 ToR A heden rarkt (disgdleratic) yazar?
I Tarmn AV s 222 anashafinel A J%llnkq}\mﬁm M‘;\Q t&i}a])umu PR P




17.14 Egzersizler

17.14 Egzersizler

Egzersiz 1. 3 x 3 antisimetrik (A7 = — A) matrislerin boyutu, baz. (Ipucu: kosegen?)
3 69

Egzersiz2. A= [1 2 3| rank?rank 1 ise uv’.
2 46

Egzersiz3. S,U C R®;dim S = 5,dimU = 6. dim(S N U) en az ka¢? (Boyut formiilii + dim(S + U) <
8.)

Egzersiz 4. (Python) Rank-1 SVD ayrigimi.

Egzersiz 5. Ispatla: A = uv’ (u,v # 0) - rank 1. (Ipucu: her kolon w’nun kat1.) SVD’nin tek terimli hali.

17.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 12: Graflar, Aglar ve Incidence Matrisleri

* Incidence matrisi (/m kenar x n diigiim).
* Dort alt-uzay grafta: null (potansiyeller), sol null (¢cevrimler).
* Kirchhoff yasalari, Euler formiilii.

Ders 12 oncesi

* Egzersiz 5 (rank-1 — SVD habercisi) kritik.
e np.outer ve np.linalg.svd ile rank-1 dene.

17.16 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da
Matris uzay1 M 3x3 —» dim 9 3m59
Simetrik / iist iicgensel Her biri dim 6 6m13
Diagonal dim3(SNU = D) 8m36
Boyut formiilii dim S +dimU = 13m48
dim(SNU)+dim(S+U)
Fonksiyon uzay1 ODE c¢oziimleri, dim 2 14m43
Rank 1 = uv’ D1s carpim 23m06
Yapi tasi Her rank-r matris = r 24m19
rank-1 toplami
rank toplam rank(A+ B) <r, +rg 27m35
Toplamu sifir N((1,1,1,1)),dimn—1 29m21
Alt1 derece Kiiciik diinya, graf 43m46
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17 Matris Uzaylari, Rank 1 ve Kiiciik Diinya Grafikleri

17.17 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

Rank 1 = dis carpim — Attention Q KT, embedding outer products, matris faktorizasyonu.
Rank-1 toplamm = SVD — Goriintii sikistirma, giiriiltii giderme.

LoRA = diisiik-rank giincelleme — Fine-tuning standart yontemi.

Fonksiyon uzaylar1 — Fourier, wavelet, RKHS, GP.

Boyut formiilii — Icerme-dislama, 6zellik alt-uzaylar1 muhasebesi.

Sabit rank non-convex — Diisiik-rank optim zorlugu, niikleer norm.

Grafikler + matrisler —» GNN, PageRank, kiiciik diinya topoloji.

NNk W=

! Tek bir sey alip gideceksen

Vektor uzay1 matrislerden fonksiyonlara/graflara genellesir; rank-1 (uv?’) tiim matrislerin atomu — her
matris 7 rank-1 toplam1 (SVD, PCA, LoRA cekirdegi).
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18 Graflar, Aglar ve Incidence Matrisleri

Dort alt-uzay fiziksellesir — potansiyel, akim, agac, cevrim

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Lecture 12: Graphs, Networks, Incidence Matrices (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 12
* Okuma siiresi: =40 dk

18.1 Bu Derste Ne Var?

Bu ders uygulama dersi: matris gercek bir yapidan (graf) doguyor, dort temel alt-uzay fiziksel anlam kazani-
yor.

Incidence matrisi: graf — matris.

Dort alt-uzayn fiziksel anlami: null = potansiyel, sol null = Kirchhoff Akim Yasasi, satir = agac.
. Euler formiilii: diigiim — kenar + cevrim = 1.

. ATCA cercevesi: uygulamali matematigin temel denklemi.

2w

“A transpose y equals zero is probably the most fundamental equation of applied mathematics.”
— Strang, 20:07

@ Builder Notu — Graf Matrisleri ML'de

* Incidence / adjacency — GNN’lerin girdi yapisi.

* Graph Laplacian L = AT A — spectral clustering (Fiedler), GCN konvoliisyon, label propaga-
tion.

* Null = gauge ozgiirliigii — L’nin sifir 6zdegeri = bagli bilegen sayisi.

* Sol null = ¢cevrimler — grafin homolojisi; topolojik veri analizi (TDA).

18.2 Graf ve Incidence Matrisi

Strang’in Ornegi: 4 diigiim, 5 kenar.

e Kenar1: 1 — 2
e Kenar2:2 — 3
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18 Graflar, Aglar ve Incidence Matrisleri

N(A) = sabit potansiyel
(grounding, gauge)

1v N(AT) = Kirchhoff
ATy = 0 (korunum)
cevrim akimlar

Incidence matris A
Graf (dugim + yonlu kenar) (m kenar x n diigiim) >
-1, +1 her satirda

C(AT) = agaclar
(cevrimsiz alt-graf)

4 ATA = graph Laplacian Spectral clustering
simetrik, pozitif yarn-tanim GCN, PageRank

Euler: n - m + cevrim =1

Sekil 18.1: Graf — incidence A — dort alt-uzay fiziksellesir; ATA = graph Laplacian.

e Kenar3:1 — 3
e Kenar4:1 — 4
e Kenar5:3 — 4

Her kenar bir satir. Kenar ¢ — j icin satirda ¢ kolonunda —1, j kolonunda +1:

-1 1 0 O
0 -1 1 0
A=]1-1 0 1 0
-1 0 0 1
0 0 —-11

Seyrek (her satirda 2 sifir-olmayan). Ilk 3 kenar bir ¢evrim — satir 1 + satir 2 = satir 3 — bagiml.

“Loops correspond to linearly dependent rows.” — Strang, 8:54

18.3 Null Uzay1 — Potansiyeller ve Grounding

x = diigiim potansiyelleri. Ax = kenar potansiyel farklar1:

_ T
Ax = (7 — Ly, L3 — Loy Ly — L, Ly — T,y _x3)

A = fark operatorii (graf gradyani).

118



18.4 Sol Null Uzayr — Kirchhoff Akim Yasast

Ax = 0 < tiim farklar sifir <= tiim potansiyeller esit:

N(A) ={c(1,1,1,1)T}, dimN(A) =1

r=n—1=3

Grounding: Bir diigiimii 0 yaparak referansi sabitle. Bu gauge ozgiirliigii (L nin sifir 6zdegeri = bagh
bilesen sayisi).

18.4 Sol Null Uzay1 — Kirchhoff Akim Yasasi

y = kenar akimlar1. A”'y = 0 = Kirchhoff Akim Yasas1 (KCL).
AT nin her satir1 bir diigiim — “giren akim = ¢ikan akim”.

Diigiim 1: —y; — y3 — y4 = 0 (ii¢ ¢ikis toplamu).

“Kirchhoff’s Current Law is a balance equation, a conservation law. In equals out.” — Strang,

28:43

Boyut: dim N(AT) =m —r=5—-3 =2,

18.5 Loop Akimlari — Bazlar

Bir cevrim etrafinda dolasan akim her zaman KCL'i saglar. iki bagimsiz cevrim:

Y1 = (17 17_1a070)Ta Yo = (0707 17_17 1>T

Biiyiik cevrim =y, 4 y, (kenar 3’te akimlar birbirini gotiiriir) — bagimsiz degil.

dim N (A7) = bagimsiz ¢evrim saysi.

18.6 Agac (Tree)

Cevrimsiz graf. Bagimsiz kenar = agacin kenari. Bir grafin bagimsiz kenar sayisi = n — 1 (agacin kenar
say1s1).
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18 Graflar, Aglar ve Incidence Matrisleri

18.7 Euler Formilu

Boyut sayimin birlestir:

cevim=m—r=m—(n—1)=m—-n+1

n—m—i—gevrim:l‘

Ornekte: 4 — 5 + 2 = 1 V. Lineer cebir bir topoloji teoremini kamtladi.

“The number of nodes minus the number of edges plus the number of loops is one. It’s known as
Euler’s Formula.” — Strang, 41:52

Builder Notu: Euler formiilii topolojik veri analizi (TDA) ve homolojinin kalbidir. Persistent homology bir
veri bulutunun ¢oklu 6lcekte “deliklerini” sayar — graf diizeyinde ¢evrim say1s1 = agin redundancy/dayaniklilik
Olciisii.

18.8 ATCA Cercevesi — Uygulamali Matematigin Temeli

Ug fiziksel adim:

1. Potansiyel farklari: e = Ax (gradyan).
2. Ohm Yasasi: y = C'e (iletkenlik).
3. KCL: ATy = f (korunum, dis kaynak f).

Birlestir:

“There’s the basic equation of applied math.” — Strang, 46:22

Her yerde: elektrik devreleri, yapisal mekanik, 1s1 akisi, akigkanlar. Denge (equilibrium) problemlerinin
evrensel iskeleti.

18.9 Graph Laplacian = ATA

C = I 6zel hili: AT A. Her zaman simetrik, pozitif yari-tanimh.
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L (graph Laplacian) =

[[ 3. -1. -1. -1.]

[-1. 2. -1. @.]
[-1. -1. 3. -1.]
[-1. o. -1. 2.]]

Simetrik? True

Ozdegerler = [0. 2. 4. 4.]

rank(A) = 3

18.10 Bu Dersin Ozeti

L’nin kosegen = diigiim derecesi; kosegen-dis1 = bagh diigiimlere —1. Sabit vektor L’nin null uzayinda —

sifir 6zdeger.

@ Builder Notu — Graph Laplacian ML'de

* Spectral clustering: En kiiciik (Fiedler) 6zvektor grafi zayif-bagli yerden béler.
GCN: Normalize L konvoliisyon ¢ekirdegi.

* Diffusion / heat kernel: PageRank, label propagation, GraphSAGE.

* Sifir 6zdeger sayis1 = bagh bilesen sayisi.

* [’nin spektrumu grafin geometrisini kodlar.

18.10 Bu Dersin Ozeti

AN I R

—

Graf — diigiim + yonlii kenar.

Incidence matrisi: kenar x diigtim.

Null = sabit potansiyel (gauge); rank n — 1.
A = fark operatorii; grounding.

Agac = ¢cevrimsiz; bagimsiz kenarlar.

Sol null = Kirchhoff.

Loop akimlar = sol null bazi.

Euler: n — m + ¢evrim = 1.

ATCA denge denklemi.

AT A = graph Laplacian, spectral yontemler.

! Tek bir ciimle

Bir graf bir incidence matrisine doniisiir; dort alt-uzay fiziksellesir — null = potansiyel, sol null =
Kirchhoff korunumu (cevrimler), satir = agaclar. ATCA denge denklemi, ATA graph Laplacian olarak
graf 6grenmesinin merkezi.
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18 Graflar, Aglar ve Incidence Matrisleri

18.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: 3 diigiim iiggen graf (1—2, 2—3, 1 —3) — incidence matris, rank.

-1 1 0
A= 0 -1 1
-1 0 1

ry +1ry =73 — bagimh. rank=n —1 = 2.

1 Soru 2: Ucgen grafin null uzay: ve anlamu.

N(A) = {c(1,1,1)T}, dim 1.
Fiziksel: potansiyeller sabite kadar belirli; bir diigiimii topraklayarak (potansiyel = 0) belirsizlik giderilir.

1 Soru 3: 6 diigiim, 9 kenar bagli graf — kac bagimsiz cevrim?

Euler: 6 — 9 + ¢evrim = 1 — cevrim = 4.
Alternatif: r =n—1=>5;¢eviim=m —r =4. vV

1 Soru 4: Graph Laplacian GNN ve spectral clustering’de nasl?

Sifir 6zdeger: L(1,...,1) = 0 — L’nin sifir 6zdegeri. Sayis1 = bagh bilegen sayisi.

Spectral clustering: En kiiciik sifirdan sonraki 6zvektor (Fiedler) grafi zayif bagh yerden boler.
GCN: Normalize L konvoliisyon ¢ekirdegi; her katman komsu 6zelliklerini Laplacian agirliklartyla
toplar.

L’nin spektrumu grafin tiim spektral/difiizyon davranisini kodlar.

18.12 Egzersizler

Egzersiz 1. 4 diigiim yol grafi (152, 2—3, 3—4) i¢in incidence yaz. Aga¢c m1? Rank, ¢evrim sayisi.

-1 1 0
. 0 -1 1 .
Egzersiz2. A = 1 0 1] null ve sol null boyutu. (3. ve 4. satir ayn1 — ne anlama gelir?)
-1 0 1

Egzersiz 3. Bagh graf, 10 diigiim, 15 kenar — rank, null boyut, ¢cevrim, Euler dogrulamasi.
Egzersiz 4. (Python) Graph Laplacian 6zdegerleri.
Egzersiz 5. Ispatla: Bagli grafta dim N (A) = 1, sabit vektor tarafindan spanlanir. (ipucu: Ax = 0 komsu

diigiimlerin esit potansiyelini gerektirir; baghlik tiim grafa yayar.) Bu, Laplacian’in tam bir sifir 6zdegerine
sahip olmasini agiklar.
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18.13 Sonraki Ders Icin Hazirlik

18.13 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 13: Quiz 1 incelemesi

Chapter 1-3’lin toplu tekrari: eliminasyon, LU, vektor uzaylari, dort alt-uzay, rank, Ax = b, bagimsizlik/baz/bo-

yut.

Ders 13 Oncesi

* Ders 1-12 egzersizlerini gézden gegir.
* A.T @ Aile Laplacian’1 incele.

18.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da
Graf Diigiim + yonlii kenar 2m38
Incidence matris Kenar x diigiim, —1, +1 5m49
Loop = bagimh satir Cevrimler bagimlilik 8mO1
A = fark operatorii Ax = potansiyel farklari 13m19
Null = sabit potansiyel dim 1, rank n — 1 15m22
Grounding Referansi sabitle 18m06
KCL: ATy =0 Korunum 25m50
Loop akimlan Sol null bazi 33m19
Agac Cevrimsiz 39m06
Euler n —m 4+ ¢evrim = 1 41m52
ATCA Uygulamal1 mat. denge 46m22

18.15 ML Baglantilar Ozeti

@7 koprii

NNk W =

Incidence / adjacency — GNN girdi yapisi.
Graph Laplacian (A7 A) — Spectral clustering, GCN, label propagation.
Null = gauge — Laplacian sifir 6zdeger = bagh bilesen sayisi.

Sol null = ¢cevrimler — Homoloji, TDA, persistent homology.

AT C A denge denklemi — Physics-informed models, FEM.

Korunum — Akis, optimal transport, GNN aggregation.

Euler / topoloji — Veri bulutunun deliklerini sayma; TDA.
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18 Graflar, Aglar ve Incidence Matrisleri

! Tek bir sey alip gideceksen

Graf — incidence matris — dort alt-uzay fiziksellesir (potansiyel, akim, agac, cevrim). AT C'A denge
denklemi her yerde; AT A = graph Laplacian graf 6§renmesinin merkezi.
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19 Quiz 1 Incelemesi

Ders 1-12 toplu tekrar — rank, x_p + x_n, alt-uzay testleri

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Quiz 1 Review (=47 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Exam 1 Review
¢ Okuma siiresi: =35 dk

19.1 Bu Derste Ne Var?

Tekrar oturumu. Yeni kavram yok; eski quiz sorulariyla Chapter 1-3 birlestirilir.

Boyut sayma: span, rank, dort alt-uzay.

Ters miihendislik: tam ¢6ziim — matrisi geri ¢ikar.
Dogru/yanlis mantig1: alt-uzay testleri, B> = 0 tuzaklari.
Onizleme: satir uzay1 | null uzay (Ders 14).

e

“This particular plus null space pattern goes throughout mathematics of linear systems... it
spreads everywhere.” — Strang, 36:31

19.2 Span ve Boyut

Soru: u, v, w sifir-olmayan R”’de. Span boyutu?
Cevap: 1, 2 veya 3. En fazla 3 (vektor sayisi), en az 1 (hepsi sifir-olmayan).

Genel: £ vektoriin span’1 en fazla k boyut = bagimsiz sayisi (rank).
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https://www.youtube.com/watch?v=l88D4r74gtM
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/exam-1-review/

19 Quiz 1 Incelemesi

v
o
3
=
R
T
5
I

rank r
her seyi belirler

Cozum sayisi

0, 1, =)
X_p +Xx_n Regularization
tam ¢ozum kalib1 min-norm se¢imi
{v Satir L null SVD, least squares,
(Ders 14 onizleme) pseudoinverse

Sekil 19.1: Quiz 1 ana temalari: rank her seyi belirler; x_p + x_n her yerde.
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19.3 Blok Matrisler ve Rank
19.3 Blok Matrisler ve Rank
U (5 x 3, rank 3 = full column).
(@) N(U) = {0} (full column rank).

(b) (2[{]> (10 x 3): 2U birinin kati — eliminasyonda sifirlanir — rank 3.

(c) (g g) (10 x 6): blok eliminasyonu — 2 bagimsiz U — rank 6.

“That has rank six, I can tell.” — Strang, 8:56

Builder Notu: Derin 6grenmede blok-yapili agirlik matrisleri (multi-head attention, blok-diagonal katmanlar).
“Tekrarl blok rank katmaz” sezgisi weight tying’in etkin rank’i nasil sinirladigini verir.

19.4 Dort Alt-Uzayin Boyutlari

C 10 x 6, rank 6 —» dim N(CT) =m —r =10 — 6 = 4.

Formiiller (m X n, rank r):

19.5 Ters Mihendislik — C6ziimden Matrise

Ax = (2,4,2)T tam ¢oziim: x, = (2,0,0) +¢(1,1,0) + d(0,0,1). A nedir?

Null uzayinda 2 vektér - dim N = 2, n = 3 — rank 1.
( 0,1) € N(A) - 3. kolon = 0.
. ( 1,0) € N(A) - kolon, + kolon, = 0 — kolon, = —kolon;.
= (2,0,0) > 2- kolon, = (2,4,2) - kolon, = (1,2,1).

1 -1 0
A=1(2 -2 0
1 -1 0

Builder Notu: Bu “céziimden modeli geri ¢ikarma” = kimliklenebilirlik (identifiability) sorusu. Null uzayi
biiyiikse model tam belirlenemez (birden ¢ok parametre ayn1 ¢iktiy1).
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19 Quiz I Incelemesi

19.6 Coziilebilirlik

Ax =bancakb € C(A) = {c(1,2,1)T}.

19.7 Dogru/Yanhs

(a) Kare A, N(A) = {0} » N(AT) = ? — Kare matriste N(A) = {0} < tersinir <= N(AT) =
{0}.

(b) 5x5 tersinir matrisler alt-uzay mi? — HAYIR. Sifir matris tersinir degil.

(¢) 5x5 singular matrisler alt-uzay mi? — HAYIR. Iki singular toplam tersinir olabilir:

)6 )

Builder Notu: Tersinir matrisler = manifold (GL grubu); alt-uzay degil. Normalizing flows, RNN stabilizas-
yonu manifold optimizasyonu gerektirir.

19.8 B? = 0 ve Carpim Null Uzay!

(a) B2 = 0 » B = 0? YANLIS. Nilpotent rnek:

_O]‘ 2
B-(O 0>7 B2=0

(b) C tersinir » N(CD) = N(D).CDx=0 < Dx=0.

Builder Notu: Soldan tersinir carpim = preconditioning, whitening, baz degisimi — ¢o6ziimii degistirmez
ama optimizasyonu iyilestirir.

19.9 Satir vs Kolon Uzayi

(a) Kare icin satir = kolon uzay1? YANLIS. A = (0 1) — satir (0, 1), kolon (1, 0) katlari. Boyutlar

0 0
ayn1 (1), uzaylar farkli. Simetrik ise esit.

(b) A ve — A aym dort alt-uzay? EVET.

(¢) Aym dért alt-uzay — A = cB? YANLIS. ki tersinir 6 x 6 aym alt-uzaylara sahip (C' = R%, N = {0})
ama farkli matris.
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19.10 Satir Operasyonlar

19.10 Satir Operasyonlari

Satir takasi neyi korur?

 Satir uzay1 v (kiimesi ayni)
* Null uzay1 v' (Ax = 0 aym)
* Kolon uzay1 x (degisir)

“The row space does stay the same. And the null space stays the same. Column space would be a
wrong answer.” — Strang, 43:53

Bu yiizden kolon uzayi bazi i¢in orijinal A’nin pivot kolonlarini aliriz.

19.11 Satir Uzayi | Null Uzayi — Ders 14 Onizleme

Soru: (1,2, 3) neden hem satir hem null uzayinda olamaz?

(1,2,3)-(1,2,3) =14 £ 0

Ama null uzayinda olsaydi bu ¢arpim sifir olurdu. Celiski — bir vektdr hem satir hem null’da olamaz (sifir
haric).

“The null space is perpendicular to the row space.” — Strang, 47:14

Chapter 4 ortogonallik burada bagliyor.

19.12 Bu Tekrarin Ozeti

Span boyutu — bagimsiz sayisi.

Blok rank — tekrar katmaz.

Dort boyut formiilii.

Ters miihendislik — ¢6ziim — kolonlar.

Coziilebilirlik =b € C'(A).

Alt-uzay testi — sifir + kapalilik.

Tuzaklar — B2 = 0 # B = 0; N(CD) = N(D) tersinir C.
Satir = kolon uzay1 (genel).

Satir takasi satir + null korur.

Satir | null (Ders 14).

AN SR ol o e

—

I Tek bir ciimle

Rank her seyi belirler (boyut, ¢dziim say1s1); tam ¢6ziim = x,, + X,,; ve satir uzay1 L null uzayr —
Chapter 4’iin kapisi.
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19 Quiz 1 Incelemesi

I| 91 Soru 1: 7x4, rank 3 — dort boyut, AX = b durumu.
13 Kontrol Sorulari

m="7n=4,r=3.

e dimC
e dimC
e dim N
e dim N

A) = 3 (R"°de)
AT) = 3 (R*te)
A) =

AT)

o~~~ N

r < m — baz1 b i¢in 0 ¢6ziim; r < n — ¢dziim varsa co. 0 veya co.

1 Soru 2: Ax = (1,2) tam ¢oziim (3,0,0) + c(1,-1,0) + d(0,0,1) — A?

¢ (0,0,1) € N - 3.kolon=0.
(1,—1,0) € N - kolon, = kolon,.
= (3,0,0) — 3- kolon, = (1,2) — kolon, = (1/3,2/3).

* X

4= (2 2 o)

rank 1, dm N =2 V.

1 Soru 3: 3x3 iz=0 matrisler alt-uzay mi?
Dogru. iz lineer: tr(A + B) = tr(A) + tr(B), tr(cA) = ¢ - tr(A).

* Sifir matris izi 0 — igerir.
* Toplamada/carpmada kapali.

Boyut: 9 — 1 = 8 (1 kusit = 1 boyut yer). Bu, s[(n) Lie cebiri uzay1.

1 Soru 4: P tersinir — PA hangi alt-uzaylari korur? ML karsil1i1?

e Null: PAx =0 < Ax = 0 — korunur.
e Satir uzayr: P’nin satirlart A’nin satirlarinin komb. — korunur.
* Kolon uzay1: degisir.

ML:
 Preconditioning: P Ax = Pb — ¢oziim ayni, yakinsama hizl.

* Whitening: veriyi tersinirle 6l¢ekle — lineer yap1 korunur, optimizasyon iyi.
* Baz degisimi (Ders 31): problemin 6zii degismez.
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19.14 Egzersizler
19.14 Egzersizler

Egzersiz 1. 4x7, rank 4 — dort boyut, Ax = b ¢6ziim durumu.
Egzersiz 2. Ax = (4,8)T tam ¢oziim (2,0,0) + ¢(1,—2,0) + d(0,1,1) = A (2 x 3).
Egzersiz 3. Dogru/Yanlis:

* (a) N(A) = {0} > kolonlar bagimsiz.
* (b) 3x3 simetrik matrisler alt-uzay m1?
e () A2=T—>5A=1TveyaA=—1I.
e (d) Satir takasi kolon uzayim korur.

Egzersiz 4. (Python) Boyut sayimi ve ¢oziilebilirlik testleri.

Egzersiz 5. Ispatla: Bir vektor hem satir hem null uzayindaysa sifirdir. (ipucu: v = A7z ve Av = 0 —

vl'v = 0.) Ders 14’iin tam ifadesi.

19.15 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 14: Ortogonal Vektorler ve Alt-Uzaylar

 x’'y = 0, Pisagor.

* Ortogonal alt-uzaylar.

e Satir | null, kolon L sol null.
o AT A matrisi.

Ders 14 oncesi

* Ders 1-12 egzersizlerini gdzden gegir.
* matrix_rank ile boyut sayimi ve ¢oziilebilirlik pratik.
* Ana ciimleyi tekrar oku.

19.16 Sinav Formiilleri (Cheat Sheet)

Soru tipi Anahtar Strang’da
Span boyutu En fazla k; bagimsiz sayist  1m47
Full column null r=n- N(A) = {0} 3m03
Blok rank Tekrar katmaz 4m31
Dort boyut rT,M—r,m—r 9m08
Coziimden matrise x, — kolon; null — iligki ~ 11m05
Coziilebilirlik b e C(A) 16m44
Kare N={0} <> tersinir 18m46
Alt-uzay testi Sifir + kapalilik 19m20
N(CD)= N(D) C tersinir 30m02
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19 Quiz 1 Incelemesi

Soru tipi Anahtar Strang’da
Satir takasi Satir + null korur 43m29
Satir | null Sadece 0°da kesigir 4Tml4

19.17 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

Boyut sayma refleksi — serbestlik dereceleri teghisi.

X, + X,, — regularization, min-norm.

Tersinir sol carpim null korur — preconditioning, whitening.
Satir | null - SVD, LS, pseudoinverse zemini.

Ters miihendislik = identifiability — null biiyiikse model belirsiz.
Tersinir = manifold — Riemannian/manifold optimizasyon.

Blok rank — weight tying / parametre paylagimi.

NNk W=

! Tek bir sey alip gideceksen

Rank tek bagina sistemin kaderini belirler; tam ¢ziim x,, + x,,; satir uzayr L null uzayr — Chapter 4
(ortogonallik) ve SVD’nin baglangici.
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20 Ortogonal Vektorler ve Alt-Uzaylar

90 derece boliimii — temel teorem 2. kisim

1 Boliim bilgisi

e Strang’in videosu: YouTube — Lecture 14: Orthogonal Vectors and Subspaces (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 14
* Okuma siiresi: =40 dk

20.1 Bu Derste Ne Var?

Yeni boliim: ortogonallik. Ders 13’{in sonundaki “satir uzay1 L null uzay1” sezgisi burada tam teori.

x''y = 0 — Pisagor.

Ortogonal alt-uzaylar.

Temel teorem 2. kisim: satir | null, kolon L sol null — ortogonal tiimleyen.
AT A — coziimsiiz Ax = b icin least squares hazirlik.

L=

“Row space is orthogonal to the null space.” — Strang, 20:49

@ Builder Notu — Diklik ML’ in Geometrik Dili

+ x'y = 0 = cosine similarity = 0; embedding’lerde “ilgisiz” yonler.

* Ortogonal ayrisim = SVD, PCA temeli; veriyi dik bilesenlere ay1r.

 Satir | null = projeksiyon, pseudoinverse, “sinyal + giiriiltii” ayrimu.

+ AT A = normal denklemler / Gram matrisi / kovaryans; least squares + lineer regresyon + kernel
methods + PCA c¢ekirdegi.

20.2 Ortogonal Vektérler —x’y = 0

XUy =2y + 2oy + o+ 2,9, =0 <= x Ly

Ornek: x = (1,2,3),y = (2,—1,0).xTy=2—-2+0=0 .
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https://www.youtube.com/watch?v=YzZUIYRCE38
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/orthogonal-vectors-and-subspaces/

20 Ortogonal Vektorler ve Alt-Uzaylar

R"m (¢ikt1)

C(A) kolon uzay
boyut r

perp

N(AT) sol null
boyut m-r

R"n (girdi)

C(AT) satir uzayr
boyut r

perp

N(A) null
boyut n-r

Sekil 20.1: Dért alt-uzay = iki dik ¢ift. R*n ve R*m ortogonal tiimleyenlere ayrisir; AT A least squares anahtari.
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A-x = b ¢coziimsiiz
(b & C(A)

Dik izdlsiim:
b — Ax " € C(A)

{v ATAX” = ATb
(normal denklemler)

Lineer regresyon

PCA, kernel methods



20.3 Pisagor ve Uzunluk

20.3 Pisagor ve Uzunluk

% = x"x = @} + -+ 2}

Ix+y]? =x"x+yly + 2xTy

Pisagor ([x|* + [y[* = |x +y[*) <= x"y =0.

Builder Notu: Normalize edilmis vektorlerde x”'y = cosine similarity. Semantik arama, 6neri, kontrastif
O0grenme.

20.4 Ortogonal Alt-Uzaylar

S L T S’deki her vektor T deki her vektore dik. Yalmzca 0’da kesisebilirler (sifir-olmayan ortak vektor
kendine dik olamaz, vI'v > 0).

Tahta-zemin 6rnegi: R3’te iki diizlem — fiziksel olarak 90°’de bulussalar bile alt-uzay olarak ortogonal
degil, ciinkii ortak bir dogrular1 var.

“Those two planes aren’t orthogonal.” — Strang, 18:25

Builder Notu: Bagimsizlik = diklik. Gergek diklik (PCA bilesenleri, ortogonal baglatma, Stiefel manifoldu)
cok daha giiclii ve sayisal kararlilik + yorumlanabilirlik saglar.

20.5 Satir Uzayi | Null Uzayi

x€ N(A) » Ax = 0:

Ax = : =0
satir,,, - X

Her satir -x = 0 — x her satira dik — tiim satir uzaymna dik.

Ayn1 argiiman A”"ye: kolon uzay1 L sol null uzayi.
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20 Ortogonal Vektorler ve Alt-Uzaylar
20.6 Ortogonal Tumleyen

Diklik + boyut: satir uzay1 ve null uzay: ortogonal tiimleyen — null uzay1, satir uzayina dik olan TUM
vektorleri icerir.
dim(satir) + dim(null) =7+ (n —7r) =n

“The null space contains all, not just some, vectors that are perpendicular to the row space.” —
Strang, 32:42

Ornek: A = (1,2,5) (1 x 3). Satir uzay1 = (1, 2, 5) yoniindeki dogru. Null uzay1 = (1, 2, 5)’e dik diizlem.
Dogru + dik diizlem = R3.

Builder Notu: Bir vektor satir bileseni + null bileseni olarak tek bicimde ayrisir — projeksiyonun, PCA'nin,
pseudoinverse’in geometrik motoru. “Sinyal + giiriiltii” ¢cogu zaman ortogonal ayrisim.

20.7 Temel Teorem 2. Kisim
Girdi uzay1 R":

C(ATY LN(A), r+(n—r)=n

Cikti uzay1 R":

C(A) LNAT), r+(m—r)=m

“We’ve carved up n-dimensional space into two subspaces, and they’re orthogonal complements.”
— Strang, 33:23

20.8 En lyi C6ziim Problemi — Least Squares Motivasyonu

Tipik: 1000 6l¢iim (denklem), 6 parametre. m >> n — ¢ogubiginb ¢ C'(A) — tam ¢oziim yok + giiriilti.
Kotii: denklemleri at, kare sistem birak.
Tyi: tiim 6lciimleri kullan, giiriiltii/bilgi ayir, en iyi tahmin bul.

“I want to separate the noise from the information.” — Strang, 37:05

Coziim: b’yi C'(A)’ya izdiisiir (Ders 15-16):

’ATA)A( = ATb‘ (normal denklemler)

Builder Notu: Bu lineer regresyon. m ornek, n 6zellik, m >> n, giiriiltiili b. Denetimli 6grenmenin
prototipi.
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20.9 ATA Ozellikleri

20.9 ATA Ozellikleri

e Kare (n X n).
« Simetrik (AT A)T = AT A).
* rank(AT A) = rank(A), N(ATA) = N(A).

“A transpose A is invertible exactly if A has independent columns.” — Strang, 48:51

Niye N(ATA) = N(A)? ATAx =0 - xTATAx = |Ax|? = 0 - Ax = 0.

AT A =
[[ 3. 8.]
[ 8. 30.]]

simetrik mi? True
det = 25.99999999999999
rank(A) = 2, rank(A*T A) = 2

@ Builder Notu — ATA Her Yerde

* Lineer regresyon kapah-form: x = (A7 A)~1 ATb.

* Gram matrisi: girigler kolon ¢iftlerinin dot product’lari; kernel methods cekirdegi.
+ Kovaryans: merkezlenmis veri igin AT A/(m — 1); PCA bunun 6zvektorleri.
Multicollinearity — A” A tekil — ridge (AT A 4+ \I) diizeltir.

20.10 Bu Dersin Ozeti

xy = 0.

Pisagor.

Ortogonal alt-uzaylar.

Tahta-zemin: ayriklik = diklik.

Satir | null (Ax = 0 ispat1).

Ortogonal tiimleyen: dik olan TUM vektorler.
Temel teorem 2. kisim.

En iyi ¢oziim: dik izdiigiim.

Normal denklemler A7 Ax = A”'b.

AT A tersinir <= kolonlar bagimsiz.

CPORXTRNUN A W=

[am—

I Tek bir ciimle

Dort alt-uzay boyutlariyla degil, diklikleriyle de tanimlanir: satir 1 null, kolon _L sol null (ortogonal
tiimleyen). A7 A ¢6ziimsiiz sistemleri en iyi anlamda ¢6zmenin (least squares) anahtart.
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20 Ortogonal Vektorler ve Alt-Uzaylar

20.11 Kontrol Sorulari

1 Sorul:x= (1,1,1,1), y = (1,-1,2,-2) dik mi? Pisagor.

x'y=1-142-2=0V.

Pisagor: x| = 4,[ly|? = 10.x+y = (2,0,3, 1), |.|?=4+0+9+1=14=4+10 V.

1 Soru2: A = (2, 1, 2). Satir ve null uzay1 ortogonal tiimleyen mi?

e Satir uzayt: (2, 1,2) dogrultusu, dim 1.
« Null uzayi: 22, + 24 + 225 = 0 = (2, 1,2)’ye dik diizlem, dim n — r = 2.

Tiimleyen: 1 + 2 = 3 = n v'. Null uzay1 (2, 1, 2)’ye dik her vektorii igerir.

1 Soru 3: A =((1,2),(2,4),(3,6)) icin ATA tersinir mi?

¢y = 2¢; — bagimli — rank 1.
AT A tersinir <= kolonlar bagimsiz. Hayur, tersinir degil (rank 1, tekil).

14 28
T A _ _
At A= (28 56),de‘[—784 784 =0 V.

Ridge: AT A 4 I tersinir.

1 Soru 4: Lineer regresyon neden ATA% = ATb? Ortogonallikle bag1?

m > n, giriltilib - b ¢ C(A).
En iyi tahmin: Ax = b’nin C'(A)’ya dik izdiisiimii. Hata e = b — AX kolon uzayina dik — her kolona
dik:

AT(b—Ax) =0 = ATAx= ATb

Kolonlar bagimsiz — x = (AT A)~1 ATb benzersiz least squares.
Denetimli 6grenmenin lineer prototipi; ortogonallik “en iyi’yi (dik projeksiyon) tanimlar.

20.12 Egzersizler

Egzersiz 1. (1,2,2,1)’e dik vektorler R*’te hangi alt-uzay? Boyut, baz.

10

Egzersiz 2. A = (0 11

> — satir ve null ortogonal tiimleyen mi (boyut + diklik kontrol)?

Egzersiz 3. Hangi A icin A7 A tersinir degil?

1 2
* (a) <3 4>

11
© O (1 1)
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© (© (1,2,3)7

Egzersiz 4. (Python) AT A ve diklik kontrolii.

20.13 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 5. Ispatla: N(ATA) = N(A). (pucu: AT Ax = 0 - xT AT Ax = |Ax|? = 0.)

20.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 15: Alt-Uzaylara Projeksiyon

* Dogruya projeksiyon: p = ﬁ—:a.

* Projeksiyon matrisi P (P?> = P, PT = P).
* Alt-uzaya projeksiyon — normal denklemler.

Ders 15 oncesi

* Egzersiz 5 (N(AT A) = N(A)) kritik.
* A.T @ Aile diklik iligkilerini dogrula.

20.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da
Ortogonal vektor x'y =0 4m20
Pisagor Ix|1% + [y|*> = 5m41
[x+y]* = x"y=0

Uzunluk Ix]? = xT'x Tm25
Ortogonal alt-uzay Sadece 0’da kesisir 16m17
Satir | null Ax = 0 her satira diklik 20m49
Ortogonal tiimleyen Dik olan TUM vektorler 32m17
Normal denklemler ATAx = AT 34m21
AT A tersinir <= kolonlar bagimsiz 48m51

20.15 ML Baglantilar Ozeti

@ 7 koprii

Ortogonal ayrisim — SVD, PCA.

kR LD =

x’'y = 0 = cos sim 0 — Embedding, kontrastif 6grenme.

Satir | null — Projeksiyon, pseudoinverse, sinyal/giiriiltii.

AT A = normal / Gram / kov — Lineer regresyon, kernel, PCA.

Ortogonal tiimleyen — Bir vektoriin dik ayrisimi; boyut indirgemede atilan.
AT A tersinir = bagimsiz 6zellik — Ridge multicollinearity’yi diizeltir.
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20 Ortogonal Vektorler ve Alt-Uzaylar

7. Ortogonal kisit —» RNN/normalizing flow, Stiefel manifold optim.

! Tek bir sey alip gideceksen

x'y = 0 — dik. Dort alt-uzay dik ciftler (ortogonal tiimleyen). A7 Ax = ATb — ¢oziimsiiz Ax = b’yi
en iyi anlamda ¢6zmenin temeli.
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21 Alt-Uzaylara Projeksiyon

Hatay1 dik yap — normal denklemler ve P matrisi

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 15: Projections onto Subspaces (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 15
¢ Okuma siiresi: =40 dk

21.1 Bu Derste Ne Var?

~ . . T
1. Dogruya projeksiyon: p = 22a.
2. Projeksiyon matrisi P = aa’ /aTa — PT = P, P? = P.
3. Alt-uzaya projeksiyon — normal denklemler A7 Ax = A”'p.

4. Uygulama: noktalara dogru fitleme.

“A transpose A x hat equals A transpose b. That’s the central equation of the subject.” — Strang,
27:52

x" = (ATA)'ATb
p= Ax”

Lineer regresyon
hat matrix, MSE

P = A(ATA)-'AT
e Dik izdiistim: A
A-x = b coziimsiiz . o & ATAX " = ATb
(b &"C(A)) P = bnin C(4) izdiislimd (normal denklemler)
e=b-pLlC(A) ‘

P2 = P (idempotent)
PT = P (simetrik)

Sekil 21.1: Coziimsiiz Ax = b — b’yi C(A)’ya dik izdiigiir — normal denklemler — P matrisi.

@ Builder Notu — Projeksiyon = ML’in En Aza Indirme Geometrisi

* Normal denklemler = lineer regresyonun kapali-form.
* P = hat matrix istatistikte: y = Pb; kdsegen = leverage, tr(P) = rank.
e e | C(A) = artiklarin ozelligi; MSE kaybinin kapali-form ve dik geometrisinin sebebi.

* Rank-1 projeksiyon = bir embedding’i tek yone projeleme (activation steering, concept erasure).
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21 Alt-Uzaylara Projeksiyon

21.2 Dogruya Projeksiyon

b vektoriinii a dogrultusuna izdiisiir: p = xa. Hata e = b — zxa, a’ya dik olmali:

T T

T ab a'b
a(b—za)=0 = z=—, =a——
( ) aTa P ala

“The key to everything is that perpendicular.” — Strang, 3:17
Sezgi: b — 2b — p — 2p. a — 2a — p degismez (dogru ayni1).

_ab —
‘o pP= e=b-plLa

2.5 A

2.0 A

1.5 - \

1.0 - \

0.5 A

0.0 A

_0.5 T T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Sekil 21.2: b vektoriiniin a dogrusuna projeksiyonu p; hata e =b — p, a’ya dik.

X = 0.5000, a"T-e = 0.000000
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21.3 Projeksiyon Matrisi P (1-D)

21.3 Projeksiyon Matrisi P (1-D)

aa’l = matris (n x n);a’a= say1. Sadelesmez!

Ozellikleri:

« C(P)=adogrusu.
e Rank 1 (kolon x satir).

21.4 iki imza Ozelligi— P = P, P> = P

Simetrik: P7 = (aa” /aTa)T = P.
Idempotent: P? = P. Sezgi: ikinci kez izdiisiiriirsen zaten oradasin.
“P transpose equals P ... P squared equals P.” — Strang, 13:18

Bu iki 6zellik bir matrisin projeksiyon matrisi oldugunu karakterize eder.

21.5 Coziimsiuz Ax = b — Projeksiyon

Ax hep C'(A)’da; b degilse — b’nin C'(A)’ya en yakin noktasini al = p:
Ax=0p

X = en iyi yaklagim, gercek ¢oziim degil.

Builder Notu: Bu denetimli 6grenmenin 6zii: hedef b modelin uzayinda yok — en iyi yaklasim. Kayip
minimize = dik projeksiyon.

21.6 Alt-Uzaya Projeksiyon — Normal Denklemler

p = AX. Hata e = b — AX kolon uzayina dik — her kolona dik:

AT(b—AR) =0 = |ATAzx = A"b

Normal denklemler — boliimiin merkez denklemi.

Baglanti: e € N(A”) (Ders 14 sol null) <= e | C(A). Teori kendini dogruluyor.
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21 Alt-Uzaylara Projeksiyon

21.7 Ug Formiil
X = (ATA) 'ATh, p=Ax= A(ATA) ' ATh, P = A(ATA) AT

Tuzak: P = AA (A7) 1 AT = [ diye sadelestiremezsin! Ciinkii A kare degil.

21.8 AKareise P =1

A Xare ve tersinir - C'(A) = R™ — her b zaten kolon uzayinda —» P = I.
P=AATA) AT = AAL(AT)1AT =T

(Burada ayristirma gegerli; A tersinir.)

Builder Notu: P istatistikte “hat matrix” H:y = Hy. Kosegen = leverage; tr(P) = rank = parametre
sayis1 = modelin serbestlik derecesi.

21.9 Dogru Fitleme — Sayisal Ornek

Noktalar (¢,0) = (1,1), (2,2), (3,2). Dogru: b = C' + Dt.

i) -6 -

3 denklem, 2 bilinmeyen — ¢oziimsiiz. Normal denklemler:

T, (3 6 (5
AA_<6 14) AP= 11

Sayisal ¢oziim C' = 2/3, D = 1/2 (Ders 16’da tamamlanur).

C = 0.6667, D = 0.5000

PZ = P? True

PT = P? True

tr(P) = 2.00 = rank(A) = 2
ATe = 0? True
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21.10 Least Squares Geometrisi

21.10 Least Squares Geometrisi

Hatae; = b, — (C' + Dt;). Minimize:

lel> =) _ef = [b— Ax|?

iki bakis:

* Cebirsel: |b — Ax||? tiirev = 0 — normal denklemler.
* Geometrik: b’yi C'(A)’ya dik izdiisiir; en kisa hata diktir.

Ikisi de aym1 denklemlere ¢ikar — least squares = dik projeksiyon.

Builder Notu: Kare hata (MSE) dik projeksiyon — temiz kapali-form. L1, Huber farkli geometriler verir,
iteratif cozlim gerekir.

21.11 Bu Dersin Ozeti

Dogruya projeksiyon (e | a).

P, = aal /aTa, rank 1.

PT =pP P?=P.

Coziimsiiz Ax = b — en yakin p.
Alt-uzaya projeksiyon: e 1. C'(A).
Normal denklemler A7 Ax = A”'b.
Uc formiil.

Akare » P =1.

Dogru fitleme.

Least squares = dik projeksiyon.

AN A A o e

—

I Tek bir ciimle

Projeksiyon = hatay1 alt-uzaya dik yapmak; normal denklemler AT Ax = ATb; P = A(ATA)~1AT
(idempotent + simetrik) — ¢6ziimsiiz Ax = b’yi least squares ile ¢ozmenin tam regetesi.

21.12 Kontrol Sorulari

1 Soru l:b=(1,1,1),a=(1,2,2) — projeksiyon.

T = 14242 __ 5 p= 8<1,2’2) — (8’1?0’%)
2

1+4+4 — 9
e=(4/9,—-1/9,—1/9).aTe=4/9—-2/9—-2/9=0/.

145



21 Alt-Uzaylara Projeksiyon

1 Soru2:a=(1,1)icinP, P> =P.

1/1 1
r=3(11)

P? =P v,PT = P ¢, rank 1. Her (x,y)yi esit-bilesen dogrusuna — ortalama alr.

1 Soru 3: A Kare tersinir — P?

P=A(ATA) AT = AAL(AT) AT = .
Her b zaten C'(A) = R™’de; projeksiyon degistirmez.

1 Soru 4: Lineer regresyon — projeksiyon + normal denklemler bagi.

Veri A, hedef b. m > n — ¢oziimsiiz.

Least squares = projeksiyon: |b — Ax|? minimize = b’nin C'(A)’ya dik izdiisiimii — A7 Ax = ATb.
Tahminler y = Pb (hat matrix).

Pratik:

o AT A tekil — ridge (AT A + \I).
* Sayisal: QR (Ders 17) veya SVD.
* Polinom = A’ya kolon ekleme.

21.13 Egzersizler

Egzersiz 1.b = (2,3,4)T,a = (1,1,1)T — projeksiyon, hata, a’ e = 0 dogrula.
Egzersiz 2.a = (1,2,2)7 icin P (3 x 3). P? = P, r(P) = 1.

Egzersiz 3. (0,1), (1, 3), (2,4) — eniyi dogru. A,b, AT A, ATb.

Egzersiz 4. (Python) Projeksiyon ve regresyon.

Egzersiz 5. Ispatla: P = A(AT A)~1 AT i¢in P2 = P. Ayrica tr(P) = rank(A) (P 6zdegerleri 0 ve 1).

21.14 Sonraki Ders icin Hazirlk

Ders 16: Projeksiyon Matrisleri ve Least Squares
* Dogru fitleme sayisal ¢oziim (C' = 2/3, D = 1/2).

* p + e dik bilesenler.
+ AT A tersinirliginin tam ispati.
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21.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
Ders 16 6ncesi

* Egzersiz 5 (P? = P).
* np.linalg.1lstsqile regresyon.

21.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da
Dogruya projeksiyon p=(a’b/aTa)a 0m36
Py aal /aT'a, rank 1 8m51

iki ozellik PT=pP P>=P 13m18
Alt-uzaya projeksiyon p=Ax,e L C(A) 18m50
Normal denklemler ATAx = ATp 27m52

% (ATA)"LATY 32m55
P.p A(AT A)~1AT 35m24
Akare - P=1 Tiim uzaya projeksiyon 39m18
Least squares [b — Ax|? minimize 42m42

21.16 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

Normal denklemler — Lineer regresyon kapali-form.

P = hat matrix — Leverage, serbestlik dereceleri.

e L C(A) — Artiklar dikligi; MSE neden temiz.

Least squares = MSE — Dik projeksiyon; L1/Huber farkli geometri.

Rank-1 projeksiyon — Activation steering, concept erasure, PCA tek bilesen.
AT A tekil — ridge.

Polinom/ozellik miihendisligi — A’ya kolon ekleme.

NNk wN =

! Tek bir sey alip gideceksen

Projeksiyon = hatay dik yapmak; AT Ax = ATb; P = A(AT A)~1 AT — ¢oziimsiiz Ax = b’yi
least squares ile ¢c6zmek = lineer regresyonun ta kendisi.
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22 Projeksiyon Matrisleri ve Least Squares

Lineer regresyonu uctan uca—b =p + e, ATAR = ATb

1 Boliim bilgisi

» Strang’in videosu: YouTube — Lecture 16: Projection Matrices and Least Squares (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 16
* Okuma siiresi: =40 dk

22.1 Bu Derste Ne Var?

1. Projeksiyon recap: b € C(A) — Pb=b;b L C(A) — Pb =0.
2. Dogru fitleme saysal: (1,1),(2,2),(3,2) »y =2/3+ (1/2)t.
3. Iki resim: noktalar+dogru vs vektorler (b = p + e).

4. AT A tersinir <= bagimsiz kolonlar — tam ispat.

5. Ortonormal vektorler (A7 A = I) — Ders 17 kopriisii.

“A transpose A x hat equals A transpose b — the most important equation in statistics and
estimation.” — Strang, 21:23

b=p+e e € N(AT)

x" = (ATA) "ATb A P = Ax" — ) —>
//—' (dik ayrisim) (artik)

T ATA tersinir ATA=|
kolonlar bagimsiz---- . ------ortonormal A----»
(IAXIIZ ispat) (QR, Ders 17)

Sekil 22.1: Least squares uctan uca: A — ATA — £ — p + e — ortonormal son.

A-x = b ¢ozlimsiiz H ATAX = ATb

@ Builder Notu — Lineer Regresyon Ugtan Uca

* Least squares = MSE regresyon kapali-form.

* b = p + e = fit + residual; artik analizi model teshisi.

* Qutlier — robust loss (L1, Huber); kareler outlier’a duyarli.

« AT A tersinir = bagimsiz 6zellik — multicollinearity’de ridge.

* Ortonormal —» QR /kararlhilik — Ortogonal baslatma gradyanlar1 korur.
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https://www.youtube.com/watch?v=osh80YCg_GM
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22 Projeksiyon Matrisleri ve Least Squares
22.2 Projeksiyon Recap — iki U¢
beC(A): Pb=AATA) 1 (ATA)x = Ax=b .

bl C(A): ATb=0—-Pb=A(ATA) L. 0=0/.

223 b=p+evel-P

b=p+e, p=PFPb, e=([—P)
I — P dik tiimleyene projeksiyon: simetrik, idempotent, C'(A)’ya degil N (AT)’ye projeler.

Builder Notu: “Fit + residual” ayrisimi. Artiklarin yapisi (rastgele mi, desenli mi) model eksikligini gosterir.
PCA’da da veri = bilesenler (P) + kalan (I — P).

22.4 Dogru Fitleme — Sayisal C6zim

T4 (3 6 O )
AA_(G 14’Ab_ 11)°

3C+6D=56C+14D=11-2D=1-D=1/2,C =2/3.

0.6667, D = 0.5000
[1.16666667 1.66666667 2.16666667]
[-0.16666667 ©.33333333 -0.16666667]

_|_ kolonlar? True

Pisagor: ||b||? = 9.0000, ||p||® + ||e||®? = 9.0000

C
p
e
e

22.5 iki Resim — Noktalar vs Vektorler

Resim 1 (noktalar): p; = 7/6,p, = 5/3,p; = 13/6. Hatalare; = b, — p, = (—1/6,2/6,—1/6).
Resim 2 (R?3 vektorler): b = (1,2,2) — C(A)’ya p, dik kalan e.

Ayni sayilar, iki bakis: parametre uzayi (C, D) vs veri uzayi (3 nokta).
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22.6 Least Squares = Kalkiiliis

Resim 1: en iyi dogru + dikey hatalar 25 Resim 2: b =p + e (dik ayrisim)
2.4 o — y=% +%t
@ veri
2.2 4 2.0 1
2.0 1 b
1.5 ?
1.8 A | el C(A)
> 1.0 1 I
1.6 p
1.44 0.5
1.2 1
0.0 1
1.0 A
C(A) (kolon uzayi)
T T T T T T T -0.5 T T T T T T
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t

Sekil 22.2: Resim 1: noktalar + en iyi dogru, dikey hatalar. Resim 2: 3D vektorler (gosterim icin 2D’ye
diisiiriilmiig kavramsal).

22.6 Least Squares = Kalkiiliis

lef* = Z(C + Dt; — b;)?

0/0C =0,0/9D = 0 — kare oldugu igin tiirevler lineer — tam olarak normal denklemler.

Iki yol ayn1 yere: lineer cebir (projeksiyon) = kalkiiliis (minimizasyon).

22.7 Outlier Uyarisi

Kareler aykir1 degerlere asir1 duyarli — bir outlier dogruyu ceker.

“Statisticians would not be happy to see the whole problem turned topsy-turvy by this one outlier.”
— Strang, 16:21

@ Builder Notu — Robust Loss

» L2 (kare): kapali-form, ama outlier’a duyarl.
* L1 (mutlak): outlier’a dayanikli, iteratif; medyan-benzeri.
* Huber: kiiciikte L2, biiyiikte L1; robust regresyon standardai.
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22 Projeksiyon Matrisleri ve Least Squares

22.8 e | Kolon Uzayi — Dogrulama

e=(—1/6,2/6,—1/6). Kolonlar (1,1,1) ve (1,2, 3):

e-(LL,)=—2+2-1=0

e-(1,2,3)=—2+5—-2=0v

22.9 ATA Tersinir <= Bagimsiz Kolonlar

Iddia: A’nin kolonlari bagimsiz — AT A tersinir.

ispat: AT Ax = 0 varsay. Soldan x” :

xIAT Ax = (Ax)T (Ax) = |Ax|? =0 = Ax =0

Bagimsiz kolonlar - Ax = 0 — x = 0. Demek ki N(AT A) = {0} — tersinir. B

Builder Notu: Regresyonun benzersiz ¢oziimii icin bagimsiz 6zellikler sart. Multicollinearity — A” A tekil
— ridge (AT A 4+ \I) diizeltir. A” A ayrica pozitif yari-tammh (Ders 27).

22.10 Ortonormal Vektérler — ATA =1
Ortonormal = dik + birim. AT A’nin (4, §) girisi = kolon, - kolon;:
ATA=1

Sonug: X = ATb, P = AAT — tersine alma yok.

“Those are the best columns you could ask for.” — Strang, 46:23

@ Builder Notu — Ortonormal = Sayisal Kararlilik

* QR ayrisimi: Regresyonu AT A tersine almadan ortonormal () ile ¢ozer.
* Ortogonal agirlik baglatma: Derin aglarda gradyan patlamasini onler.

¢ Ortonormal bazlar: PCA, SVD (U, V), Fourier, wavelet.

* Ortogonal/iiniter katmanlar: RNN stabilizasyonu, normalizing flows.
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22.11 Bu Dersin Ozeti

22.11 Bu Dersin Ozeti

Projeksiyon u¢ durumlari.

b = p + e; I — P dik timleyene.

Dogru fitleme: y = 2/3 + (1/2)t.

Iki resim.

Least squares = kalkiiliis.

Outlier uyarisi.

e L C(A) dogrulandi.

AT A tersinir <= bagimsiz kolonlar (| Ax|? ispat).
Ortonormal (A7 A = I).

Ortonormal = en iyi kolonlar (Ders 17).

AN I RS e

—

I Tek bir ciimle

Least squares = ¢oziimsiiz Ax = b’yi dik projeksiyonla ¢ozer (AT Ax = ATb); e L C(A); yalniz
bagimsiz kolonlarda benzersiz, ortonormal kolonlarda en sade (A7 A = I).

22.12 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: (0,0), (1,1), (2,1) — en iyi dogru.

ATA = (g g) ATh = (2,3)7
3C +3D =230 +5D=3-2D=1,D=1/2C = 1/6.
y=1/6+(1/2)t.

1 Soru 2: Pisagor dogrulamasi.

Ib|2 = 9. [e|? = 6/36 = 1/6. ||p|? = 53/6.
[p|? + le||* = 53/6 + 1/6 = 9 = |b|? v (dik ayrisim sonucu).

1 Soru3: A= ((1,2),(2,4),(0,0)) — ATA tersinir mi?

¢y = 2¢; — bagimli — AT A tersinir DEGIL.
Regresyon benzersiz ¢coziilmez; bagimli kolonu at ya da ridge.

1 Soru 4: Outlier — robust loss. Ortonormal kolonlarin avantaji?

Outlier: L2 kareler outlier’1 abartir — L1 (medyan), Huber (kiigiikte L2, biiyiikte L.1) ya da RANSAC.
Ortonormal (A7 A = I):

* Normal denklemler X = A”'b (tersine alma yok).
* Sayisal kararlilik (kosul sayis1 1) — QR ayrisimi pratikte tercih edilir.
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22 Projeksiyon Matrisleri ve Least Squares

» Katsayilar bagimsiz.
* MDL’de: ortogonal baslatma, PCA/SVD, Fourier, normalizing flows.

22.13 Egzersizler

Egzersiz 1. (—1,1),(0,0), (1,1) — en iyi dogru. (Simetri: D = ?.)
Egzersiz 2. Aym noktalara parabol y = C' + Dt + Et? — tam ¢oziiliir mii?
Egzersiz 3. (I — P)? = I — P goster, hangi alt-uzaya projeler?

Egzersiz 4. (Python) np.linalg.1lstsq ile regresyon + Pisagor dogrulama.

Egzersiz 5. Ispatla: AT A pozitif yari-tammli (x AT Ax > 0); bagimsiz kolonlarda pozitif tammli (> 0 for
x # 0). Ders 27 ve Cholesky temeli.

22.14 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 17: Ortogonal Matrisler ve Gram-Schmidt

o Q matrisi (QTQ =1), P = QQ".
* Gram-Schmidt — baz1 ortonormale cevir.

* A = QR ayrisgimi.

Ders 17 oncesi

» Egzersiz 5 (pozitif tanim).
* np.linalg.qr ile regresyon dene.

22.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da
Uc¢ durumlar be(C — Pb=b;dik - 1m0l
0
b=p+e Dik ayrigim 6m24
I—P Dik tiimleyene projeksiyon ~ 7m30
Dogru fitleme y=2/3+(1/2)t 8m46
Normal denklemler ATAx = AT 21m23
LS = kalkiiliis le||? tiirev = 0 24m16
Outlier Kareler abartir — robust 16m14
loss
el C(A) Her kolona dik 33m22
AT A tersinir < bagimsiz (|| Ax|* = 0) 37m07
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22.16 ML Baglantilar: Ozeti

Kavram Tanim Strang’da

Ortonormal ATA =1 46m?23

22.16 ML Baglantilan Ozeti

@7 koprii

Normal denklemler = lineer regresyon kapali-form.

fit + residual — Artik analizi model teshisi.

Outlier — robust loss — L1, Huber.

AT A tersinir = bagimsiz ozellik — Ridge multicollinearity.
P = hat matrix — Leverage, serbestlik derecesi.
Ortonormal — QR / kararhilik — Ortogonal baglatma.
AT A pozitif (yari-)tammm — Cholesky, GP kovaryans.

NNk W=

! Tek bir sey alip gideceksen

Least squares = dik projeksiyon (A7 Ax = ATb) = lineer regresyon. b = p +e, e L C(A). Yalniz
bagimsiz kolonlarda benzersiz; ortonormal en sade ve kararli.

155






23 Ortogonal Matrisler ve Gram-Schmidt

Q'Q =1, A = QR — sayisal LA’nin kararlilik motoru

1 Boliim bilgisi
* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 17: Orthogonal Matrices and Gram-Schmidt (=48 dk)

* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 17
* Okuma siiresi: =40 dk

23.1 Bu Derste Ne Var?

Ortonormal vektirler (QTQ = I).

Ortogonal matris (kare Q): QT = Q7.

Projeksiyon P = QQ"', normal denklemler x = Q”'b.
Gram-Schmidt - A = QR ayrigimu.

bl

“A equals QR is the magic formula — the expression of Gram-Schmidt.” — Strang, 45:25

P-QQr

/ (ters yok)
\’

Ortonormal kolonlu Q

QQ =1
3 Fourier katsayilar
X =Q'b
(XA- - qb) PCA skorlan
s wavelet
A=QR Rx" =QTb linalg.lst
A bagimsiz kolonlu »  Gram-Schmidt o q . Q np.linalg.(stsq
(R Ust iicgensel) (ATA's1z, kararli) arka plan

Sekil 23.1: Ortonormallik — ters alma yok. Gram-Schmidt herhangi bir bazi ortonormale ¢evirir.

@ Builder Notu — QR Sayisal LA + ML Kararlilik

; ortogonal baglatma gradyanlar1 korur.

* Ortogonal Q = rotasyon/yansima — ||Qx| = |x
* X; = q}' b — Fourier, PCA, wavelet.
+ A = QR — Regresyon ATA’s1z ¢cozer; sayisal kararli (np.1inalg.qr).
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23 Ortogonal Matrisler ve Gram-Schmidt

+ AT A’nin kosul sayis1 = x(A)? — Dogrudan ¢ozmek tehlikeli, QR/SVD tercih.

23.2 Ortonormal Vektorler ve Q

PN i=j

Vektorler bir matrisin kolonlart — (). Ortonormal vektorler her zaman bagimsiz.

233 Q'Q =1

(QTQ)ij = qZTQj -QTQ =1
Dikkat: () kare olmak zorunda degil. 4x2 Q i¢cin QT'Q (2x2) = I, ama QQ” farkl1 (projeksiyon).

Builder Notu: QTQ = I = izometri (uzunluk korur): |Qx|? = xTQTQx = |x|?. Spektral normun 1
olmasi (kararli egitim), normalizing flow hacim koruma.

23.4 Ortogonal Matris (Kare) — Q7 = Q!

Kare (Q ortonormal kolonlu ise ortogonal matris. Q7 Q = I — Q7 = Q. Tersi bedava.

Ornekler:

* Permiitasyon: birim vektorler yer degismis.

cosf) —sinf
* Rotasyon: (sin 0 cosd )

« Hadamard (; - +1’lerden).

Builder Notu: Rotasyonlar veri artirma; permiitasyon shuffle; Hadamard fast transforms (Performer attention
yaklagimi).

23.5 Projeksiyon P = QQ7

P=AATA) AT de A= Q, ATA=1I

P=QIQ" = QQT

Ters alma yok. () kareyse P = I (her sey zaten uzayda).
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23.6 X = QTb — Normal Denklemler Coker
23.6 X = Q7 b — Normal Denklemler Géker
QTOx=Q" = x=Q", 7;=4q/b

Her katsay1 bagimsiz bir dot product.

“The component along the i-th basis vector is just q; transpose b — a dot product.” — Strang,
24:47

Builder Notu: Ortonormal bazda koordinat = projeksiyon. Bu, Fourier serisi, PCA skorlar1, wavelet katsayi-
larinin ortak formiilii.

23.7 Gram-Schmidt — Temel Fikir

Iki bagimsiz a, b — ortonormal qj , qs.

. g ; ::'_ %A (b’den A yoniindeki izdiiglimii ¢ikar).
Kontrol: ATB = ATb — (ATb) =0 v.
.qz = B/[B].
Uc vektor icin: C = ¢ — ;‘TTZA — 1]33_7T’1C3B'
Sayisal 6rnek: a = (1,1,1),b = (1,0,2). ATb = 3,ATA = 3:

Normalize: q; = A/||A

B=(1,0,2)—(1,1,1) = (0,—1,1)

@ =511, a=7(0,-1,1)

Builder Notu: Saf Gram-Schmidt sayisal kararsiz (kayan-nokta hatasi birikir). Pratikte modified Gram-
Schmidt veya Householder. ML'de: kararli RNN, ortonormal baz 6grenme, seyrek kodlama.

23.8 A = QR Ayrisimi

A=QR

* A: orijinal bagimsiz kolonlar.
e (): Gram-Schmidt’ten ortonormal kolonlar.
« R = Q7 A: iist iicgensel.

Neden iist iicgensel? 17, ; = quaj- @ > jigin q;, a;’ye dik (Gram-Schmidt’in ingas1): sonraki q’lar onceki
a’lara dik — alt liggen sifir.

A ve @ ayn1 kolon uzayina sahip; R “ge¢is matrisi”.
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23 Ortogonal Matrisler ve Gram-Schmidt

Q:
[[-5.77350269e-01 -9.33980149e-17]
[-5.77350269e-01 -7.07106781e-01]
[-5.77350269¢-01 7.07106781e-01]]

R (Ust lggensel) =
[[-1.73205081 -1.73205081]
[ . 1.41421356]]

0'Q = I? True
A = QR? True
QQ" = A(ATA)AT? True

23.9 QR ile Least Squares — Sayisal Ustiinliik
AT Ax = ATh’ye A = QR sok:

RTQTQRx=RTQ™ = Rx=Q"»

R iist liggensel — geri yerine koymayla aninda.

Avantajlar:

+ AT A hig olusturulmaz — kosul sayisi x(AT A) = k(A)2. QR bundan kaginr.
» Kararhlik: ortonormal () hata biriktirmez.
* np.linalg.1lstsq arka planda QR (veya daha kararli SVD).

23.10 Bu Dersin Ozeti

Ortonormal (qiqu).

QTQ =1

Ortogonal matris (Q7 = Q~1).

Ornekler: permiitasyon, rotasyon, Hadamard.

P =QQT.

x=Q7b.

Gram-Schmidt 6nceki yonlerin izdiislimiinii ¢ikar.
B formiilii.

A=QR.

QR LS sayisal kararl.

CPOXXTNN A LN~

[am—

! Tek bir ciimle

Ortonormal kolonlar (Q7' Q) = I) projeksiyonu (P = QQT) ve least squares’i (X = Q”'b) ters almasiz
basitlestirir; Gram-Schmidt — A = QR modern regresyonun sayisal kararli temeli.
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23.11 Kontrol Sorulart

23.11 Kontrol Sorulari

iSorul:Q=(AN2)(11/1-1) ortogonal mi?

QTQ:%G) g)zw

Ortogonal. Q7 = Q.

1 Soru2:a= (1,0,1), b = (1,1,0) » Gram-Schmidt.

A=(1,0,1),q; = 5(1,0,1).

ATp =1,ATA = 2:
B = (17 170> - %(1707 1) = (%7 17 _%>
Bl = /3720, = (31—

1 Soru 3: Ortonormal Q ile P ve X?

P=0QQTQ) QT = QQT (QTQ = I sadelesti).
x=QTb, 7, =qlb.
Ters alma yok; her katsay1 bagimsiz dot product.

1 Soru 4: Regresyon neden QR kullanir?

1. Kosul sayisi: k(AT A) = k(A)? — ATA ¢ok daha kétii-kosullu.

2. QR: Rx = Q7'b, R iist iicgensel — geri yerine koy, A7 A hi¢ olusturulmaz.

3. Kararhhk: ortonormal Q hata biriktirmez.

np.linalg.1lstsq arka planda QR/SVD; “normal denklemleri elle ters alma” anti-pattern.

23.12 Egzersizler

Egzersiz1.a = (1,1,0),b = (1,0,1),¢ = (0,1,1) — ortonormal q; , q5, q5.

2 -1 2
Egzersiz 2. () = % 2 2 —1 | ortogonal mi? Bir vektorii ¢arp, uzunluk korunsun.
-1 2 2
Egzersiz 3.a = (3,4) — q,, sonra q, L q; (2D’de iki yol).
Egzersiz 4. (Python) np.linalg.qr ile A = QR, projeksiyon karsilagtirmasi.

Egzersiz 5. Ispatla: Ortogonal () uzunluk ve dot product korur. (Ipucu: |@x|? = xT QT Qx.) Bu, SVD’nin
U, V’sinin neden “kat1 hareket” oldugunu agiklar.
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23 Ortogonal Matrisler ve Gram-Schmidt

23.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 18: Determinant ve Ozellikleri

+ Uc tamimlayici 6zellik (det I = 1, satir takasi isaret, lineerlik).
* Yedi tiirev sonug.
¢ Tersinirlik testi: det = 0 < tekil.

Ders 18 oncesi

* Egzersiz 5 (uzunluk koruma).
* np.linalg.qr ile birka¢ matris.

23.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da

Ortonormal vektor q?qj = (51»]- Om51

QTQ =1 Ortonormal kolonlarin 3m23
imzasi

Ortogonal matris Kare Q, Q7 = Q! 6m59

Rotasyon (cos, — sin; sin, cos) 9m53

P=QQ" Ters alma yok; () kare — 17m50
P=1

x=Q"b Z,=ql'b 23m10

Gram-Schmidt Onceki yonlerin 25m39
izdlistimiinii ¢ikar

B formiilii b— (ATb/ATA)A 31m53

A=QR R st ticgensel 44m53

QRLS Rx=Q"p 46m45

23.15 ML Baglantilar Ozeti

@7 koprii

Ortogonal () = rotasyon/yansima — |.| korur; ortogonal baglatma.

Z; = q7'b — Fourier, PCA, wavelet katsay1lari.

P = QQ" — SVD, PCA yap tas1.

Gram-Schmidt — Kararli RNN, ortonormal baz; modified GS / Householder.

A= QR — np.linalg.qr, 1stsq arka plani.

k(AT A) = k(A)? — Normal denklemleri elle ¢c6zme anti-pattern.

Hadamard / fast transforms — Performer attention, structured random projections.

NNk wh -
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23.15 ML Baglantlar: Ozeti

! Tek bir sey alip gideceksen

Ortonormal kolonlar (Q7'Q) = I) projeksiyon + LS’i ters almasiz yapar; Gram-Schmidt — A = QR
modern regresyonun kararlilik temeli.
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24 Determinant ve Ozellikleri

Ug 6zellikten her sey — hacim, tersinirlik, Jacobian

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 18: Properties of Determinants (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 18
* Okuma siiresi: =40 dk

24.1 Bu Derste Ne Var?

Kare matrislere gecis. Determinant = her kare matrise atanan bir say1. Hedef: A tersinir <= det A = 0 +
ozdegerlere hazirlik (Ders 21).

3 tanimlayici ozellik:

1. det(I) = 1.
2. Satir takas1 — igaret degisir.
3. Her satirda lineer.

Bu ii¢ 6zellikten tiim formiiller ve sonuglar tiirer.

“Determinant of A is zero exactly when A is singular.” — Strang, 28:28

@ Builder Notu — Determinant ML in Sessiz Kahramani

* det = Jacobian hacim o6lcegi — change of variables; normalizing flows log-det = olasilik
diizeltmesi.

det(AB) = det(A)det(B) — zincir kurali, flow katmanlarinda log-det toplami.

log|det X| — Gaussian likelihood, entropi, Bayesian model secimi.

* det = 0 — multicollinearity / kotii-kosullu / bilgi kaybr teshisi.

* det Q = £1 — ortogonal doniisiimler hacmi korur.
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24 Determinant ve Ozellikleri

esit satir — 0
eliminasyon korur
det(l) =1 \ det A=det U

satir takasi: + 1o 3 tamimlayic1 ozellik licgensel = pivot carpimi det = 0 & tekil . det = hacim 6lcegi

satir-lineer / Jacobian zinciri
det(AB) = det(A)det(B) .
normalizing flows
det(A~") = 1/det(A) .
log-det X (Gaussian)
det(AT) = det(A)

Sekil 24.1: 3 6zellik — 10 sonug. det = hacim, tersinirlik testi, Jacobian, flow modellerinin temeli.

24.2 Ozellik 1, 2 — det(l) = 1, Satir Takasi

Permiitasyon matrisi: det(P) = 41 (takas paritesine gore).

“The determinant of a permutation is one or minus one, depending whether the number of
exchanges was even or odd.” — Strang, 5:03

24.3 Ozellik 3 — Satir-Lineerlik

ta tb a b
N

at+a b+ |a bl |a" VY
3B: c d | e d‘—’_ c dl

UYARLI: det(A + B) # det A + det B! Lineerlik sadece tek satirda, digerleri sabitken.

24.4 Ozellik 4 — Esit Satir - det=0

Iki esit satir1 takas et — isaret degismeli (det — —det) ama matris ayn1 kald (det — det):

det = —det — det=0

Saf mantik ispati, nxn i¢in gecerli.
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24.5 Ozellik 5, 6 — Eliminasyon ve Sifir Satir

24.5 Ozellik 5, 6 — Eliminasyon ve Sifir Satir

5: Eliminasyon (bir satirdan digerinin katini ¢ikar) det’i korur. — det A = det U.

6: Sifir satir — det = 0 (Ozellik 3A, t = 0).

24.6 Ozellik 7 — Uggensel = Pivot Carpimi

Pratik hesap: eliminasyon — pivotlari carp (satir takasi varsa +). 100x100 i¢in bu kullanilir, ad — be formiilii
degil.

Builder Notu: log|det A| = ) log|d;| — Gaussian likelihood, normalizing flow her katman log-det,
Bayesian model se¢imi. Cholesky/LU pivotlar1 verir.

24.7 Ozellik 8 — det = 0 <= Singular

« Singular: eliminasyonda sifir satir — Ozellik 6 — det = 0.
+ Tersinir: tam pivot kiimesi — Ozellik 7 — det # 0.

2x2 dogrulama: det = a(d — c¢b/a) = ad — be v'.

24.8 Ozellik 9 — det(AB) = det(A)-det(B)

Sonuclar:

o det(A71) =1/ det(A).
o det(A?) = det(A)2.
e det(cA) = ¢™ det(A) (her satirdan bir c).

det(A) = 2.0000

det(2A) = 16.0000 = 23.det(A) = 16.0000
det(AT) = 2.0000

det(A™!) = ©.5000 = 1/det(A) = 0.5000
det(AB) = 0.0000 = det(A)-det(B) = 0.0000

Builder Notu: det(cA) = ¢ det(A) = hacim (3D’de 2x — 8x). det(AB) = det(A) det(B) = Jacobian
zincir kurali. Normalizing flow’da log-det’ler toplanir.
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24 Determinant ve Ozellikleri

24.9 Ozellik 10 — det(AT) = det(A)

Ispat: A = LU - AT = UTLT; L, LT kosegen 1, U, U aym kosegen.

Biiyiik sonug: Satir kurallar1 kolonlar icin de gecerli (sifir kolon — 0, kolon takast — +, vs.).

24.10 Determinant = Hacim

e 2x2: paralelkenar alani.
* 3x3: paralelyiiz hacmi.
* nxn: n-boyutlu kutu hacmi.

det = 0 — yass1 kutu (sifir hacim) — bagimlu.
det(2A4) = 2™ det(A) — her kenar 2 kat — hacim 2™ Kat.

Builder Notu: Change of variables: py-(y) = py(x)|det J|. Normalizing flow’lar Jacobian’1 liggensel (det
= kdsegen carpimi, ucuz) tutar — RealNVP, Glow, autoregressive flows.

24.11 Bu Dersin Ozeti

Determinant kare matrise atanan say1; tersinir <= det = 0.
3 ozellik: det I = 1, satir takasi +, satir-lineerlik.

Esit satir — 0.

Eliminasyon Kkorur.

Ucgensel = pivot carpim.

det = 0 <= singular.

det(AB) = det(A)det(B).

det(AT) = det(A).

det = hacim olcegi.

e R S

I Tek bir ciimle

Determinant ii¢ 6zellikle (det I = 1, satir takasi +, satir-lineerlik) tanimlanir; A tersinir <= det A =
0, det A = pivot carpimi, det(AB) = det(A) det(B) — ve geometrik olarak hacim 6lgegi (Jacobian,
normalizing flows).
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24.12 Kontrol Sorulari

24.12 Kontrol Sorulari

i Soru 1: A =((1,2,0),(2,5,1),(0,1,3)) determinanti.

re —2ry = (0,1,1). 73 — ry(yeni) = (0,0, 2).
U: pivotlar 1,1, 2. det = 2.

1 Soru2: det A =3 (4x4). det(2A), det(A™"), det(AT), det(A?)?

. det(24) = 2¢ - 3 = 48,
o det(A™1) =1/3.

o det(AT) = 3.

o det(A?%) =09.

DikKat: det(24) = 48,2 - 3 = 6 degil.

1 Soru3: A= ((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)) singular m1?

ry + 13 = (8,10,12) = 2ry — bagiml1.
Eliminasyon sifir satir verir — det = 0 — singular.

1 Soru 4: Normalizing flow’larda Jacobian determinant: niye nemli?

Change of variables: py-(y) = py(x) - | det J| (hacim korumast).

Normalizing flow: Basit dagilim (Gaussian) — karmasik dagilim, tersinir zincir.

Her adimin log | det J| log-olabilirlige eklenir; det(] [) = ]| det sayesinde toplam olur.
Flow’lar Jacobian’1 iicgensel tutar (det = kdsegen carpimi, ucuz). det — 0 = bilgi kaybi yonii.
RealNVP, Glow, autoregressive flows bu temele dayanir.

24.13 Egzersizler

210
Egzersiz1. A= |1 2 1 | determinant.
0 1 2

Egzersiz 2. det A = 5,det B = 2 (3x3): det(AB), det(2A), det(A~' B), det(AT A).

Egzersiz 3. iki esit kolon — det? (Ozellik 10.)

Egzersiz 4. (Python) Ozellikleri dogrula.

Egzersiz 5. Ispatla: Ortogonal Q icin det Q = +1. (ipucu: QTQ = I + det QT = det Q.) Rotasyon +1,

yansima —1; hacim korunur.
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24 Determinant ve Ozellikleri

24.14 Sonraki Ders i¢in Hazirhik

Ders 19: Determinant Formiilleri ve Kofaktorler

* Biiyiik formiil (n! terim, permiitasyonlar).

» Kofaktor agilimi.

¢ Ters matris formiiliiniin habercisi (Ders 20).

Ders 19 oncesi

» Egzersiz 5 (detQ = +1).

* np.linalg.det ile 6zellikleri dogrula.

24.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Ozellik Ifade Strang’da
1.detl =1 Birim 2m33
2. Satir takasi + 3m27
3. Satir-lineer Sadece bir satir 7m08
4. Esit satir — 0 — 11m43
5. Eliminasyon korur  det A = detU 14m34
6. Sifir satir — 0 — 19m07
7. Ucgensel Pivot ¢arpimi 22m42
8. det = 0 <= singular — 28m28
9. det(AB) = det(A) det(B), det(cA) = c"det A 34m01
10. det(A”) = det(A)  Satir — kolon 41m44

24.16 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

NNk wD =

det = hacim / Jacobian — Change of variables.

det(AB) = det(A)det(B) — Flow log-det toplami.

det = 0 <= tekil — Multicollinearity / kotii-kosullu.
log|det X| — Gaussian likelihood, entropi.

det(cA) = c" det A — Hacim iistel.

det Q = +1 — Rotasyon/yansima hacim korur.
Permiitasyon paritesi — Antisimetrik fonksiyonlar, DPP.
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24.16 ML Baglantilar: Ozeti

! Tek bir sey alip gideceksen

3 ozellikten tiim determinant teorisi tiirer; det = 0 <= singular, det = pivot carpimi, det(AB) =
det(A) det(B); geometrik olarak hacim 6lgegi (Jacobian, normalizing flows).
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25 Determinant Formuiilleri ve Kofaktorler

Ucg yiiz — pivot, biiyiik formiil, kofaktor

1 Boliim bilgisi

Strang’in videosu: YouTube — Lecture 19: Determinant Formulas and Cofactors (=53 dk)
OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 19
Okuma siiresi: =40 dk

25.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 18’in 6zelliklerinden agik formiiller.

s

Biiyiik formiil: det A = ) | +a,,a55 -, n! terim.
Permiitasyon isareti (parite).

Kofaktor acihmi: n X n — (n — 1) x (n — 1) recursive.
Uc formiiliin karsilastirmast; tridiagonal recursion.

“The survivors have one entry from each row and each column.” — Strang, 9:10

@ Builder Notu — ML de Determinant

Pratik: np.1linalg.det her zaman LU. Biiyiik matriste slogdet (kararli log-det).
Determinantal point processes (DPP): cesitlilik (diversity); determinant kolay oldugu i¢in
verimli.

Permanent (isaretsiz det) #P-tam — boson sampling, eslestirme sayma.

Permiitasyon paritesi = Levi-Civita — antisimetrik tensorler, fermiyonik sinir aglari (Fermi-
Net).

Recursion (tridiagonal) - HMM forward-backward, DP prototipi.

25.2 2x2’yi Ozelliklerden Tiiretme

[k satir (a,b) = (a,0) + (0,b):
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https://www.youtube.com/watch?v=23LLB9mNJvc
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25 Determinant Formiilleri ve Kofaktorler

Pivot carpim
(LU, O(n?))
{v pratik

np.linalg.det
np.linalg.slogdet

det A

174

Buyuk formul
(n! terim, O(n!))
teori

Permitasyon isareti
Levi-Civita €

Kofaktor acilim
(recursive, O(n!))
seyrek/turetme

Ters formulu (Ders 20)
A" = adj(A)/det A

Sekil 25.1: Determinantin ii¢ yiizii ve maliyetleri.




25.3 Survivor’lar ve Biiyiik Formiil

a b
c d

10
01

‘:ad

‘-I—bc’o 1’:ad—bc

10

(Sifir kolonlu terimler O; kosegen 1; anti-kosegen takasla —1.)

25.3 Survivor’lar ve Buyiik Formul

3x3’te 32 = 27 terim, ama ¢ogu sifir (tekrarli kolon). Survivor = her satir + kolondan tam bir giris =
permiitasyon = n! tane.

det A=) (sgn0)ay o)y o)

c€eS,,

Boyut Terim sayis1

2 2

3 6

4 24

10 3.6M

25.4 Permiitasyon isareti

Permiitasyon birim siraya getirmek i¢in gereken takas sayisinin paritesi.
Ornek (4x4 anti-kosegen): kolon sirast (4,3,2,1). 1 <> 4,2 <+ 3 — 2 takas — +.

3x3 anti-kosegen (3, 2, 1): 1 takas — —. (Boyuta bagli; “ana kdsegen +, anti-kdsegen —” kurali sadece 3x3
icin.)

Builder Notu: Parite = Levi-Civita sembolii ¢, ;;, . Antisimetrik tensérler, capraz ¢arpim, fermiyonik aglar
bununla yazilir.

25.5 Cok Sifir = Az Survivor

Strang’in 4x4 ornegi (koselerde 1’ler) — 24 terimin ¢ogu sifir, +1 ve —1 birbirini gotiiriir — det = 0 (esit
satir).

Seyrek matrislerde biiyiik formiil elle hizl.
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25 Determinant Formiilleri ve Kofaktorler

25.6 Kofaktor Acilimi

Biiyiik formiilii ilk satirin giriglerine gore grupla:

det A = ay,Cy + a15C15 + - +ay,C,

o

; = a;;"nin kofaktérii = (n — 1) x (n — 1) mindriin determinant1 x isaret:

J

Checkerboard isaret: (i + j) cift - +, tek — —.

3x3 ilk satir kofaktorii:

det A = ay;(agpass — Aggass) — aya(-..) + ays(-..)

2x2 dogrulama: det =a -d +b- (—c) = ad — be V.
Ipucu: En cok sifir iceren satir/kolon boyunca ag.

Builder Notu: Recursive — dinamik programlama prototipi. Saf hali O(n!), pratik degil; ama seyrek matriste
ve simgesel tiiretmede (Ders 20 ters formiilii) kullanigh.

25.7 Ug¢ Formiiliin Kargilagtirmasi

Yontem Maliyet Ne i¢in?

Pivot (LU) O(n®)  Pratik hesap
Biiyiik formiil O(n!)  Teori, ispat
Kofaktor O(n!)  Seyrek, tiiretme

det(A) (LU) = 3.0000
sign = 1.0, |det| = exp(1.0986) = 3.0000
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25.8 Tridiagonal Ornek — Recursion ve Periyot 6

25.8 Tridiagonal Ornek — Recursion ve Periyot 6

Tiim girigleri 1 olan tridiagonal A,,. [lk satir kofaktoriiyle:

det(A,,) = det(A4,,_;) —det(4,,_,)

det(A;) = 1,det(4,) = 0:

1,0,—1,—-1,0,1,1,0,—1, ...

Periyot 6!

tridiagonal det: [1, o, -1, -1, 0, 1, 1, 0, -1, -1, 0, 1]

Builder Notu: Lineer recurrence (Fibonacci akrabasi) = DP prototipi. Tridiagonal matrisler 1-D Laplacian,
spline, HMM forward-backward; tridiagonal sistemler O(n) (Thomas).

25.9 Bu Dersin Ozeti

2x2 lineerlikle tiiretildi.

Survivor = permiitasyon.

Biiyiik formiil: n! terim.

Isaret = parite.

Seyreklik — az survivor.

Kofaktor = (n—1) recursive indirgeme.
Isaret (—1)"+7.

Formiil: det A =} a,;,C,,.

Uc formiil.

Tridiagonal recursion, periyot 6.

© Y 0Nk W=

—

I Tek bir ciimle

Determinantin ii¢ yiizii: pivot ¢carpim (O(n?), pratik), biiyiik formiil (n! terim, teori), kofaktor
(recursive, seyrek/tiiretme); pratikte hep LU (np.linalg.det / slogdet).
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25 Determinant Formiilleri ve Kofaktorler

25.10 Kontrol Sorulari

1 Sorul:A= ((2,0,1),(1,3,2),(0,1,1)) — ilk satir kofaktortii.

3 2 1 3
Cll - +det (1 1) = 1 013 - +det (0 1) = 1
det=2+4+1=3.

1 Soru 2: 4x4 ve 3x3 anti-kdsegen isareti.

o 4x4 (4,3,2,1):1 <> 4,2 <> 3 > 2 takas — +.
* 3x3(3,2,1): 1 <> 3 > 1 takas - —.

Boyuta bagli; parite genel.

1 Soru 3: 4x4, sadece kosegen + (1.,4), (4,1) — kag survivor?

1. Kosegen 1,2, 3,4 — bir survivor.
2. (1,4) ve (4,1) + agy, ag5 — permiitasyon (4, 2,3, 1) — ikinci survivor.

2 survivor. 1 < 4 tek takas — isaret —. det = a1 A99033044 — Q1400903307

1 Soru 4: Permanent neden zor? Recursion ML de nerede?

Det vs permanent: Ayni n! terim, fark isaretler.

* Det: isaretler eliminasyonu kullanilabilir kilar — O(n?).
* Permanent: isaret yok — #P-tam (boson sampling, bipartite eglestirme).

ML’de:

* DPP: cesitlilik modelleme (det kolay — verimli).
* Recursion (Tridiagonal): HMM forward-backward, RNN, DP.
¢ Pratik: slogdet her zaman LU.

25.11 Egzersizler

Egzersiz 1. A = — en ¢ok sifir iceren satirla kofaktor.

O = O
OO W o
o oo O
SO O N

Egzersiz 2. 3x3 biiyiik formiil 6 terimi; permiitasyon (3, 1, 2) isareti.

Egzersiz 3. Kosegen 2, komgular 1 tridiagonal recursion: det(A,,) = 7
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Egzersiz 4. (Python) Ug yontem karsilastirma + slogdet.

25.12 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 5. Ispatla: Kofaktor formiilii = biiyiik formiil. Ders 20 (Cramer) temeli.

25.12 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 20: Cramer Kurali, Ters Matris ve Hacim

« A7l = detl Y C7 (adjugate formiilii).
* Cramer: Ax = b — z; = det(B,)/ det(A).
* Hacim: det = paralelyiiz hacmi.

Ders 20 6ncesi

* Egzersiz 5 (formiil esdegerligi).
* np.linalg.slogdet ile kararli log-det dene.

25.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da
2x2 tiiretme Lineerlik — ad - bc 2m04
Survivor Permiitasyon 6m13
Biiyiik formiil > 4aq, - n! 16m39
Parite Takas say1si1 (&) 19m50
Seyreklik Az survivor 22m36
Kofaktor fikri (n — 1) recursive 28m53
Cy; = (—1)"*7 det M;; ~ Checkerboard 36m09
Kofaktor formiilii det A=) a;;,C,; 39m49
Ug formiil Pivot / biiyiik / kofaktor 43mO1
Tridiagonal periyot6 A =A,  —A, 5  52m48

25.14 ML Baglantilari Ozeti

@7

NNk W =

koprii

Det = isaretli eslestirmeler — Permanent zor; DPP kolay.
Kofaktor recursive — DP prototipi.
Pratik det = LU — det/slogdet.

Parite = Levi-Civita — Antisimetrik tensor, FermiNet.
DPP — Cesitlilik modelleme.
Tridiagonal recursion - HMM, spline, 1-D Laplacian.
slogdet — Gaussian likelihood, normalizing flows kararl1 log-det.
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25 Determinant Formiilleri ve Kofaktorler

! Tek bir sey alip gideceksen

Ug esdeger formiil: pivot (O(n?), pratik), biiyiik formiil (n! terim), kofaktor (recursive). Pratikte hep
LU; slogdet biiyiik matriste kararli log-det.
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26 Cramer Kurali, Ters Matris ve Hacim

Uc uygulama — kapali-form vs hacim sezgisi

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 20: Cramer’s Rule, Inverse Matrix, and Volume (=50
dk)

* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 20

¢ Okuma siiresi: =40 dk

26.1 Bu Derste Ne Var?

Determinantin {i¢ uygulamasi:

1. Ters matris formiilii: A~ = dej = CT (adjugate).
2. Cramer kural: z; = det(B;)/ det(A) — giizel ama pratikte felaket.
3. det = hacim: kalic fikir, Jacobian’in temeli.

“The determinant actually equals the volume of something.” — Strang, 28:22

< =1 =T ..
CAT=CT/detA pratik DEGIL
(adjugate, teori)
.
LU her zaman kazanir
o
Cramer e
det A xj = det(B;)/det(A) - pratik DEGIL
(O(n!) felaket)

¢ det = hacim 6lcegi
(KALICI)

Jacobian determinanti
change of variables

Normalizing flows
olasilik olcusu
computational geometry

Sekil 26.1: Determinantin ii¢ uygulamasi — formiiller (teorik) vs hacim (kalict).
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https://www.youtube.com/watch?v=QNpj-gOXW9M
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/lecture-20-cramers-rule-inverse-matrix-and-volume/

26 Cramer Kurali, Ters Matris ve Hacim

@ Builder Notu — Giizel Formiil = Pratik Algoritma

« A"l formiilii ve Cramer teorik sik, sayisal felaket — eliminasyon (LU) her zaman kazanr.
* det = hacim — Jacobian degisken degisimi, normalizing flow yogunluk diizeltmesi.

* det Q = £1 — ortogonal hacim korur, kararli flow/RNN katmanlari.

* Koordinatlardan alan/hacim — computational geometry, point cloud (PointNet), mesh.

26.2 Ters Matris Formilu

1

_1 —
det A

T

1
ad—bc

C' = kofaktor matrisi, C” = adjugate. 2x2°deki tamdik formiiliin ( (i;g)) genellemesi.

Neden calisir: A - CT = det(A) - I. Kosegen girisler kofaktor formiilii ile det A:

a;1Ciy + -+ 0, Cypy = det A

Kosegen-dis1 sifir: i # j ise ¢carpim, “iki egit satirli bozulmus matrisin” determinantina esittir — 0 (Ders
18, Ozellik 4).

“It’s as if I'm taking the determinant of a screwed up matrix with two identical rows.” — Strang,
17:09

Builder Notu: Adjugate sembolik/parametrik durumlarda degerli (implicit function theorem, hiperparametre
gradyanlar1). Hesap i¢in her zaman LU.

26.3 Cramer Kurali

det(B;)
J det A

B, = A’nin j-inci kolonu b ile degistirilmis.
Tiiretme: x = A~'b = _:C”b. j-inci bilesen tam olarak det(B )/ det(A) (kolon kofaktor agilimi).

Pratik degil: n + 1 determinant. n = 10’da bile felaket. Eliminasyon O(n?3) kazamr.

“Cramer’s Rule is a disastrous way to go, because to compute these determinants, it takes
approximately forever.” — Strang, 27:05

Ders: Kapali-form algebra i¢indir (anlama, tiiretme); algoritma (eliminasyon) hesap i¢indir.
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26.4 Determinant = Hacim
26.4 Determinant = Hacim

| det A| = satirlarin gerdigi kutunun (paralelyiiz) isaretli hacmi.

* 2x2: paralelkenar alani.
* 3x3: paralelyiiz hacmi.
* nxn: n-boyutlu kutu hacmi.

Isaret = orientasyon (sag-el/sol-el).
Birim kiip: A = I — kutu birim kiip, hacim 1 = det([) v'.

Ortogonal Q: kolonlar ortonormal — kutu déndiiriilmiis birim kiip, hacim 1. QTQ = I — (detQ)? = 1
— det () = +1. Rotasyon +1 (orientasyon korunur), yansima —1.

Builder Notu: Jacobian determinanti = hacim 6l¢egi = olasilik 6lciisii diizeltmesi. Normalizing flow’larda
her katman log | det J| olabilirlige eklenir; ortogonal katmanlar log | det| = 0 — ucuz ve kararl1.

26.5 Hacim = Determinant ispat

Hacim, determinant1 tanimlayan 3 6zelligi saglar — hacim = determinant.

+ Ozellik 1: birim kiip hacmi 1 v'.

« Ozellik 2: kenar takas1 — orientasyon (isaret) degisir, hacim ayn1 v'.
* Ozellik 3A: kenar x ¢ — hacim x ¢ v'.

+ Ozellik 3B: lineer ayrisim (shear ile gosterilir) v'.

Ayni 3 6zellik — tek fonksiyon — hacim = determinant.

Builder Notu: Bu “aksiyom karakterizasyonu” matematigin giiclii teknigi. ML'de “degismez (invariant)
cekirdekleri” tanimlamak icin kullanilir.

26.6 Alan Formiilii — Paralelkenar ve Uggen
2-D’de: kenarlar (a, b), (¢, d) paralelkenar:

Alan = |ad — bc|

Ucgen (orijinde basliyorsa): yaris1 = %|ad — bel.
Genel iicgen (koseler (z;,y;)):

1 oy 1
Alan = 5 det | x5 7y 1
T3 Yz 1

Karekoksiiz, sadece koordinatlardan — geometriden ¢ok daha temiz.
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26 Cramer Kurali, Ters Matris ve Hacim

Paralelkenar alani: 11.000000000000002
Ucgen (0,0), (3,1), (1,4): 5.500000000000001
Ucgen (1,1), (4,2), (2,5): 5.500000000000001

Builder Notu: Computational geometry ve graphics’in temel: iicgen mesh alani, shoelace formiilii (poligon),
barycentric, point-in-triangle (isaret kontrolii). PointNet, mesh CNN bu nicelikleri 6zellik olarak kullanir.
3D tetrahedron hacmi sonlu eleman mesh kalitesi — det =~ 0 = carpik eleman.

26.7 Bu Dersin Ozeti

A7l =0T/ det A.

Kosegen-disi sifir (“bozulmus” matris ispati).
Cramer: v; = det(B,)/ det(A).

Cramer pratik degil — eliminasyon.

det = hacim.

det@ = +1.

Hacim = det aksiyom ispati.

Alan = |ad — bc|.

Genel ii¢gen 3x3 det.

e A

! Tek bir ciimle

A~1 = CT / det A ve Cramer zarif kapali-formlar, ama pratikte hep LU. Asil kalic1 fikir: det = hacim
olcegi (Jacobian, normalizing flows, computational geometry).

26.8 Kontrol Sorulari

1 Sorul: A= 21/13)—> Al kofaktor formiiliiyle.

det=5.C = ( 31 _21> = C7 (simetrik). A1 =1 ( 3 _1>.

1 Soru 2: Cramer ile 2x,+x,=3, X, +3X,=5.

det A =5.
31
1 9-5 _ 4
T1 =55 3‘ 5 T 5
2 3
_ 1 _10-3 _7
T2 =351 5‘ ~— 5 ~T &
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26.9 Egzersizler

1 Soru 3: Koseler (0,0), (3,1), (1,4) — iicgen alan.

Orijinde — iki kenar (3, 1), (1,4).
lad — be| = |12 — 1| = 11. Uggen = 5.5.

1 Soru 4: Jacobian = hacim 6l¢egi nasil ML’de? Ortogonal katman avantaji? Cramer neden ML’de yok?

Jacobian: y = f(x) — kiigiik hacim 6gesi | det J| kat 6lgeklenir — yogunluk | det J| ™! ile diizeltilir.
Normalizing flow: log | det J| log-olabilirlige eklenir; toplam zincir = > log | det |.

Ortogonal katman (det = +1): log | det | = 0, hacim korunur, |@x|| = |x| — gradyan kararl.
Cramer pratik degil: n + 1 determinant; LU O(n?) ile ayn1 sonug. np.1linalg.solve her zaman LU.
Ozet: hacim fikri derin (Jacobian, ortogonallik); Cramer/adjugate sadece teorik.

26.9 Egzersizler

Egzersiz 1. A = (12/34) - C,CT, A~'. np.1linalg. inv ile kargilagtir.
Egzersiz 2. Cramerile: z +y+ 2 =6,2y + 2 =4,2 = 2.

Egzersiz 3. Koseler (1,1), (4,2),(2,5) — iicgen alan (3x3 det).
Egzersiz 4. (Python) solve vs Cramer karsilagtirma.

Egzersiz 5. Ispatla: det(AB) = det A det B + hacim yorumu — bileske hacim ol¢ekleri ¢arpilir. Ders 21°de
ozdeger carpim = det.

26.10 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 21: Ozdegerler ve Ozvektorler

+ Ozvektor: Ax = \x.
« Karakteristik denklem: det(A — \/) = 0.
* >\ =trace, [[ A = det.

Ders 21 oncesi

* Egzersiz 5 (det = 6zdeger carpimi habercisi).
* solve vs Cramer’i Python’da gor.

26.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Strang’da

A1 =0T /det A Adjugate 3m26
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26 Cramer Kurali, Ters Matris ve Hacim

Kavram Tanim Strang’da
ACT = (det A)I Kosegende kofaktor 7m58
Kosegen-disi 0 “Bozulmug” matris det 17m09
Cramer x; = det(B;)/ det(A) 22m14
Cramer pratik degil n + 1 det; LU kazanir 27m05
det = hacim Kutu hacmi 28m22
det Q =1 Ortogonal = dondiiriilmiis kiip 35m38
Hacim = det ispati 3 ozellik 33m42
Alan = |ad — be|| Paralelkenar; iiggen yarisi 46m03
Koordinatlardan alan 3x3 det 50m34

26.12 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

NNk LD =

A~! = adj/det — Sembolik/implicit theorem; hesap icin LU.
Cramer — Pratik degil; kavramsal kapali-form.

det = hacim — Jacobian, normalizing flow yogunluk diizeltmesi.
det Q = +1 — Ortogonal flow/RNN katmanlari; log-det = 0.
Koordinatlardan alan/hacim — PointNet, mesh CNN.
Aksiyom karakterizasyonu — Degismez cekirdekler.

det ~ 0 — Kotii-kosullu / dejenere / bilgi kayb1 teshisi.

I Tek bir sey alip gideceksen

A~! ve Cramer zarif ama pratikte hep LU. Asil kalic1 fikir: det = hacim 6lcegi — Jacobian, olasilik
Olciisii, ortogonallik, computational geometry.
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27 Ozdegerler ve Ozvektérler

Kursun zirvesi — Ax = Ax, dogal eksenler

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 21: Eigenvalues and Eigenvectors (=51 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 21
¢ Okuma siiresi: =40 dk

27.1 Bu Derste Ne Var?

Kursun zirvesi: 6zdeger/6zvektor — geri kalan derslerin cogunu kaplar.

1. Ozvektor: Ax = \x.
2. Karakteristik denklem: det(A — \/) = 0.
3. Y. A =trace, [[ A = det.
4. Uc tuzak: kompleks (rotasyon), tekrarli, 6zvektor eksikligi.
“Ax is some multiple lambda of x — that’s our big equation.” — Strang, 2:36
PCA
/ (simetrik kov)
Her A — null(A-Al) — x
\ RNN/dinamik
(IA] kararlitik)
{v 2\ = trace
/_' M = det
A-x = Ax det(A-Al)=0 Nlar Ridge
(A+Al 6zdeger kayar)
\ A Tuzaklar:

kompleks (rotasyon)
tekrarli / degenerate

Sekil 27.1: Ozdeger = dogal eksen dlgegi. PCA, RNN kararliligi, ridge regularization hepsi buradan.
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https://www.youtube.com/watch?v=cdZnhQjJu4I
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/lecture-21-eigenvalues-and-eigenvectors/

27 Ozdegerler ve Ozvektorler

@ Builder Notu — Ozdeger ML in Belkemigi

* PCA = kovaryans 6zvektorleri.

* Spectral clustering / PageRank = graf matrisleri 6zvektorleri.

* RNN/dinamik kararhlik = |\|.

* Trace=)_ A\, det=]] )\ — log-det=>_ log \, etkin rank.

» Simetrik — gercel + ortogonal — PCA, kernel yontemleri saglam.

27.2 Ax = Ax — Ozvektor
Ax genelde x’ten farkli yonde. Bazi 6zel vektorler i¢in aym dogrultuda, sadece ol¢eklenmis:

Ax = Xx

A pozitif/negatif/sifir/kompleks olabilir. n x n matrisin (genelde) n 6zdeger/6zvektorii vardir — matrisin
dogal eksenleri.

27.3 A =0 <= Singular
A=0-2Ax=0->x€ N(A).

A = 0 06zdeger <= A singular

Builder Notu: Graph Laplacian sifir 6zdegeri (Ders 12); sayisi = bagl bilesen sayist. Sifira yakin 6zdegerler
= “neredeyse tekil” yonler = kararsizlik.

27.4 Geometriden Ozdeger Okuma

Projeksiyon P: diizlemdeki x — A = 1; dikx — A = 0.

Permiitasyon ((1) é) (1,1) > A=1(-1,1) - A= —1.

“Those vectors are perpendicular. That’ll happen for symmetric matrices.” — Strang, 22:33

Builder Notu: Mimari biliyorsan 6zdegerleri tahmin et — projeksiyon {0, 1}, ortogonal {41, birim ¢ember},
idempotent {0, 1}.
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27.5 Trace = X2, det =117

27.5 Trace = A, det =TA

2x2’de bu ikisi 6zdegerleri tamamen belirler.

Permiitasyon: trace =0, det=-1 - A\; + Ay =0, \{ Ay = =1 = A = £1.

27.6 Karakteristik Denklem

Ax = Ax > (A — A )x = 0. Sifir-olmayan x i¢in (A — AI) singular:

det(A — \T) = 0|

Strateji: (1) X’lar1 bul. (2) Her A i¢in null uzay1 — x.

Builder Notu: Pratikte asla polinom kokiinden degil — QR iterasyonu (np.linalg.eig) iteratif/kararl.

. 31
27.7 Tam Ornek — A = (1 3>

det(A—AX)=3—-XN2—-1=X2—-6A+8=(A—4)(A—2)
A=4,2 Trace 6 v/, det 8 v'.

e A=4:A—4] = (‘11 _11> —x=(1,1).
s A=2:x=(—1,1).

Dik 6zvektorler (simetrik matris).

O0zdegerler: [4. 2.]
ozvektorler (kolonlar):
[[ ©.70710678 -0.70710678]
[ ©.70710678 ©.70710678]]
trace = 6.0 = I\ = 6.0000
det = 8.0000 = A = 8.0000
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27 Ozdegerler ve Ozvektorler

278 A+clve A +B

A + cI: Ozvektorler degismez, 6zdegerler +c kayar.

(A+cl)x=Ax+cx=(A+)x

A + B: Ozdegerler toplanmaz (genelde) — farkli 6zvektorler.

Builder Notu: Ridge regularization A7 A+ \I tiim 6zdegerleri \ kadar yukari iter — sifira yakin 6zdegerler
pozitiflesir — iyi-kosullu, tersinir. Ozvektorler korunur.

27.9 Kompleks Ozdegerler — Rotasyon

Q= <(1) _01> (90° dondiir). Hicbir gercel vektor ayni1 dogrultuda kalmaz.

det(Q —A) =X 4+1=0 = \=+4i

Antisimetrik (Q7 = —Q) — saf imajiner. Simetrik (A7 = A) — gercel (Ders 25).

27.10 Tekrarli Ozdeger — Degenerate

A= (8 é) — Ozdegerler 3, 3 (tekrarli).

A—-3I= <0 0

0 1) — tek 6zvektor (1, 0). Tkinei yok.
Defective / degenerate — diagonalize edilemez (Jordan formu, Ders 28).
“A repeated lambda is the source of all trouble.” — Strang, 50:11

Builder Notu: Ug tuzak:

* Kompleks — osilasyon (RNN, dinamik).
* |A\| — kararlilik (< 1 soniimlii, > 1 patlar).
* Degenerate — diagonalize edilemez; iyi haber: simetrik matrisler asla degenerate olmaz.
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27.11 Bu Dersin Ozeti

27.11 Bu Dersin Ozeti

Ax = Ax.

A = 0 iff singular.

Projeksiyon (1, 0); permiitasyon (41).
Trace + det 6zdegerleri belirler.
Karakteristik denklem.

A + cl 6zdeger kayar (ridge).
Kompleks (rotasyon).

Degenerate (tekrarli, eksik 6zvektor).

PN W -

! Tek bir ciimle

Ozvektorler matrisin dogal eksenleri (Ax = \x); det(A — A\I) = 0 ile \ bulunur, > \ = trace,
[] A = det. PCA, RNN kararlilig1, ridge — hepsi buradan.

27.12 Kontrol Sorulari

i1Sorul:A=(21/12) 0zdeger/0zvektor.

(2-A2—1=X—4A+3=(A—3)A—1).A=3,1
A=3:(1,1). A = 1: (—1,1). Dik (simetrik).

i Soru 2: trace = 5, det = 6 — Ozdegerler? 7 olabilir mi?

A BA+6=(A—2)(A—3)=0-2,3.
7 olamaz: digeri —2 olur, 7 - (—2) = —14 # 6.

1 Soru3: A = (4 1/0 4) bagimsiz 6zvektor say1s1?

A = 4,4 (tekrarl)). A — 41 rank 1 — tek 6zvektor (1,0).
1 bagimsiz 6zvektor. Defective, diagonalize edilemez.

1 Soru 4: Ozdeger PCA, RNN, ridge ile nasil?

PCA: Simetrik kovaryans — gercel + ortogonal 6zvektor; en biiylik A = en ¢ok varyans yonii.

RNN: A¥x davranist | A| ile: < 1 soniimlii, > 1 patlar, kompleks = osilasyon. Ortogonal agirlik (|\| = 1)
kararli.

Ridge: AT A + \I — tiim 6zdeger +\ kayar; sifira yakin degerler pozitiflesir, iyi-kosullu.
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27 Ozdegerler ve Ozvektorler

27.13 Egzersizler

Egzersiz 1. A = (1 2/2 4) — det? Bir 6zdeger?

Egzersiz 2. trace = 7, det = 12 — 6zdegerler.

Egzersiz 3. 60° rotasyon — 6zdegerler. Gergel mi?

Egzersiz 4. (Python) np.1linalg.eig + trace/det dogrulama.

Egzersiz 5. Ispatla: > \ = trace, [ A = det. (Ipucu: karakteristik polinom det(A — A\I) = [[(\; — \);
A = 0 — det A; A\~ ! katsayisi trace.)

27.14 Sonraki Ders icin Hazirlk

Ders 22: Diagonalization ve A*

« A= SAS™L
o AF = SAkSL,

¢ Fibonacci, fark denklemleri.
Ders 22 Oncesi

» Egzersiz 5 (trace/det = XA, I1A).
* np.linalg.eig ile birka¢ matris.

27.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da
Ax = Xx Ozvektor/ozdeger 2m36
A =0 < singular Null 6zvektorleri 4ml2
Projeksiyon {1,0} 6m03
Permiitasyon {+£1}, dik 10m39
Y\ = trace Kosegen toplami 14m50
IIA = det — 14m50
det(A— M) =0 Karakteristik 16m51
A+cl Ozdeger +c, 6zvektor ayn1  31m40
Kompleks Rotasyon — 41 42m36
Degenerate Tekrarl + eksik 6zvektor 50ml11
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27.16 ML Baglantilar: Ozeti

27.16 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

PCA = kovaryans 6zvektorleri.

YA, Il — log-det, etkin rank.

[A| = RNN kararhlik.

Kompleks A = osilasyon.

A + ¢l =ridge — 6zdegerleri yukari kaydir.
Degenerate — Jordan (Ders 28).

Simetrik — PCA, spectral, kernel saglam temeli.

NNk wn =

! Tek bir sey alip gideceksen

Ozvektorler dogal eksenler (Ax = Ax); > \ = trace, [[ A = det. PCA, RNN kararlilig1, ridge —
modern ML’in belkemigi.
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28 Diagonalization ve A*

A = SAS' — kuvvetler, dinamik, Fibonacci

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 22: Diagonalization and Powers of A (=52 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 22
* Okuma siiresi: =40 dk

28.1 Bu Derste Ne Var?

Diagonalization: A = SAS~!.

AF = SA*S~1 — kuvvetler kolaylagir.

Kararlilik: A* — 0 iff tim |\| < 1.

Fark denklemi: u,_ ; = Au,, Fibonacci ve altin oran.

bl

“A to the K power is S lambda to the K S inverse.” — Strang, 13:08

Kararlilik
Al <1 Ak -0

Fibonacci
70 A=SAS! Ak = SAKS—1

\ u_k =2 ci Ak x;

(fark denklemi)

Markov/PageRank
RNN kararlilik
spectral gap

/ @ = (1+/5)/2
\

Sekil 28.1: A = SAS! — AK kararhilik, fark denklemleri, Fibonacci/altin oran.
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https://www.youtube.com/watch?v=13r9QY6cmjc
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/lecture-22-diagonalization-and-powers-of-a/

28 Diagonalization ve A*

@ Builder Notu — Dinamik Sistemlerin Omurgas1

* Markov/PageRank — dominant A = 1 + kararli durum 6zvektorii.
¢ RNN kararhligi — spektral yarigap; || > 1 patlar, < 1 soner.

¢ Fark denklemi — dizi modelleri, lineer recurrence.

* Spectral gap 1 — |\,| » MCMC karigma hizi.

28.2 AS =SA ve A = SAS™

Ozvektorleri S’ nin kolonlarma koy:

AS =SA, A =diag(\,...,\,)

S tersinirse:

Kosul: n bagimsiz 6zvektor. Tekrarli + eksik 6zvektor — diagonalize edilemez (degenerate).

Builder Notu: Bir matrisi kendi dogal koordinatlarina cevirir; PCA verinin kovaryansini kdgegenlestirir.

28.3 A¥ = SAks!

A% =SAS1SAST = SA261
I

Ortadaki sadelesir, k kez tekrar - A* = SAkS—T.
AF = diag(\}, ...) — kosegen, bedava.

A'%° dogrudan imkénsiz; SA'°°S"! ile aninda.

O0zdegerler (altin oran): [ 1.61803399 -0.61803399]
A~10 (spektral):

[[89. 55.]

[55. 34.]]

A*10 (dogrudan):

[[89. 55.]

[55. 34.]]
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28.4 Kararlilik

28.4 Kararlilik
AP - 0 < tim|)\] <1
“A to the K approaches zero if all eigenvalues are less than one in absolute value.” — Strang,
14:53

Spektral yarigap = en biiyiik |A| = uzun-vadeli davranis.

@ Builder Notu — ML de Kararlilik

* RNN spektral yaricapi1 > 1 — exploding gradient; < 1 — vanishing — ortogonal baslatma
(Al = 1.

* Markov: dominant A = 1 kararli durum, digerleri soner.

* Spectral gap: karisma hizi (MCMC).

28.5 Multiplicity

* Cebirsel: karakteristik polinomda kok tekrar sayisi.
* Geometrik: dim N (A — A\I) — bagimsiz 6zvektor sayisi.

Geometrik < cebirsel — degenerate, diagonalize edilemez.

Builder Notu: Simetrik matrisler asla degenerate olmaz (spektral teorem, Ders 25) — kovaryans, Gram,
kernel, Laplacian giivenle diagonalize edilir.

28.6 Fark Denklemleri ve Spektral C6zim
u,., = Au, = u, = Ay,
Spektral numara: u;’1 6zvektorlere ayir — her 6zvektor bagimsiz evrilir:

u; = E X, = u, = E ci)\fxi

Uzun vadede en biiyiik || baskin.

Builder Notu: Markov, dolasim, difiizyon, Fourier mod analizi — hepsi spektral ayrigim.
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28 Diagonalization ve A*

28.7 Fibonacci Ornegi

F. o = Fy.1 + F. Vektotlestir: u, = (F), 4, F),)":

A= G‘ (1)) det(A—A) = A2 —A—1=0

(Karakteristik denklem = Fibonacci recursion’unun kendisi!)

1445

A
1 2

~ 1.618 = ¢ (altin oran), A, ~ —0.618

Coziim: F), ~ ¢, % + ey A5, |\ < 1 — soner — F), ~ ¢, ¢".

Her adimda ~1.618 kat biiyiir.

28.8 Bu Dersin Ozeti

AS = SA.

A=SASL

AR = SARSL,

Kararlihk |\ < 1.

Distinct A — diagonalize edilebilir.
Multiplicity (degenerate).

Fark denklemi.

Spektral ¢oziim.

Fibonacci — ¢.

Biiyiime = max |\|.

CPORXTNUN A W=

[a—

I Tek bir ciimle

A = SAS~! matrisin dogal eksenlerini acar; A¥ = SA¥S~! kuvvetleri ¢ozer. Fark denklemi ¢oziimii
u, = > ¢;\Fx;; uzun-vadeli davranig en biiyiik || ile (kararlilik, biiyiime, kararli durum).

28.9 Kontrol Sorulari

1Sorul:A=(20/03)—S,A?

Zaten kosegen: S = I, A = A. Ozvektorler (1,0), (0, 1).
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28.10 Egzersizler

1Soru2: A=(01/10)— A'??

A= +1. A0 = diag(1,1) = I.
A0 = §T1S~1 = I (Cift kuvvetler I, tek kuvvetler A.)

1 Soru 3: A =0.5, -0.9 kararli m1? 0.5, 1.2?

* 0.5[,]0.9] < 1 — A* — 0, kararh (en biiyiik 0.9 sondiiriir).
¢ |1.2| > 1 — patlar.

Kural: spektral yaricap.

1 Soru 4: Markov / PageRank — 6zdeger/6zvektor.

Markov: kolonlari olasilik. En biiyiik A = 1, 6zvektorii = kararh durum.
u;, — ¢;X; (sonenler kaybolur).

PageRank: \ = 1 6zvektorii = sayfa skorlar1. Power iteration ile hesap.
Karigma hizi: 1 — |\, | (spectral gap); MCMC verimliligi.

28.10 Egzersizler

Egzersiz 1. A = (4 1/0 3) — diagonalize, A°.

Egzersiz 2. Lucas dizisi (L, = 2, L; = 1) — biiyiime oran1?
Egzersiz 3. A\ = 1,0.5, —0.3 — u,, uzun vadede?

Egzersiz 4. (Python) eig + matrix_power ile A'°.

Egzersiz 5. Ispatla: A = SAS™ — polinom p(A) = S - p(A) - S~ Ders 23 (e) temeli.

28.11 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 23: Diferansiyel Denklemler ve e

« Siirekli: 2 = Au — u(t) = e*'u(0).
o At — SeAtS_l.
* Kararlilik: Re(\) < 0.

Ders 23 oncesi

* Egzersiz 5 (p(A)).
* matrix_power ile diagonalizasyonu dogrula.
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28 Diagonalization ve A*

28.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da
AS = SA Ozvektor + dzdeger matrisi  1m19
A=SAS! Diagonalize 8m44
AF = SARG Kuvvetler 12m32
Kararhhk Al <1 14m24
Distinct Bagimsiz 6zvektor garanti  18mO05
Multiplicity Geom < cebir — 22ml14
degenerate

Fark denklemi u,., = Au, 26m46
Spektral ¢oziim S \Ex, 29m23
Fibonacci A=(11/10),\2—=X—1 34m29
Altin oran p ~ 1.618 44m22

28.13 ML Baglantilar Ozeti

@ 7 koprii

A = SAS~! = baz degisimi — PCA kosegenlestirme.
AF = spektral — Dinamik sistem, iteratif algoritmalar.
|A| = RNN kararhilik — Ortogonal baglatma.
Markov/PageRank — Dominant A.

Fark denklemi — Dizi modelleri.

Spectral gap - MCMC karigma.

NNk W=

Simetrik diagonalize — Kovaryans/Gram/Laplacian saglam.

! Tek bir sey alip gideceksen

— PageRank, RNN, MCMC kalbi.

A = SAS~!dogal eksenler; A¥ = SAF S~ kuvvetler; ¢oziim ) | c: \fx. . Max

170 e

| A| =kararlilik/biiyiime
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29 Diferansiyel Denklemler ve e*!

Stirekli dinamik — neural ODE’lerin lineer cekirdegi

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 23: Differential Equations and exp(At) (=51 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 23
¢ Okuma siiresi: =40 dk

29.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 22’nin siirekli versiyonu: % = Au.

Ustel ¢oziimler: her 6zvektor — u = e Mx.

Kararhlik: tiim Re(\) < 0 (sol yar1 diizlem).
Matris iistel: et = Se S~ u(t) = eA*u(0).
ikinci-mertebe — sistem (companion matris).

il

“The solutions to constant coefficient linear equations are exponentials.” — Strang, 0:32

Re(A) < 0 — sonen Neural ODE
u(t) = eAtu(0)
du/dt = Au Sen's 1u(0) u(t) = X cieAt xi Re(A) > 0 — patlar SSM (S4, Mamba)
=SeAlS u
Im(A) — osilasyon Kontrol teorisi

Sekil 29.1: du/dt = Au — e propagator. Re()) kararlilik, kompleks osilasyon, neural ODE/SSM cekirdegi.

@ Builder Notu — Siirekli Dinamik ML de

* Neural ODE — derin a8 = siirekli sistem % = f(u).

* SSM (S4, Mamba) — tam % = Au + Bx formunda; HiPPO baslatma 6zdeger yapisi.
 Kararli RNN/SSM — 6zdegerleri sol yar1 diizleme (Re(\) < 0) kisitla.

* Ayrik vs siirekli: |A| < 1 (birim ¢ember) vs Re(A) < 0 (sol yar1 diizlem).
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https://www.youtube.com/watch?v=IZqwi0wJovM
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/lecture-23-differential-equations-and-exp-at/

29 Diferansiyel Denklemler ve e*!

29.2 du/dt = Au ve Ustel Céziimler

Her 6zvektor piir iistel ¢oziim verir: Ax = Ax — u = e*x (du/dt = \e*x = Au V).

Genel ¢oziim:
u(t) = Z c;eitx;
29.3 Ornek — Steady State

A:<—11 _22) u(0) = (1,0)T

Singular (kolon 2 = —2X kolon 1) = A\; = 0. Trace = —3 — \, = —3.

b )\1 - O Xl — (2, 1)
b )\2 — _3: X2 - (1,_1>

u(0) = £x; + x5

t—o0
(27 l)T + %6_&(17 _l)T — (%7 )T

u(t) =

Wl
Wl

A = 0 modu kalia1 (steady state); A\ = —3 soner.

29.4 Kararlilk —Re(\) < 0

u(t) -0 < Re(\;) <0V:

Uc durum:
e Tiim Re < 0 — kararli, sonen.
* Bir A = 0, digerleri Re < 0 — steady state.
* Bir Re > 0 — patlar.

Ayrik vs siirekli: || < 1 (birim ¢gember) <+ Re(\) < 0 (sol yari diizlem).

29.5 Kompleks Ozdegerler — Osilasyon

A= a+bi — |eM| = . Sadece gercel kisim biiyiikliigii belirler; imajiner = salinim.

Antisimetrik matris — saf imajiner A — sonmeyen salinim.
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29.6 2x2 Kararlilik — Trace ve Determinant

29.6 2x2 Kararlilik — Trace ve Determinant

’trace < 0Ove det >0

Ikisi de gerekli: trace < O (toplam negatif), det > O (ayn1 isaret — ikisi de negatif).

Kargi-ornek: A = diag(—2, 1), trace = -1, det = -2 — patlar.

29.7 Uncoupling — u = Sv

u=2_Sv:

@ =S 1ASv = Av
dt

Bagimsiz denklemler dv, /dt = \;v; = v;(t) = e*itv,(0).

20.8 Matris Ustel — e4!

At (At)? e (An)n
M =1+ At + = +m_r;) —

Her zaman yakinsar (n! paydasi). Diger seri (I — At)~! sadece |\| < 1 i¢in yakinsar; iistel daha giivenli.

20.9 ¢dt = GeMG1

Taylor serisine A = SAS~! koy = A™ = SA™S~!, ortadakiler sadelesir:

eAt = SeM S M = diag(eM?, ..., eMnt)

O0zdegerler: [ 0. -3.]
u(2) = [0.66749292 ©.33250708]
u(100) = [0.66666667 0.33333333] (= (2/3, 1/3))
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29 Diferansiyel Denklemler ve e*!
29.10 ikinci-Mertebe — Sistem (Companion)

y +by +ky=0-u=(y,y’:

Companion matris — state-space temsili.

Builder Notu: Kontrol teorisi, robotik, Kalman filtreleri, neural ODE, SSM hep state-space formunda.
Ozdegerler = orijinal karakteristik kokleri.

29.11 Bu Dersin Ozeti

du/dt = Au iistel ¢oziim.
Genel ¢6ziim = mod toplami.
Steady state (A = 0).
Kararlihk Re(\) < 0.
Kompleks osilasyon.

2x2: trace < 0, det > 0.
Uncoupling.

et Taylor.

eAt — SeAtS_l.
Companion (state-space).

C PO RXTNUN A LN =

[a—

! Tek bir ciimle

u(t) = e*u(0) = SerS~1u(0); dzdegerler tiim davramsi belirler — Re(%) < 0 sondiiriir, > 0 patlatir,

Im(X) salindirir. Neural ODE’den SSM’e modern ML in siirekli omurgast.

29.12 Kontrol Sorulari

1 Sorul: A=(10/0-2),u(0)=(3,5). u(t) ve t—00?

u(t) = (3e!, 5e2t)

2t 0, 3et — 0o — patlar (L =1 > 0).

t — o0: be

i Soru 2: Hangileri kararli? (a) -1, -2 (b) -1£3i (¢) 0, -5 (d) 2, -3

¢ (a) kararl1 (her ikisi Re < 0).

¢ (b) kararhi (Re = -1, salinarak soner).

* (c) steady state’e gider (sifira degil ama patlamaz).
¢ (d) kararsiz (Re =2 > 0).
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29.13 Egzersizler

1 Soru3:A=(01/00) > er'?

A? = 0 (nilpotent!). Taylor kisalur:

1 ¢
At _ _
e —I—l—At—(O 1)

Polinom ¢ikmasi = Jordan formu imzas1 (Ders 28). Degenerate (tekrarli A = 0, tek 6zvektor).

1 Soru 4: Neural ODE / SSM / kontrol — du/dt = Au?

Neural ODE: du/dt = f(u, ), lineer hili Au, u(7T) = e47u(0).

SSM (S4, Mamba): du/dt = Au + Bx,y = Cu; e ile ayriklagtirilir,

Kararhlik: Re()) < 0 — kararli RNN/SSM. HiPPO baslatma uzun-menzilli bagimliliklar1 yakalar.
Kompleks A: zaman serisi salinim modelleri.

29.13 Egzersizler

Egzersizl. A = (—21/1 —2),u(0) = (1,0) — ¢6ziim, kararlt m1?
Egzersiz 2. Kararlilik testi: (a) (—12/0 — 3),(b) (10/0 —5),(c) (0 —1/10).
Egzersiz 3. y” + 4y = 0 — companion + 6zdegerler. Salinimli m?

Egzersiz 4. (Python) scipy.linalg.expm + steady state.

eAt

Egzersiz 5. Ispatla: % = Ae’t. (Taylor terim terim tiirev.)

29.14 Sonraki Ders i¢in Hazirlhk

Ders 24: Markov Matrisleri ve Fourier Serisi

* Markov: A = 1 (kararhi durum), digerleri s6nen.
* Fourier: fonksiyon uzayinda ortonormal sin/cos.

Ders 24 oncesi

» Egzersiz 5 (eAt tiirev).
* expm ile steady state.

29.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
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29 Diferansiyel Denklemler ve e*!

Kavram Tanim Strang’da
du/dt = Au Ustel ¢6ziim O0m32
Genel ¢oziim ety 8m54
Kararlihk Re(A) <0 16m45
Kompleks A Re biiyiikliik, Im osilasyon 17m50
2x2 kararhhk trace < 0, det > 0 22m02
Uncoupling u=>Sv 29m14
Matris iistel > (At)™/nl 33m55
et = SeMs—1 — 39m02
Companion Ikinci-mertebe — sistem  47m38

29.16 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

1. Neural ODE / SSM — Siirekli derin 6grenme.
2. e propagator — Fizik, kontrol, Schrodinger.
3. Re(A) < 0 = kararh — S4/Mamba tasarimi.

4. Kompleks A = osilasyon — Zaman serisi.

5. Uncoupling — Mod analizi, Fourier akrabasi.
6. Companion — State-space, Kalman.

7. Ayrik vs siirekli — Ayni fikir, iki geometri.

I Tek bir sey alip gideceksen

du/dt = Au — u(t) = eMu(0) = SerS~u(0). Ozdegerler tim davranigi belirler — Re())
sondiirme/biiyiime, Im(\) osilasyon. Neural ODE, SSM, kontrol teorisi kalbi.
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30 Markov Matrisleri ve Fourier Serisi

A = 1 kararli durum + ortonormal fonksiyon bazi

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 24: Markov Matrices, Fourier Series (=51 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 24
¢ Okuma siiresi: =40 dk

30.1 Bu Derste Ne Var?

1. Markov matrisi: girisler > 0, kolonlar 1’e toplanir; her zaman A = 1.
2. Steady state = A\ = 1 dzvektorii.
3. Ave AT aym ozdeger.
4. Fourier serisi: fonksiyonlar sonsuz boyutlu ortonormal sin/cos bazinda.
“The steady state will be the eigenvector for that eigenvalue (lambda = 1).” — Strang, 3:55
Steady state PageRank, MCMC,
"l = sag bzvektor HMM
Markov -
1o A =1 garantili
(kolon = 1)
N Spectral gap
= kanisma hizi
. Positional encoding
. . sin/cos , .
Fourier serisi 1 ax = (1/m)ff-cos kx dx Fourier features (NeRF)
ortonormal baz —

Sekil 30.1: Markov + Fourier — 6zdeger/ortogonalligin iki giiclii uygulamasi.
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https://www.youtube.com/watch?v=lGGDIGizcQ0
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/lecture-24-markov-matrices-fourier-series/

30 Markov Matrisleri ve Fourier Serisi

@ Builder Notu — Markov + Fourier ML’ de

e Markov / PageRank / MCMC — kararli durum = A = 1 6zvektorii.

* Spectral gap 1 — |\,| - MCMC karigma hizi.

* Fourier serisi — transformer positional encoding, NeRF Fourier features, FFT konvoliisyon
hizlandirma.

* Ortonormal projeksiyon (z, = q,L»Tv) — PCA, wavelet, embedding ayrisimi.

30.2 Markov Matrisi

Iki ozellik: (1) girisler > 0, (2) her kolon 1’e toplanir.

Ak de Markov; 6zellikler korunur.

30.3 A =1 Garantili

A’nin kolonlar1 1’e toplanir — A—I"nin kolonlar1 0’a toplanir — satirlar bagiml (6rn. (1,1, ..., 1)-(A—1) =
0) > A — I singular - \ = 1 6zdeger.

(1,1,...,1) vektorii = AT°nin A\ = 1 sol 6zvektorii (olasilik korunumu).

30.4 Diger A ve Steady State

Diger tiim |A| < 1 (1’i asmaz, olasilik korunur).
Ak:uO = 01X1 _|’ CQ)\ISXQ +

Ak ... — 0; sadece A\ = 1 modu hayatta kalir:
AFuy — ¢;x; = steady state

(Pozitif 6zvektor — baslangic pozitifse kalir.)

30.5 A ve AT Ayni Ozdeger

det(A — \I) = det((A — AI)T) = det(AT — AI).

Ozdegerler aym, 6zvektorler farkh (sol/sag).
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30.6 Markov Ornegi — CA/MA

30.6 Markov Ornegi — CA/MA

0.9 0.2
A= <0.1 0.8)

trace = 1.7,det=0.7 > X2 — 1.7 +0.7=0-5 X =1,0.7.

u, = (0,1000) = ¢, = 1000/3, ¢, = 2000/3.

Steady state: 150°(2,1) = (667, 333). Toplama 1000 korunur.

O0zdegerler: [1. 0.7]
steady state dagilimi: [0.66666667 ©.33333333]
A~100 u@: [666.66666667 333.33333333]

Builder Notu: Karisma hizi = 1 — |\, | = spectral gap. CA/MA: 0.3, huizli. Web grafinda power iteration ile
PageRank.

30.7 Ortonormal Bazda Projeksiyon
v = Y x,q;. Her iki yan q; ile ¢arp:

q/v=ux,; (digerleriO)

Her katsay1 bagimsiz dot product. Matris dilinde x = Q7'v.

30.8 Fourier Serisi

f(z) = ay + ay cosx + by sinz + a, cos 2z + -

Sonsuz boyutlu fonksiyon uzay; baz = {1, cos x, sin x, cos 2z, sin 2z, ... }.
Periyot 27 ile periyodik.

Builder Notu: Sinyal isleme, transformer positional encoding (sin/cos frekanslari), NeRF / Fourier
features, JPEG (DCT), Gaussian process RKHS.

209



30 Markov Matrisleri ve Fourier Serisi

30.9 Fonksiyon i¢ Carpimi

)= | " f@)g() da
0

Toplamin siirekli karsili§1. Bu i¢ carpimda sin, cos ortogonal:

27
/ sinzcoszdr =0
0

30.10 Fourier Katsayilari

qZTV’nin fonksiyon versiyonu:

2m 2w
(z)cos(kx)dx = ak/ cos?(kz) dx = a,m
0 0

a, = %/Qﬂ f(x)cos(kx) dx
0

Euler-Fourier formiilii. Ortonormal bazda projeksiyon.

Builder Notu: Ayrik versiyonu FFT — konvoliisyonu frekansta ¢arpima cevirir (sinyal isleme, FNet, uzun-
konvoliisyon).

30.11 Bu Dersin Ozeti

Markov: girigler > 0, kolon = 1.

A = 1 garantili.

Diger |\| < 1, steady state.

A < AT zdeger.

CA/MA ornegi, (667, 333).

Coziim spektral.

Ortonormal projeksiyon v, = ql'v.
Fourier serisi.

Fonksiyon i¢ ¢carpimu.

Fourier katsayilari.

CPORXTRNUN A W=

[am—

! Tek bir ciimle

Markov: A\ = 1 + pozitif 6zvektor = steady state (PageRank, MCMC). Fourier: ortonormal sin/cos
bazinda projeksiyon (a;, = % f f cos kx dx) = transformer positional encoding, NeRF, FFT.
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30.12 Kontrol Sorulart

30.12 Kontrol Sorulari

i Soru 1: A =(0.80.3/0.2 0.7) Markov mu1? Ozdeger?

Kolonlar: 1.0, 1.0 v'; girigler > 0 v — Markov. trace 1.5 - A = 1,0.5.

1 Soru 2: Ay A i¢in steady state (toplam = 1).

A—1=(-0.20.3/0.2 —0.3). Null: (3, 2). Normalize: (0.6, 0.4).

1 Soru 3: f=sin(x) = b, ve a,?

Zaten baz fonksiyonu! b; = 1, a; = 0 (sin L cos). Diger hepsi 0.

1 Soru 4: Markov — PageRank/MCMC, Fourier — transformer.

PageRank: web grafi Markov — A = 1 6zvektorii = sayfa skorlari. Power iteration; spectral gap =
yakinsama.

MCMC: hedef dagilima yakinsayan zincir; karisma hizi = spectral gap.

Transformer positional encoding: sin/cos frekanslart — sira bilgisi.

Fourier features (NeRF): koordinatlar sin/cos bazinda genisletme — yiiksek-frekans detay.

FFT: konvoliisyon — frekansta carpim (FNet, uzun-konv modeller).

30.13 Egzersizler

Egzersiz 1. A = (0.5 0.4/0.5 0.6) Markov m1? Ozdeger + steady state.
Egzersiz 2. Steady state (0.6,0.4), Ay = 0.9 — yakinsama hiz1?
Egzersiz 3. f = cos 2z — 3 sin x — Fourier katsayilari.

Egzersiz 4. (Python) Markov + power iteration.

Egzersiz 5. Ispatla: Markov igin |A| < 1 tiim ) icin. (Ipucu: aksi takdirde A* patlar, olasilik korunmaz.)

30.14 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 24b: Quiz 2 incelemesi — Determinantlar + 6zdegerler + uygulamalar tekrar1.

Ders 24b 6ncesi

* Egzersiz 5 (|A| < 1).
* Power iteration ile steady state.
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30 Markov Matrisleri ve Fourier Serisi

30.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da
Markov Girigler > 0, kolon = 1 1mO1
A=1 A — I kolon =0 — singular ~ 9mO08
Steady state A = 1 dzvektor 7mO01

A <1 Olasilik korunumu 5mi2

A, AT bzdeger Ayni, 6zvektor farkl 16m50
Ortonormal proj z; = qfv 35m24
Fourier f=ag+ > (a;cos+bysin) 41m03
Fonksiyon i¢ ¢carp [ fgdz 44m40
a, = % [ fcoskz Bazda projeksiyon 48m20

30.16 ML Baglantilan Ozeti

@ 7 koprii

Markov — PageRank, MCMC, HMM.
Steady state — Uzun-vadeli dagilim.
Spectral gap — Karisma hizi.

A, AT — Sol/sag 6zvektor.

Fourier — Positional encoding, NeRF, JPEG.
Ortonormal proj — PCA, wavelet.

FFT — Konvoliisyon hizlandirma (FNet).

NNk wn -

! Tek bir sey alip gideceksen

Markov A = 1 = steady state (PageRank/MCMC). Fourier a;, = % f f cos kx = ortonormal bazda
projeksiyon (NeRF, positional encoding, FFT).
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31 Quiz 2 incelemesi

Ortogonallik + Determinant + Ozdeger — ii¢ ayak

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Quiz 2 Review (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Exam 2 Review
¢ Okuma siiresi: =35 dk

31.1 Bu Derste Ne Var?

Quiz 2 tekrar oturumu. Kapsam: Chapter 4 (ortogonallik), 5 (determinant), 6.1-6.2 (6zdeger/diagonalizasyon).
ODE haric.

Projeksiyon — matris, 6zdegerler {0, 1}, idempotent.

Least squares — iki resim.

Gram-Schmidt.

Ozdeger hiinerleri — det/trace, kompleks, periyodiklik, recurrence.

e

“The magnitude of lambda — that’s the key point for stability.” — Strang, 36:22

@ Builder Notu — Trace Kontrolii Disiplini

Strang’in altin kurali: 6zdeger hesapladiginda her zaman trace ile dogrula (3 A = kdsegen toplamu).
Bedava sigorta — ML sayisal sonuglarini sanity-check etmek i¢in ayni disiplin.

31.2 Kapsam

* Ch 4: Ortonormal (Q7'Q = I, projeksiyon, LS, Gram-Schmidt.
* Ch 5: Determinant (3 + 7 6zellik), biiyiik formiil, kofaktor, A~ formiilil.
e Ch 6.1-6.2: Ax = \x, karakteristik, A = SAS—1, A*.

Kapsam disi: ODE (6.3 — Quiz 3).
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https://www.youtube.com/watch?v=QuZL5IKpO_U
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/exam-2-review/

31 Quiz 2 Incelemesi

Ort Wik Hat matri
e > Projeksiyon: A € {0, 1} at matrx

(Chapter 4) regresyon

Determinant

(Chapter5) | *| det=TA log-det, Jacobian

/

Ozdeger
(Chapter 6)

trace = ZA

[A] — kararliik
|A]=1 periyodik

RNN, SSM, Markov

Sekil 31.1: Ug ayak birbirine bagli: P 6zdegerleri (ortogonallik + 6zdeger), det/trace (det + dzdeger), ||
(dinamik).
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31.3 Projeksiyon Ozdegerleri

a = (2,1,2)T dogrusu projeksiyonu:

Ty 4 2 4
p=2__"121 2
a’a 9
Ozdegerler — hesaplamadan:

* Rank 1 — 2 boyutlu null - A =0, 0.
e trace =9/9 = 1 — liciincii A = 1.

Genel kural: projeksiyon 6zdegerleri her zaman {0, 1} (idempotent imzas).

31.4 P + Fark Denklemi
. = Pu,,u, =(9,9,0):

27
u = 5a=(6,30)

u, zaten kolon uzayinda — P? = P - u,, = (6,3,6) Vk > 1.

31.5 Least Squares — iki Resim

y = Dt (orijinden) ile (1,4), (2,5), (3, 8).

A=(1,2,3)T,b=(4,5,8). 14D = 38 — D = 19/7.

31.3 Projeksiyon Ozdegerleri

Resim 1 (ty): noktalar + dogru. Resim 2 (vektor): b R*’te, a = (1, 2, 3) dogrusuna izdiiger.

31.6 Gram-Schmidt

a, = (1,2,3),a, = (1,1,1).

A-B=44+2-6=0V.
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31 Quiz 2 Incelemesi

31.7 Ozdeger Cebri

Al .ee, Ay Olan 4x4:

e Tersinir <= )\, # 0.
o det(AY) =1/detA=1/]]\,.
o trace(A+ 1) = >\, + n (A + cl 6zdegeri A + ¢).

31.8 Tridiagonal Recurrence ve Kompleks Ozdeger

Kosegen 1, komsular 1 - D, =D, —D, .

Companion matris (1 _01> SN A1 =0 )\= 1:|:%/§i‘

IM? =1/443/4 =1 - |\ = 1 - birim cember, A\ = ¢='"/3 — periyot 6.

A=1, D :1,0,—1,—1,0,1,tekrar

n

D, dizisi (periyot 6): [1, o, -1, -1, o, 1, 1, 0]

31.9 Trace Kontrolii — Strang’in Disiplini

010
A3:(1 0 2).det(A3—/\I):—)\()\2—5):0—>>\:0,\/3,—\/5.
020

Trace kontrolii: >, A = 0 = kisegen toplami 0 v'.

“I would never write down those three eigenvalues without checking the trace.” — Strang, 44:17

31.10 Bu Tekrarin Ozeti

Kapsam (Ch 4-6.2, ODE haricg).
Projeksiyon {0, 1}.

P idempotent fark denk. sabit.
Least squares iki resim.
Gram-Schmidt B formiilii.
Ozdeger cebri (A=, A + cI).
Tridiagonal recurrence.
Kompleks |\| = 1 periyodik.
Bagiml kolon — singular.
Trace kontrolii.

A AR

—
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31.11 Kontrol Sorulart

! Tek bir ciimle

Ug ayak birbirine bagli: projeksiyon {0, 1}, det = I\, trace = 3\, |\| dinamik kader. Trace kontrolii
her 6zdeger hesabinin bedava sigortasi.

31.11 Kontrol Sorulari

1 Sorul:a= (1,0, 1) icin P + 6zdeger.

101
p=1lo o0 0.
101

Rank 1 - A =0,0,1.trace =1 v'. A = 1 6zvektorii = a.

i Soru2: (1,1),(2,3),(3.4)’e y = Dt fit.

ATA=14,ATb =19 » D = 19/14.

1 Soru3: A =2,3, -1 — det, trace, det(A™!), trace(A - 2I)?

e det = —6.

e trace = 4.

det(A~!) = —1/6.

trace(A —2I) = (0,1, —3) — —2.

1 Soru 4: Ug boliim ML'de hangi araclara karsilik?

Ortogonallik: projeksiyon — regresyon (hat matrix); QR — kararli LS, PCA, ortogonal baslatma.
Determinant: | det J| — Jacobian (normalizing flows); log-det — Gaussian likelihood, entropi; det = 0
— tekil teshis.

Ozdeger: PCA (kovaryans), Markov/PageRank (A = 1), RNN/SSM kararlilik (]\|), log-det = >~ log A.
Birlesim — SVD (Ders 29) — ii¢ii birden.

31.12 Egzersizler

Egzersiz1.a = (2,2,1) — P, 6zdeger, trace dogrulama.

Egzersiz 2. (1,2),(2,3), (3,5) - y = C + Dt (sabitli) — normal denklemler.
Egzersiz 3.a; = (1,1,0),a, = (1,0,1) — Gram-Schmidt.

Egzersiz 4. (Python) Quiz konular tara.

Egzersiz 5. Ispatla: Projeksiyon A € {0, 1}. (ipucu: P? = P — \? = \.) Ders 25 (simetrik) habercisi.
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31 Quiz 2 Incelemesi

31.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 25: Simetrik Matrisler ve Pozitif Tanimhilik

« Spektral teorem: simetrik — gercel A + ortogonal 6zvektor; A = QAQT.
* Pozitif tanim: \ > 0, pivot > 0.
* Kovaryans, Gram, kernel — hepsi simetrik.

Ders 25 oncesi

» Egzersiz 5.
* Ders 14-24 + bu tekrar gdzden gecir.

31.14 Sinav Formiilleri (Cheat Sheet)

Soru tipi Anahtar Strang’da
Projeksiyon P P =aal /aTa; \ € {0,1} 4m35
A = 1 ozvektorii a(Pa=a) 6m39
P? = P fark denk. Ik adimdan sonra sabit 9m22
Least squares ATAx = AT 15m01
T
Gram-Schmidt B =a, — 323, 21ml14
141
det/trace IIA XA 24m38
Recurrence D,=D, —D,_, 28ml4
Al =1 Periyodik 35m58
Trace kontrolii Bedava dogrulama 44m17

31.15 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

P € {0,1} — Hat matrix, regresyon.

LS = projeksiyon — Lineer regresyon iki resim.
GS/QR — Kararli regresyon, ortogonal baglatma.
det/trace = [I\ /> )\ — Log-det, iz regularization.
|A| = RNN/SSM Kkararlilik.

Trace kontrolii — Sanity-check disiplini.

Uc boliim — SVD (Ders 29) birlesim.

NNk wN =
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31.15 ML Baglantlar: Ozeti

! Tek bir sey alip gideceksen

Ug ayak birbirine bagli: projeksiyon {0, 1}, det = T\, trace = 2\,
bedava sigorta.

A| dinamik kader. Trace kontrolii
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32 Simetrik Matrisler ve Pozitif Tanimlilik

Spektral teorem — A = QAQT, gercel X, ortogonal q

1 Boliim bilgisi

» Strang’in videosu: YouTube — Lecture 25: Symmetric Matrices and Positive Definiteness (=44
dk)

¢ OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 25

* Okuma siiresi: =40 dk

32.1 Bu Derste Ne Var?

Matrislerin en saglam sinifi: simetrik (4 = AT).

1ki gercek: 6zdegerler gercel, 6zvektorler dik.

Spektral teorem: A = QAQ” (Q ortogonal, A gercel kdsegen).
Spektral ayrigim: A = >~ \,q,q).

Pozitif tanim: tim A > 0 <= tiim pivot > 0 <= tiim sol-iist alt-det > 0.

bl

“The eigenvalues are real and the eigenvectors are perpendicular.” — Strang, 1:09

@ Builder Notu — Simetrik = ML’in Saglam Zemini

* Spektral teorem — PCA: kovaryans simetrik — gercel + ortogonal — ana bilesenler.
¢ Pozitif tanim — kovaryans, kernel (Gram), Hessian (konveks optimizasyon).
Cholesky (A = LLT) sadece pozitif tanim icin — Gaussian ornekleme, GP regresyon.
* Pivot-6zdeger isaret esitligi — Hessian’da saddle point teshisi (Sylvester inertia).

32.2 iki Ana Gergek

1. Ozdegerler gercel.
2. Ozvektorler dik (ortonormal secilebilir).

Farkli 6zdegerlerde otomatik dik; tekrarli 6zdegerde 6zuzaydan dik baz segilir. Simetrik matris asla degene-
rate olmaz — her zaman tam 6zvektor seti.
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https://www.youtube.com/watch?v=UCc9q_cAhho
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32 Simetrik Matrisler ve Pozitif Tanumlilik

{v Gercel A A=QAQT PCA
Ortogonal q; =2 Nqiqi’ (kovaryans)
Ai>0
Simetrik A = AT & pivot > 0
< sol-lst alt-det > 0

Cholesky
A=LLT

Pozitif tanim

Hessian > 0
= yerel min

Sekil 32.1: Simetrik — A = QAQT (spektral teorem). Pozitif tanim — A, pivot, alt-det > 0; PCA, Cholesky,
Hessian.

32.3 Spektral Teorem — A = QAQT

Genel A = SAS~’de S = @ (ortogonal):

A=QAQT, QTQ=1 Q'=q"

Simetri acik: (QAQT)T = QATQT = QAQT = A.

32.4 Gercel Ozdeger ispati
Ax = Ax. Eglenik + transpoze:

T AT — 3TN
Simetri (AT = A):

xTA=x")\

Ik denklemi x” ile, ikinciyi x ile carp — sol taraflar ayni:
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32.5 Spektral Ayrisim

MxTx = AxTx
x'x =3 |z;/2 >0 - A=\ - gercel.
Kompleks “iyi” matris: AT = A (Hermitian). Gergel durumda = simetrik.
32.5 Spektral Ayrisim

A = QAQT"yi kolon x satir:

A=) Naqf

Her qiq? = dik projeksiyon matrisi (birim vektor, qiTqi =1-P2=P).

“Every symmetric matrix is a combination of mutually perpendicular projection matrices.” —
Strang, 27:57

Builder Notu: Bu ayrisim PCA’nin 6zii — veri = ana bilesen projeksiyonlarinin agirlikli toplami, agirliklar =
varyanslar (6zdegerler).

32.6 Pivot isareti = Ozdeger isareti

Sylvester’s law of inertia:

#{pozitif pivot} = #{pozitif 6zdeger}

50x50 matris i¢in 50 6zdeger hesaplamak pahali ve kararsiz; pivotlar hizli ve kararl1.
Kusatma: A — 71 nin pivotlart — kag 6zdeger 7’nin istiinde.

Builder Notu: Hessian’da saddle point ucuz teshisi — LDLT kosegen isaretleri.

32.7 Pozitif Tanim — Tanim ve Testler

Tamm: simetrik + tim A > 0.

Esdeger testler:
Test Kosul
Ozdegerler hepsi > 0
Pivotlar hepsi > 0

Sol-iist alt-determinantlar hepsi > 0
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32 Simetrik Matrisler ve Pozitif Tanumlilik
32.8 Ornek — A =((2, 1), (1, 2))

Simetrik v'. Pivot 2, ikinci pivot 3/2 (det = 3). A = 1, 3. Sol-iist alt-det: 2, 3. Pozitif tanimh v".

-1 3

Karsi-ornek: ( 3 9

) —sol-list 1 x 1 = —1 < 0 — pozitif taniml1 degil (biiyiik det olsa bile).

“This fails the test because that minus one is negative.” — Strang, 42:12

Determinant tek basina yetmez — TUM alt-determinantlar gerekir.

O0zdegerler: [1. 3.]
sol-ust alt-det 1x1: 2.0
sol-list alt-det 2x2: 2.9999999999999996
pozitif tanimli mi? True
L (Cholesky):
[[1.41421356 O. ]
[0.70710678 1.22474487]]
L LT = A? True

32.9 Kursun Birlestigi Nokta

Uc ana arac simetrik matriste bulusur:

¢ Pivotlar (Ders 2 — elimination)
¢ Determinantlar (Ch 5)
. Ozdegerler (Ch 6)

Simetrik (6zellikle PD) matriste her birinin isareti digerlerini sdyler. SVD (Ders 29) bunu nxn simetrik-
olmayana genellestirecek.

32.10 Bu Dersin Ozeti

Simetrik: gercel A + dik q.

A= QAQT.

Gercel 6zdeger ispati (eslenik + simetri).
Spektral ayrisgim = >~ \.q,q’ .

Pivot isareti = 6zdeger isareti.

Pozitif tanim iic esdeger test.
Determinant tek bagina yetmez.

Nk wD -

I Tek bir ciimle

Simetrik matrisler gercel 6zdeger + ortogonal dzvektor garantiler (A = QAQT); pozitif tamml
olanlarda tiim A, pivot, sol-iist alt-det > 0 — PCA, Cholesky, Hessian, kernel methods’un saglam temeli.
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32.11 Kontrol Sorulart

32.11 Kontrol Sorulari

1 Soru I: A = ((2,1),(1,2)) pozitif tanimli m1?

Pivot 2,3/2>0. A = 1,3 > 0. Alt-det 2,3 > 0. v PD.

1 Soru2: A=4q,q,T +q,q,T = A, det?

A =4,1. det = 4. trace = 5.

1 Soru 3: 50x50 simetrik, 30 + pivot, 20 -. Ka¢ + A? PD mi?

30 +, 20 -. PD degil (negatif A var).

i Soru 4: PCA ve Cholesky simetrik/PD ile.

PCA: kovaryans simetrik » A = QAQ7, @ ana bilesenler, A varyanslar.
Cholesky (A = LL") sadece PD i¢in — Gaussian 6rnekleme x = Lz, GP regresyonu, lineer sistem
¢cOzumil.

32.12 Egzersizler

Egzersiz1. A = (1 9

2 1) PD dogrula (pivot + A + alt-det).

Egzersiz 2. Spektral ayristmdan A, det.
Egzersiz 3. Pivot isaret sayimiyla 6zdeger sayisi.
Egzersiz 4. (Python) eigvalsh, cholesky, alt-det.

Egzersiz 5. Ispatla: Simetrik + farkli 6zdegerler — 6zvektorler dik. (Ipucu: x© Ay’yi iki yoldan hesapla.)

32.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 26: Kompleks Matrisler ve FFT

e Hermitian, iiniter.
* Fourier matrisi F,, FFT O(nlogn).

Ders 26 Oncesi

» Egzersiz 5 (ortogonal 6zvektor ispati).
* eigvalsh ile simetrik matris dene.
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32 Simetrik Matrisler ve Pozitif Tanumlilik

32.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Strang’da
Simetrik A=AT 0m30
iki gercek Gergel A + dik q 1m09
Spektral teorem A =QAQT 8m08
Spektral ayrisim S Na;97 27m57
Gercel ispat1 x'x >0 12m29
Hermitian AT = A 24m20
Pivot—A isareti Sylvester inertia 32m58
Pozitif tanim A > 0 <= pivot > 0 <= 36m20
alt-det > 0

32.15 ML Baglantilan Ozeti

@ 7 koprii

PCA = spektral teorem — Kovaryans — ana bilesenler.
Pozitif tanim = konveks optim — Hessian PD = yerel min.
Cholesky A = LL" — Gaussian drnekleme, GP regresyon.
Kernel matrisler PD — Kernel PCA, spektral clustering, GP.
Pivot isaret testi — Saddle point teshisi (LDLT inertia).
Hermitian / iiniter — Kuantum, kompleks aglar, FFT.
Stable training — Simetrik kisitlar; degenerate olmaz.

NNk wN =

I Tek bir sey alip gideceksen

Simetrik — gercel A + dik q; A = QAQT (spektral). PD: tiim A > 0 (= pivot > 0 = sol-iist alt-det > 0).
PCA, Cholesky, Hessian, kernel — ML’in saglam zemini.
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33 Kompleks Matrisler ve FFT

Hermitian, unitary, Fourier matrisi — n log n hizlandirma

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 26: Complex Matrices; FFT (=48 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 26
* Okuma siiresi: =40 dk

33.1 Bu Derste Ne Var?

1. Kompleks uzunluk: 2z (zH = iT).

2. Hermitian (A" = A) — simetri kompleks karsilig1; unitary (Q Q = I) — ortogonal kompleks
kargilig1.

3. Fourier matrisi F,: (F,) ;. = W* W = 2™i/n,

4. FFT: n? yerine %nlog2 n.

“FFT multiplies by an nxn matrix in one half n log n steps.” — Strang, 45:07

Hermitian: AH = A

(gercel A, dik q)
Kompleks vektor/matris
. . Konvoliisyon hizlandirma
. Fourier matrisi F, FFT n? — % nlogz n 3
Unitary: Q"Q = | s > Unitary RNN
(F)je = Wik F2, = [1D; I -D][F, 0; O F,]P (~200x n=1024) )
Fourier features

ekil 33.1: Kompleks — Hermitian/unitary — Fourier — FFT (n> — n log n).
P y 2

@ Builder Notu — FFT ML in Sessiz Devi

 Konvoliisyon teoremi — biiyiik ¢ekirdek konvoliisyon FFT ile O(nlogn); WaveNet, FNO,
diffusion.

¢ Unitary RNN / ortogonal baglatma — |\| = 1 — gradyan ne patlar ne soner.

* Fourier features — NeRF positional encoding, FNO PDE coziiciiler.

* Divide-and-conquer deseni — Strassen, FlashAttention bloklama.
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https://www.youtube.com/watch?v=M0Sa8fLOajA
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/lecture-26-complex-matrices-fast-fourier-transform-fft/

33 Kompleks Matrisler ve FFT
33.2 KmnpbksUzwﬂuk——sz

2z yanlis: z = (1,4) = 1 + 42 = 0 (sagma).

Dogrusu:

iz =22+ = Z|ZZ\2 >0

z=(1,i) > 1+ 1 = 2, uzunluk V2.

33.3 Hermitian Matris — A7 = A

(2 3+i
A_<3—i 5)

» Kosegen gercel.
» Kosegen-disi eslenik ciftler.

Spektral teorem aynen: gercel 6zdeger + dik dzvektor.

33.4 Unitary Matris — Q7 Q = I

Ortogonalin kompleks karsiligr. Q% = Q.

33.5 Fourier Matrisi I,

(Fo) = Wk, W =emin wnr=1

F, ornegi (W = 1):

— =
~
|
—
|
~

F4 =
[[ 1.+0.] 1.+0.j 1.+0.j 1.+0.7j]
[ 1.+0.5 ©.+1.j -1.40.j -0.-1.7]
[ 1.+0.j -1.+0.j 1.-0.j -1.+0.7]
[ 1.40.§ -0.-1.j -1.4+8.j ©.+1.3]]

F4&" F4 / n =
[[ 1.40.] -0.4+0.] ©.+0.] ©0.+0.7]
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[-0.-0.7 1.+0.j -0.+0.j ©0.+0.7]
[ 0.-0.j -0.-0.] 1.+0.j -0.+0.7]
[ 8.-0.7 ©.-0.j -0.-0.7 1.+0.3]]

33.6 Ters Matris

Kolonlar /7 uzunlugunda, Hermitian i¢ carpimda dik — \/Lﬁ », unitary:
_ 1
F, n 1= EF 71;{

Ters doniisiim bedava.

33.7 FFT Fikri — F,,, ile F),

(Wy,)2 =W, — F,, iki F, e ayristinlabilir:

I D\ (F, 0
r=(y 5) (5 £)r

» P:cift-tek ayirma permiitasyonu.
* Orta: iki bagimsiz F, (kdsegen blok).
o D =diag(1, W, W2 ... Wn 1) _ diizeltme.

Ozyinelemeli: her F, tekrar ikiye bol — 1-noktaya iner.
2 1

33.8 n” — snlog,n

log, 2 adim, her birinde ~ n/2 ¢arpma:

1
FFT maliyeti = in log, n

n Naif (n?) FFT

1024 ~ 106 5,120
Oran — ~200x

33.6 Ters Matris

“We’ve reduced the calculation by a factor of 200 just by factoring the matrix properly.” —

Strang, 46:25
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33 Kompleks Matrisler ve FFT

33.9 Bu Dersin Ozeti

1. 28z =" |z)%
2. Hermitian i¢ carpim y’x.
3. Hermitian A7 = A — gercel kosegen + eslenik ciftler.
4. Unitary Q7 Q = I.
5. F,: (Fn)jk = Wik,
— 1
6. Fn 1 - EFHH
7. FFT ayristirmasi.
8. %nlog2 .

I Tek bir ciimle

Kompleks diinyada “transpoze + eslenik” (Hermitian); Fourier matrisi ), kolonlar1 unitary; FFT
Fy, = [I D/I — DI[F,, /F,]P zyinelemesi n*"den 3n log, n’e iner — modern hesaplamanin temel
hizlandirmasi.

33.10 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: z = (1, i) uzunlugu? z'z neden yanls?

2"z =1—1 = 0 (yanhs). 2"z = 2, uzunluk v/2.

1 Soru 2: Hermitian matrisin kosegeninde ne tiir sayilar?

Gercel — kendi eslenigine esit olmali.

1 Soru3:F ,'te W kuvvetleri?

W = 4. Kuvvetler: 7, —1, —, 1. Birim cember ceyrek turlari.

1 Soru 4: n = 1024 FFT vs naif?

FFT: 5120. Naif: ~ 105. Oran ~200x.

33.11 Egzersizler

Egzersiz 1.z = (2,1 + 4, ) uzunluk.
Egzersiz 2. A = ((1,2 — i), (2 4 4,3)) Hermitian mi?
Egzersiz 3. I, (W = —1) yaz. (Hadamard.)

Egzersiz 4. (Python) np. fft.fft ile carpim kargilagtir.
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33.12 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 5. [spatla: Unitary (Q uzunluk korur (||Qz| = ||z|)). (ipucu: 2 Q¥ Qz.)

33.12 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 27: Pozitif Tanimh Matrisler ve Minimumlar

« Enerji testi: x” Ax > 0.
* Optimizasyon, eliptik geometri.

Ders 27 oncesi

* Egzersiz 5 (uzunluk koruma).
e fftile dene.

33.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim

Kompleks uzunluk ~ z7z =" |2,|?
Hermitian ic carpim  y/x

Hermitian matris A = A, gercel kbsegen
Unitary QUIQ=1,Q7'=Q"
Fourier matrisi (F) =Wk wn =1
E,W ?

Ters Fl= %Ff

FFT ayrisim I D/I — D][F,/F,|P
Maliyet %n log, n

33.14 ML Baglantilan Ozeti

" kopri

. FFT = konvoliisyon hizlandirma — WaveNet, FNO, diffusion.

. Fourier features — NeRF positional encoding, FNO.

. Unitary RNN / ortogonal baglatma — Gradyan kararlilig1.

. Kompleks-degerli aglar — MRI, radar, ses; Wirtinger calculus.

. Divide-and-conquer — Strassen matris ¢arpimi, FlashAttention bloklama.

N B~ W N =

! Tek bir sey alip gideceksen

“Transpoze + eslenik” (Hermitian) — kompleks diinyanin kurali. FFT n? — %n log, n — modern
hesaplamanin temel hizlandirmasi.
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34 Pozitif Tanimhi Matrisler ve Minimumlar

xTAx > 0 — enerji, Hessian, ellipsoid

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Lecture 27: Positive Definite Matrices and Minima (=50 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 27
* Okuma siiresi: =40 dk

34.1 Bu Derste Ne Var?

Dort esdeger test: 2. > 0, alt-det > 0, pivot > 0, x© Ax > 0.
Kuadratik form — canak vs eyer.

Kareye tamamlama = eliminasyon.

Hessian PD — minimum,; ellipsoid = ana eksen teoremi.

L=

“Positive for a number translates into positive definite for a matrix.” — Strang, 26:29

Pozitif Tanim

——  pivot>0 Kareye tamamlama
= eliminasyon
alt-det > 0
Hessian PD -
— > . Konveks optimizasyon
= yerel min

Kuadratik form

xTAx > 0
canak vs eyer

Ellipsoid
(eksen = g, uzunluk o« 1//A)

PCA / Mahalanobis

Sekil 34.1: PD’nin dort testi — minimum/eyer ayrim1 — Hessian — konveks optimizasyon.
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https://www.youtube.com/watch?v=vF7eyJ2g3kU
https://ocw.mit.edu/courses/18-06sc-linear-algebra-fall-2011/resources/lecture-27-positive-definite-matrices-and-minima/

34 Pozitif Tanumlt Matrisler ve Minimumlar

@ Builder Notu — Optimizasyon Kalbi

+ x" Ax = enerji = loss. Min <= Hessian PD.

* Eyer noktalari (negatif \) = derin 6grenmenin gercek diismani (gradyan = 0 ama min degil).
+ Kareye tamamlama = Cholesky (A = LL™).

* Ellipsoid = Mahalanobis konturu = PCA yonleri.

34.2 Dort Esdeger Test

Test Kosul
Ozdegerler hepsi > 0

Sol-iist alt-det hepsi > 0
Pivotlar hepsi > 0

Enerji xTAx > 0Vx # 0

34.3 Kuadratik Form

a b
A= (b C).
xT Ax = ax? + 2bzy + cy?

Siiflar:

e det > 0, a > 0 — canak (minimum) — PD.
e det = 0 — yari-tanim (A = O var).
e det < 0 — eyer (negatif \).

34.4 Uc Ornek

Ornek1 — A = (6 18

26 ) (yari-tamim): det = 0; A = 0, 20.

Ornek 2 — <2 S) (eyer): det=—22 < 0.x=(1,—-1) »52—-1247=-3<0.
. 2 6 . pn
Ornek 3 — 6 20 (PD): det =4 > 0; A ikisi pozitif; pivot 2, 2.
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34.5 Kareye Tamamlama = Eliminasyon

34.5 Kareye Tamamlama = Eliminasyon

222 + 12xy + 20y? = 2(z + 3y)? + 22

Pivotlar (2, 2) karelerin diginda; multiplier (3) iceride.
“Completing the square is elimination. The pivots outside, the multiplier inside.” — Strang, 33:05

Pozitif pivot — karelerin pozitif toplam1 — her yerde pozitif.

34.6 Hessian ve Minimum

Cok degiskende minimum:

* Gradyan = 0 (kritik nokta).
* Hessian PD (egrilik her yonde yukari).

foy Ty
Calculus testi [, fy, — gy > 0 =2x2 det.

Builder Notu: Deep learning’de Hessian cogunlukla PD degil (eyer her yerde). SGD giiriiltiisii + momentum
+ Adam eyerden kacar.

34.7 Strang’in 3x3 Favori

2 —1 0
A=]-1 2 -1
0 —1 2
Alt-det: 2, 3, 4. Pivot: 2,3/2,4/3. %: 2 —1/2,2,2 + /2. PD.

O0zdegerler: [0.58578644 2. 3.41421356]
alt-det 1x1: 2.0

alt-det 2x2: 2.9999999999999996

alt-det 3x3: 4.0

Cholesky L:
[[ 1.41421356 0. Q. ]
[-0.70710678 1.22474487 0. ]
[ e. -0.81649658 1.15470054]]
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34 Pozitif Tanumlt Matrisler ve Minimumlar

34.8 Geometri — Ellipsoid

x?' Ax = 1 — 2x2 elips, 3x3 ellipsoid.

Ana eksen teoremi (4 = QAQT):

 Yonler: 6zvektorler (Q)).
* Uzunluklar: oc 1/4/);.

Biiyiik A — kisa eksen.

Builder Notu: Mahalanobis uzakligi x” ¥~ x — sabit kontur = ellipsoid; eksenler kovaryansin 6zvektorleri
= PCA yonleri.

34.9 Bu Dersin Ozeti

4 esdeger test (yeni: enerji x’ Ax).
Kuadratik form: canak/eyer.

Yari-tanim (det = 0), indefinite (det < 0).
Kareye tamamlama = eliminasyon.
Minimum: gradyan = 0 + Hessian PD.
Geometri: ellipsoid + ana eksen.

AN o e

I Tek bir ciimle

PD = tiim 6zdeger/pivot/alt-det > 0 = x” Ax > 0. Minimum testi: gradyan = 0 + Hessian PD. Geometri:
xT Ax = 1 ellipsoidi, eksenler = q, uzunluk o 1/ v/A. Konveks optimizasyon, Mahalanobis, PCA
temeli.

34.10 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: 4 esdeger test?

A > 0, alt-det > 0, pivot > 0, x” Ax > 0. Biri saglamirsa hepsi.

i Soru 2: ((2,6),(6,18)) niye yari-tanim?

det=0 — A =0, 20.x7 Ax > 0 (stfir olabilir).

1 Soru 3: Kareye tamamlama niye pozitiflik ispat1?

Kareler > 0. Pivot katsayilar1 > 0 ise toplam > 0 (orijin haric).
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34.11 Egzersizler

1 Soru 4: nD minimum testi?

Gradyan = 0 + Hessian PD (1D’deki f” > 0 genellemesi).

1 Soru 5: Ellipsoid eksenleri.

Yon = 6zvektor, uzunluk o< 1/ v/ (ana eksen teoremi A = QAQT).

34.11 Egzersizler

Egzersiz 1. A = diag(3,5) PD mi? x” Ax.

Egzersiz 2. ((1,2),(2,1)) PD mi? (det + enerji)

Egzersiz 3. Hangi c i¢in ((1,2), (2,¢)) PD?

Egzersiz 4. (Python) eigvalsh + Cholesky + alt-det.
Egzersiz 5. Ispatla: APD — A~! PD. (ipucu: 6zdeger 1/)\.)

34.12 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 28: Benzer Matrisler ve Jordan Formu

* Benzer: B = M~ AM (aym 6zdeger).
* Jordan formu — diagonalize edilemeyen matrisler.

Ders 28 oncesi

» Egzersiz 5 (A~! PD).
* cholesky ile dene.

34.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim

PD (4 test) A >0 < alt-det > 0 <= pivot > 0 <=
x'Ax > 0

Kuadratik form ax? 4 2bxy + cy?

Yari-tamim xTAx >0

Indefinite det < 0, eyer

Kareye tamamlama = eliminasyon

Min testi gradyan = 0 + Hessian PD

Hessian simetrik S zy — Jyz
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34 Pozitif Tanumlt Matrisler ve Minimumlar

Kavram Tanim
2D Calculus Soalyy — gy >0
Geometri Ellipsoid; eksen = g, uzunluk o< 1/v/A

34.14 ML Baglantilan Ozeti

@ 5 Kkoprii

Konveks optim = Hessian PD — Lineer/lojistik reg, SVM garantili min.
Eyer noktalar1 — DL’in gercek diismana.

Mahalanobis — Gaussian sekli, PCA yonleri.

Cholesky — Gaussian 6rnekleme, GP regresyon.

Newton, K-FAC — ikinci-mertebe optim (PD olmazsa damping).

A

I Tek bir sey alip gideceksen

PD = x” Ax > 0 + 3 esdeger test. Min = gradyan + Hessian PD. Ellipsoid eksenleri = 6zvektor (PCA).
Konveks optim, Cholesky, Mahalanobis ortak temeli.
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35 Benzer Matrisler ve Jordan Formu

B = M AM — aym 6zdeger ailesi

1 Boliim bilgisi
* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 28: Similar Matrices and Jordan Form (=46 dk)

* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 28
¢ Okuma siiresi: =38 dk

35.1 Bu Derste Ne Var?

AT A pozitif (yari-)tanim — least squares kalbi.

Benzer: B = M~ AM, aym 6zdeger.

Diagonalize = benzerlik: A ~ A.

Jordan formu — defective matrisler i¢in en yakin kdsegen.

e

“Similar matrices have the same eigenvalues.” — Strang, 20:31

ATA= 0
(bagimsiz kolon — PD)

Least squares

J’@

ayni A
ozvektor M-'x

B=MIAM ——»

\»{ Defective — Jordan formu  —— A Sayisal kinlgan }—v Pratik — SVD (Ders 29)

Sekil 35.1: ATA - least squares; benzerlik aileleri; defective — Jordan; pratik — SVD.

@ Builder Notu — Defective = Kirilgan

+ AT A = Gram matrisi her yerde: kernel, kovaryans, normal denklemler, QKT benzeri.
* Benzerlik = baz degisimi; 6zdegerler baz-bagimsiz (dinamik sistem icsel 6zellikleri).

e Tekrarh A + Jordan — polinom X lstel ¢oziimler (rezonans).

» Jordan sayisal kotii — en ufak pertiirbasyon yapiy1 bozar; pratik = SVD her matris i¢in kararli.
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35 Benzer Matrisler ve Jordan Formu

35.2 ATA Pozitif Tanim
Enerji testi:

xTAT Ax = (Ax)T (Ax) = |Ax|?> >0

Tam PD <= A kolonlar1 bagimsiz (N (A) = {0}). Least squares matemaginin temeli.

35.3 Pozitif Tanim Ek Gercekler

« ATLPD (1/)\ > 0).
» A + B PD (enerji toplanr).

35.4 Benzer Matris

B=M"1AM

Bu 6zel kombinasyonu zaten biliyoruz — diagonalize S~ AS = A.
Kosegenlestirme = benzerlik: A ~ A.
35.5 Ayni Ozdeger ispati

Ax = Mx = M TAM (M~ 'x) = A\(M'x).

A aymi; 6zvektor M~ 'x.

35.6 Aile Ornegi — Ozdeger 3, 1

A=((2,1),(1,2)), A = diag(3,1). Rastgele M — B = M~ AM — iz 4, det 3, 6zdeger 3, 1.
Sonsuz matris bu ailede; en sade iiye A.

A Ozdeger: [3. 1.]

B 6zdeger: [3. 1.]

trace(A) = 4.0 , trace(B) = 4.0
det(A) = 2.9999999999999996 , det(B) = 3.0000000000000004
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35.7 Tekrarli Ozdeger — Iki Aile

35.7 Tekrarli Ozdeger — iki Aile

A = 4,4 i¢in iki ayn aile:
Aile 1 — yalmiz iiye: 41. M—*(41)M = 41 her M igin.

Aile 2 — biiyiik aile: (g i) ve dzdeger 4, 4 olan tiim defective matrisler. Tek 6zvektor — diagonalize

edilemez.

35.8 Jordan Formu

Defective ailenin en giizel iiyesi (kdsegen degil, kdsegene en yakin):

4 1
7= (0 )
Jordan blogu: kosegende tekrarli A, iistte 1, tek 6zvektor.

“For every missing eigenvector, we put a one above the diagonal.” — Strang, 39:31

35.9 Jordan Teoremi

Her kare matris bir Jordan matrisine benzerdir.
Blok sayis1 = bagimsiz 6zvektor sayisi.

o Iyi durum (distinct ): her blok 1 x 1 — J = A.
» Kotii durum (tekrarlt + eksik): Jordan bloklartyla “tamamlanir”.

“I'm not that crazy about the Jordan form. But I'm very positive about the singular value
decomposition.” — Strang, 45:28

Builder Notu: Jordan sayisal kirllgan — en ufak pertiirbasyon 6zdeger ayirir, rank degisir. Pratik araclar
SVD veya Schur ayrigimi.

35.10 Bu Dersin Ozeti

AT A PSD; bagimsiz kolon — PD.

A"'PD, A+ BPD.

B = M~!AM benzer.

Aym ozdeger, 6zvektor M~ 'x.

Diagonalize = benzerlik.

Tekrarh A — iki aile (c] yalnz; defective biiyiik aile).
Jordan formu = kosegene en yakin.

Nownk Wb~
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35 Benzer Matrisler ve Jordan Formu

8. Jordan teoremi; blok = 6zvektor sayisi.
9. Sayisal kirillgan — SVD tercih.

I Tek bir ciimle

Benzer matrisler aym 6zdeger ailesi; en sade iiye A (diagonalize edilebilirse) ya da Jordan formu
(defective). Jordan kirilgan — pratik SVD (Ders 29).

35.11 Kontrol Sorulari

i Soru 1: ATA PSD ispati.

xT AT Ax = | Ax||* > 0. Sifir ancak Ax = 0.

1 Soru 2: ATA tam PD ne zaman?

A kolonlar1 bagimsiz (N (A) = {0}).

1 Soru 3: Benzer matrislerin ortak ve farkli dzellikleri?

Ortak: 6zdegerler, trace, det. Farkh: 6zvektorler (x — M ~1x), giris degerleri.

1 Soru 4: 41 niye tek aile?

M~Y(4I)M = 41 her M igin.

1 Soru 5: Aym X\ + aym 6zvektdr sayist — benzer mi?

Hayir. 4x4 6rnek: 3 + 1 blok vs 2 4 2 blok, ikisi de 2 6zvektdr ama benzer degil. Blok yapis1 eslesmeli.

35.12 Egzersizler

Egzersiz 1. A = ((2,1),(1,2)) PD. A~! PD mi?

Egzersiz 2. ((5,1), (—1, 3)) Jordan formu? Diagonalize edilebilir mi?
Egzersiz 3. 3x3 L =5, 5, 5, 1 6zvektor — Jordan formu?

Egzersiz 4. (Python) Benzer matris ispati.

Egzersiz 5. Ispatla: Benzer matrisler aym karakteristik polinom. (det(B — A\I) = det(M ') det(A —
M) det(M).)
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35.13 Sonraki Ders Icin Hazirlik

35.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 29: Tekil Deger Ayrisimi (SVD) — kursun gercek dorugu. A = UX V7T her matris icin (kare/dikdértgen,
simetrik/degil). LoRA, PCA, boyut indirme, Oneri.

Ders 29 oOncesi

» Egzersiz 5 (karakteristik polinom).

35.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim

A7l PD A—1/)

A+ BPD Enerji toplanir

AT APSD | Ax|? > 0; bagimsiz kolon — PD
Benzer B=M"1AM

Aym A Ozvektor M~ 1x

Diagonalize STTAS =N, A~ A

Jordan blogu A kosegen, 1 iist, tek 6zvektor

Jordan teoremi Her A bir Jye benzer; #blok = #6zvektor
Iyi durum Distinct — J = A

35.15 ML Baglantilar Ozeti

@5 koprii

AT A = Gram — Kernel, kovaryans, normal denklemler, attention.
Benzerlik = baz degisimi — Ozdeger baz-bagimsiz invariant.
Jordan kirillgan — SVD — Pratik araclar SVD/Schur.

Tekrarh A — polinom x iistel > Rezonans, RNN/dinamik.
Defective Hessian — optim giicliikleri.

M

! Tek bir sey alip gideceksen

Benzer matrisler = ayn1 6zdeger ailesi; en sade A ya da Jordan formu (defective). Pratikte SVD (Ders
29) — kararli, evrensel.
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36 Tekil Deger Ayrisimi (SVD)

Kursun dorugu — A = UXVT, LoRA/PCA’nin matematigi

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 29: Singular Value Decomposition (=40 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 29
* Okuma siiresi: =40 dk

36.1 Bu Derste Ne Var?

Kursun dorugu: her matrisin en iyi ayristmu — SVD. Jordan formu kirillgandi; SVD her matris icin
kararh.

A =UXVT — iki ortogonal x kosegen.

Geometri: satir uzayinda ortonormal v’ler — kolon uzayinda ortonormal u’lar; Av, = o;u,.
Hesap: V = AT A 6zvektorleri, U = AAT 6zvektorleri, o = V.

Dort temel alt-uzay icin dogru ortonormal bazlar.

R

“This is the final and best factorization of a matrix.” — Strang, 0:27

@ Builder Notu — SVD = MLin Tek En Onemli Araci

* LoRA = AW = BA, diisiik-rank giincelleme; dogrudan SVD/Eckart-Young.

e PCA = veri matrisinin SVD’si; ¢ varyans, V' ana bilesen.

* Truncated SVD = en iyi rank-k yaklagim (Eckart-Young) — goriintii/LLSA sikigtirma, oneri
sistemleri.

* Pseudoinverse A* = VEXTU” (Ders 33).

* Condition number o, /0, = sayisal kararlilik.

* Spectral normalization = o, sinir1; GAN/Lipschitz.

36.2 SVD— A =UXV7T

* U (m x m) ortogonal.
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https://www.youtube.com/watch?v=TX_vooSnhm8
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36 Tekil Deger Ayrisimu (SVD)

Avi = oiui

V = ozvektor(ATA)

U = ozvektor(AAT)
/ oc=J/A

% W A=UZVT

\ ¢+ Dort alt-uzaya

ortonormal baz

¥ LoRA
PCA
Truncated SVD
Pseudoinverse
Spectral norm

Sekil 36.1: SVD = kursun zirvesi: alt-uzay + ortogonallik + 6zdeger birlesimi — LoRA, PCA, pseudoinverse.
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* Y kosegen, 0; > 09 > -+ > 0 (tekil degerler).
* V (n x n) ortogonal.

36.3 Geometrik Hedef

Yeni: iki farkli ortogonal matris (U # V genelde). Kosegenlestirmede .S ortogonal degildi; SVD bunu kararl

yapar ve her matris icin caligir.

36.3 Geometrik Hedef

Satir uzaymnda ortonormal vy, ..., v, = kolon uzaymda ortonormal u, ...

o0,; = gerdirme faktorii.

36.4 Matris Diline — AV = UX

.

AV =UY = A=UXVT (V ortogonal)
36.5 U’lan Yok Etme — AT A = V2V 7T
ATA=vyTyuTu vt = vyt
I

Bu 6zdeger ayrisimi (QAQ” bicimi):

o V = AT A 6zvektorleri.

» 02 = AT A 6zdegerleri.
Ayni sekilde AAT = UX2UT,
36.6 Hesap Recetesi
Bilesen Kaynak
V AT A 6zvektorleri
U AAT szvektorleri (w; = Av, /o, tercih)
o A(ATA)

Isaret tuzag:: U’yu bagimsiz hesaplarsan isaret tutmayabilir. Giivenli: u, = Av,/o,.
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36 Tekil Deger Ayrisimu (SVD)

36.7 Ornek1 — A = (_43 g)

25 7
T A
ara=(7 )
Ozvektorler (1,1)/v/2, (1, —1)//2; 6zdegerler 32, 18.

1 1

AAT = diag(32,18) — U = I (gercekte u, = —e, isaret diizeltmesiyle).

[[-1. ©.]

[ 0. 1.1]
0 = [5.65685425 4.24264069]

VAR
[[-0.7071 -0.7071]
[-0.7071 ©.7071]]
UV - A= 1.4043333874306805e-15

36.8 Ornek 2 — Rank 1

A= (é 2) — her satir (4, 3) katu, rank 1.

AT A szdegerleri: 125,0 — 0, = /125, 05, = 0. Sifir-olmayan ¢ sayisi = rank.

36.9 SVD ve Do6rt Temel Alt-Uzay

Vektorler Ortonormal baz Boyut
Vi,es V, Satir uzay1 C'(AT) r
Voi1s o Vi Null uzay1 N (A) n—r
u,...,u, Kolon uzay1 C'(A) r
U g, U, Sol null N (AT) m—r

Ders 10°dan beri aranan dogru ortonormal bazlar. Hem ortonormal hem kdsegenlestiren.

“It’s exactly the right basis for the four fundamental subspaces.” — Strang, 39:36
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36.10 Simetrik PD — Ozel Durum

36.10 Simetrik PD — Ozel Durum

A simetrik PD —» A = QAQ7 ile SVD cakigir:

U=V=Q, S=A

36.11 Bu Dersin Ozeti

A = UXVT her matris icin.

Av, = o;u,.

V = dzvektor(AT A), U = zvektor(AAT), o = V.
Isaret tuzagi: u, = Av, /o,

AT Ave AAT aym ozdeger (02).

Dort alt-uzay icin ortonormal baz.

Simetrik PD: U =V = Q.

Nk wh =

I Tek bir ciimle

A = UXVT her matrisi “doniistiir — 6lcekle — doniistiir”” seklinde ayristirir; dort alt-uzaya dogru
ortonormal bazlar. LoORA, PCA, pseudoinverse, Eckart-Young, spectral norm — modern ML
omurgasl.

36.12 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Niye iki ortogonal matris?

Genel A igin 6zvektor matrisi ortogonal degil; satir uzay1 (V') ve kolon uzay1 (U) igin ayr1 bazlar.

1 Soru 2: V nasil bulunur?

V = AT A 6zvektorleri (AT A = VX2VT). Simetrik PSD — ortogonal 6zvektdr.

1 Soru 3: 0 ve M(ATA) iliskisi?

o, =N (ATA). AAT aym A’ya sahip.

1 Soru4: Rank 1 — kac 0?

Bir sifir-olmayan o. Sifir-olmayan o sayis1 = rank.
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36 Tekil Deger Ayrisimu (SVD)

1 Soru 5: Simetrik PD — SVD?

U=V =Q,% = A. Tek ortogonal matris.

36.13 Egzersizler

Egzersiz 1. A = diag(3,2) —» SVD?

Egzersiz 2. A = ((0,2),(0,0)) - AT A, o, rank.

Egzersiz 3. A 4x3 rank 2 — U, 3, V boyutlari, kag 0 = 0?
Egzersiz 4. (Python) np.linalg.svd + dort alt-uzay bazlart.

Egzersiz 5. Ispatla: En iyi rank-k yaklasim = en biiyiik & tekil degeri tutmak (Eckart-Young, kavramsal).
LoRA matematigi.

36.14 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 30: Lineer Doniisiimler ve Matrisleri

* Soyut lineer doniisim 7" : V' — W.
* Baz secimine bagl temsil.
* Tiirev, dondiirme, projeksiyon — hep lineer doniistim.

Ders 30 oncesi

* Egzersiz 5 (Eckart-Young).
* np.linalg.svd ile dene.

36.15 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamim

SVD A=UxVT

Temel iliski Av; = o;u;

1% AT A szvektorii

U AAT szvektorii; u; = Av, /o,
0 A(ATA)

Rank # nonzero o

Dort alt-uzay v satir+null, u kolon+sol-null
Simetrik PD U=V=Q,Xx=A
Condition number O max/ Tmin
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36.16 ML Baglantilar: Ozeti

36.16 ML Baglantilan Ozeti

@ 7 koprii

LoRA = AW = BA diisiik-rank.

PCA = SVD veri matrisi.

Eckart-Young = en iyi rank-k yaklagim.

Pseudoinverse A" = VX TUT.

Condition number = sayisal kararlilik.

Spectral norm = o, ; GAN/Lipschitz.

Truncated SVD — goriintii sikistirma, LSA, 6neri sistemleri.

Nk LW =

I Tek bir sey alip gideceksen

A = UXVT — kursun zirvesi. Dért alt-uzaya dogru ortonormal bazlar. LoORA, PCA, pseudoinverse,
Eckart-Young, spectral norm — modern ML omurgasi.

251






37 Lineer Donusumler ve Matrisleri

Matristen once gelen soyut fikir; baz se¢ince matris dogar

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Lecture 30: Linear Transformations and Their Matrices (=49 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 30
¢ Okuma siiresi: =38 dk

37.1 Bu Derste Ne Var?

Lineer déniigiim: 7'(cv 4+ dw) = ¢T'(v) + dT(w). T(0) = 0 zorunlu.
Ornekler: projeksiyon, rotasyon, tiirev (lineer); kaydirma, uzunluk (degil).
Matris bazdan dogar: girdi + ¢ikt1 baz1 se¢ — matris belirlenir.

Kurma kurali: A’nin . kolonu = 7'(v; ) nin ¢ikt1 bazindaki koordinatlari.

bl

“The way to understand linear transformations is to find the matrix that lies behind them.” —
Strang, 17:15

T(cv+dw) = cT(v)+dT(w)

" T(0)=0
Lineer doniisim T / Ozvektdr bazi — A=A
(koordinatsiz)
\> Girdi + cikt1 bazi se¢ SRS
’ i i. kolon = T(vi) cikt1 koord.
Linear layer
\ Jacobian
autodiff

baz degisim (Ders 31)

Sekil 37.1: Lineer doniisiim — baz se¢imi — matris. Iyi baz (6zvektdr) — kosegen A.

@ Builder Notu — Lineer Doniigiim ML'de

* Lineer katman y = Wx saf lineer; bias ekleyince affine (7°(0) = b # 0).
* Baz secimi = temsil (representation); 6zvektor — kdsegen — A*, et ucuz.

* Tiirev lineer — otomatik tiirev (autodiff), backprop zincir kural.
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https://www.youtube.com/watch?v=Ts3o2I8_Mxc
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37 Lineer Doniisiimler ve Matrisleri

» Jacobian = dogrusal-olmayan fonksiyonun yerel lineer doniisiim matrisi.

37.2 Lineer Déniisim Tanimi

T(ev+dw) = cT(v) 4+ dT(w)

Zorunlu: T(0) =0 (c = 3,v=0—-T(0) = 37(0)).

37.3 Ornekler ve Karsi-Ornekler

Doniisiim Lineer? Neden

Projeksiyon toplama/skala uyumlu
Rotasyon dondiir-topla = topla-dondiir
Tiirev (f+9) =f+4d

Kaydirma v — v + v,
Uzunluk v — ||v||

T0)=vy,#0
| = 2vll = 2|vl # —2|v]

374 T'(v) = Av

Her matris bir lineer doniigim: A(v +w) = Av + Aw V.

Hedef: Bir doniisiimii anlamak = arkasindaki matrisi bulmak. Koordinat (baz) se¢gmek lazim.

37.5 Baz Yeter

T"yi tam tamimak i¢in tiim vektorlerine ne yaptigini bilmek gerekmez. Bir baza ne yaptigini bilmek yeter:

V= Zcivi = T(v) = ZciT(vi)
Sonsuz girdi, sonlu (n) bilgiyle kodlanir.
37.6 iki Baz — Girdi + Cikt

T:R" — R™ i¢in:

* Girdibaz1v,,...,v,.

s Cikkibaziw,,...,w,,.

A - (girdi koord) = (¢1kt1 koord)
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37.7 Matris Kurma Kurali

37.7 Matris Kurma Kurali

A’nin 4. kolonu = T'(v;) nin ¢ikt1 bazindaki koordinatlart

Neden? Girdi koord (1,0, ...,0) = v; = T'(v;). A’nin 1. kolonu ¢iKar.

37.8 Projeksiyon — lyi Baz vs Standart Baz

45° dogrusuna projeksiyon.

fyi baz (6zvektor): v, dogru iistii, v, dik. T(v,) = v, T(v,) = 0:
1 0
A= (O 0) A

Standart baz: P = <0'5 05).

0.5 0.5

Ayni doniiglim, farkli baz — farkli matris.

“The eigenvector basis is the good basis — it leads to the diagonal matrix A.” — Strang, 37:27

37.9 Turev Lineer Donisumdur

Girdi: {1, z, 2%}; ¢ikt: {1,2}. T(p) = p’:

T(1) = 0 - kolon (0, 0).
T(x) =1 - kolon (1,0).
» T(z?) = 22 — kolon (0, 2).

010
A‘(ooz)

Dogrula: A(cy,cy,c3)T = (cy,2c5)T — tam tiirev v'.

“We compute derivatives exactly because we know it’s a linear transformation.” — Strang, 47:19

Bonus: Matris carpimi = doniisiim bileskesi; ters matris = ters doniigiim.
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37 Lineer Doniisiimler ve Matrisleri

37.10 Bu Dersin Ozeti

Kurma kuralx: i. kolon = T'(v;) ¢ikt1 koord.
Iyi baz — kosegen.
Tiirev lineer; matrisi acik.

1. Lineer doniisiim koordinatsiz; 7°(0) = 0.

2. Ornekler/karsi-ornekler (projeksiyon v, kaydirma x).
3. T'(v) = Av.

4. Baz yeter (n bilgi).

5. 1ki baz sec.

6.

7.

8.

! Tek bir ciimle

Lineer doniisiim matristen nce gelir; baz segince matris dogar (. kolon = T'(v, ) ¢cikt1 koord). Ozvektor
bazi en sade matrisi (A) verir; tiirev de bir lineer doniigim — bu autodiff’in temelidir.

37.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Lineer degil testi?

T'(0) = 0 m1? Kaydirma ihlal eder.

1 Soru 2: Uzunluk niye lineer degil?

| — 2v| = 2|v|| # —2||v| (skala kural1).

1 Soru 3: Tam tamim icin ne kadar bilgi?

Bir baza ne yaptig1 (T'(v;), ..., T'(v,,)).

Soru 4: Matris kurma kural1?

i. kolon = T'(v, ) nin ¢ikti bazindaki koordinatlari.

1 Soru 5: Aym projeksiyon iki farkli matris?

Baz farkli. Ozvektor bazi — A; standart baz — P.

37.12 Egzersizler

Egzersiz 1. T'(z, y) = (x, —y) standart matrisi? Lineer mi?
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37.13 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 2. T'(x,y) = (z + 1,y) lineer mi?
Egzersiz 3. ikinci tiirev matrisi {1, z, 22} — {1, z, 2%} bazinda.
Egzersiz 4. (Python) Matris ¢arpimi = bilegke.

Egzersiz 5. Ispatla: Iki lineer doniisiimiin bileskesi lineer; matrisi carpimdir.

37.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 31: Baz Degisimi ve Goriintii Sikistirma

* Aymi doniisiim farkl1 bazlarda — benzer matrisler (B = Mt AM).
* JPEG / wavelet sikistirma = iyi baza gec + kiiciik katsayilart at.

Ders 31 oncesi

» Egzersiz 5 (bileske).
» Tiirev matrisini ({1, z, 22}) yeniden hesapla.

37.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Kural

Lineerlik T(ev+dw) = cT(v) + dT(w)

Zorunlu T(0)=0

T(v) = Av Her matris lineer

Baz yeter T(v)=> ¢T(v;)

Matris kurma i. kolon = T'(v;) ¢ikt1 koord

Iyi baz Ozvektor — A

Projeksiyon (6zvektor) <(1) 8

Projeksiyon (standart) P=A(ATA) AT
010

. 2
Tiirev {1, z,2°} — {1, z} (0 0 2)
Matris carpim = bilegke
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37 Lineer Doniisiimler ve Matrisleri

37.15 ML Baglantilan Ozeti

@ 4 koprii

1. Lineer katman + bias = affine — Lineer kisim + aktivasyon mimarisi.

2. Baz = temsil - Embedding, PCA, autoencoder; 6zvektor bazinda ucuz hesap.
3. Tiirev lineer — autodiff — Backprop zincir kurali = Jacobian ¢arpimi.

4. Jacobian = yerel lineer — Newton, normalizing flows, duyarlilik analizi.

I Tek bir sey alip gideceksen

Lineer déniisiim matristen 6nce; baz segince matris dogar (i. kolon = T'(v;) cikt1 koord). Ozvektor
bazi = A. Tiirev de lineer = autodiff temeli.
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38 Baz Degisimi ve Goruntu Sikistirma

JPEG/wavelet — sinyali iyi baza gecirip atmak

1 Boliim bilgisi

» Strang’in videosu: YouTube — Lecture 31: Change of Basis; Image Compression (=50 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 31
* Okuma siiresi: =38 dk

38.1 Bu Derste Ne Var?

1. Sikistirma = baz degisimi + thresholding (JPEG: 64 — ~3 katsay1).
2. Standart baz kotii, Fourier/wavelet iyi.
3. x=We, e = Wk,
4. Aym déniisiim, iki baz —» B = M ! AM benzer; 6zvektor baz1 — A.
“A good basis has a nice, fast inverse — and a few basis vectors come close to the signal.” —
Strang, 28:31
B gisi Thresh
Goruntu x az degisim . res old ~3 katsay1 x baz
(piksel baz) c-Wix kictik ¢ =0 = goriint
. (kay1psiz) A kayipli s
= M-1
Ayni T, iki baz B=M AM_ Ozvektor baz — A
(benzer matris)

Sekil 38.1: Sikistirma: x — ¢ (kayipsiz) — threshold (kayipli). Ayni doniisiim farkli bazlarda — benzer
matris.

@ Builder Notu — Sikistirma — ML

 Transform coding (JPEG/wavelet) — autoencoder/VAE: 6grenilmis encoder = W, latent = c,
bottleneck = threshold.
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38 Baz Degisimi ve Goriintii Stkistirma

* Embedding = 6@renilmis baz (Word2Vec, transformer latent).
* PCA = en iyi (0zvektor) baz, ama pahali; pratikte DCT/wavelet veya randomized SVD.
* Fourier/wavelet 6znitelikleri — scattering networks, FNO, spektrogram.

38.2 Goruntiu = Vektor; Standart Baz Kotu

512x512 goriintii = x € R512°_ Standart baz komsu piksel korelasyonunu kullanmaz.

Iyi baz vektorleri:

* Hepsi-1 (1,1, ..., 1) — diiz goriintii.
* Yari-1/yari-(-1) — diisiik frekans.
* Dama tahtasi (1,—1,1, —1, ...) — yiiksek frekans.

38.3 JPEG — Fourier Bazi, 8x8 Blok

JPEG 8x8 bloklara boler (64-boyut). Fourier bazina doniigtiiriir:

kayipsiz

64 piksel x — 64 katsay1 ¢
_,—/ _/_/
standart Fourier

Threshold (kayipl): kiiciik |¢;| < € — 0. Piiriizsiiz blokta dama tahtas: katsayilar1 kii¢iik — at.

64 —~ 3 katsayr (~ 21 : 1 sikigtirma)

38.4 Wavelet Bazi

Fourier rakibi — ortogonal + lokal (kenar/detay i¢in iyi).
8-boyut i¢in: (1,1,1,1,1,1,1,1),(1,1,1,1,—-1,—-1,—-1,—-1),(1,1,—1,-1,0,0,0,0), ...

I¢ ¢arpimlar 0 — ortogonal.

38.5 Baz Degisimi —x = We
W kolonlar1 = yeni baz vektorleri:

x=We = ¢=W1x

Iyi baz = hizh W~ + az vektorle iyi temsil. Ortonormal — W1 = W7 (FFT, fast wavelet).
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38.6 Benzer Matrisler — B = M~ Y*AM

kolonlar dik? True
Wavelet katsayilari (¢ogu sifir): [75. 25. -0. -0. -0. -0. -0. -0.]

38.6 Benzer Matrisler — B = M 1AM

Aymi T iki bazda: matrisler benzer (Ders 28). Ayni 6zdeger. Ozvektor bazi — matris A kosegen.
“To find the eigenvectors would be too expensive.” — Strang, 48:04

Goriintiide piksel matrisinin 6zvektorleri pahali — sabit bazlar (Fourier/wavelet).

38.7 Bu Dersin Ozeti

Sikistirma = baz degisimi + threshold.
Standart baz kétii; iyi: Fourier/wavelet.
JPEG: 8x8 Fourier, 64 — ~3.

Wavelet ortogonal + lokal.

x=We,e =W ik

Ortonormal —» W~ = W7,

Benzer matrisler (B = M1 AM).
Ozvektor baza — A (en iyi, pahalr).

PN WD

I Tek bir ciimle

Sikistirma = sinyali az biiylik katsayiyla temsil eden baza gecirip gerisini atmaktir. Aym1 doniisiim
farkli bazlarda benzer matris (B = M ' AM); en sade = 6zvektor bazinda A. Modern ML de
autoencoder/VAE = 6grenilmis baz.

38.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Hangi adim kayipsiz/kayipli?

Baz degisim kayipsiz; threshold kayipl.

1 Soru 2: Standart baz niye kotii?

Piksel korelasyonunu kullanmaz; kiigiik katsay1 iiretmez.

1 Soru 3: 1yi baz iki ozellik?

(1) Hizh W, W1, (2) Az vektorle iyi temsil.
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38 Baz Degisimi ve Goriintii Stkistirma

1 Soru 4: Ortonormal W12

W Tleri/geri ayn1 maliyet.

i Soru 5: 1ki bazdaki matris iligkisi?

Benzer: B = MY AM; aym 6zdeger.

38.9 Egzersizler

Egzersiz 1. W kolonlar1 (1, 1), (1,—1). x = (3, 1) katsayilar1?
Egzersiz 2. (1,1,1,1) ve (1,1,—1, —1) ortogonal mi?

Egzersiz 3. A = ((2,1), (0,3)) — baz degisiminde 6zdeger ayni mi1?
Egzersiz 4. (Python) Wavelet/DCT ile kiiciik sinyal sikistir.

Egzersiz 5. Ispatla: Aym T iki bazda — B = M1 AM. (M = baz degisim matrisi.)

38.10 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 32: Quiz 3 incelemesi — Ders 21-31 (6zdeger, diagonalize, AF, eAt Markov, simetrik, PD, SVD,
benzerlik) toplu tekrar.

Ders 32 oncesi

» Egzersiz 5.
* DCT/wavelet sikistirmay1 dene.

38.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Kural

Sikistirma Baz degisim + threshold

JPEG 8x8 Fourier, ~21:1
Wavelet Ortogonal + lokal
x=We c=WIx

Iyi baz Hizli + iyi sikistirma
Ortonormal W~ ! =W7T
Benzer B=M"1'AM

Ozvektor baz matris —» A
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38.12 ML Baglantilar: Ozeti

38.12 ML Baglantilan Ozeti

@ 4 koprii

1. Transform coding — autoencoder/VAE.

2. Embedding = 6@renilmis baz.

3. PCA = oézvektor baz (Ders 29 SVD ile).

4. Fourier/wavelet oznitelikleri — scattering, FNO, spektrogram.

I Tek bir sey alip gideceksen

Sikigtirma = iyi baza gecirip kiiciik katsayilari atmak. Aym 7" farkli bazlarda benzer matrisler; 6zvektor
bazinda kosegen A. Modern ML: autoencoder = 6grenilmis baz.
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39 Quiz 3 Incelemesi

Ozdeger parmak izi: simetrik, ortogonal, PD, Markov, projeksiyon

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Quiz 3 Review (=47 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Exam 3 Review
¢ Okuma siiresi: =35 dk

39.1 Bu Derste Ne Var?

Boliim 6 (Ders 21-31) tekrari.

ODE + anti-simetrik — saf sanal A, periyodik.

“Hangi c?” — diagonalize / simetrik / PD / Markov / projeksiyon.
SVD + isaret tuzagi.

Simetrik + ortogonal -» A = +1.

L=

@ Builder Notu — Ozdeger Parmak izi
ML de matris siifin1 bilmek = davranigt bilmek.

* Kovaryans/Gram — simetrik PSD — PCA giivenli.
* Ortogonal baglatma — |\| = 1 — gradyan kararl.
e Markov — A\__ = 1 — PageRank kararli dagilim.

max

* Anti-simetrik — salinim, enerji-koruyan (Hamiltonian NN, Lipschitz RNN).

39.2 Kapsam

Boliim 6: 6zdeger/6zvektor, simetrik (QAQT), PD, benzer matris, SVD.
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39 Quiz 3 Incelemesi
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Simetrik

Anti-simetrik

A gercel

A saf sanal

Ortogonal

Pozitif tanim

IAl =1

A>0

Markov

A_max =1

Projeksiyon

Simetrik + ortogonal

A€ {0, 13

A=11, A2 = |

Normal: AAT = ATA

Ortogonal ozvektor

Sekil 39.1: Ozel matris simiflar1 = 6zdeger parmak izleri.




39.3 Problem 1: Anti-Simetrik ODE

39.3 Problem 1: Anti-Simetrik ODE

AT = — A — anti-simetrik. Karakteristik denklem \3 + 2\ = 0:

A=0,+V2i

Saf sanal — |e?V2!| = 1, ¢c6ziim periyodik. Periyot:

2
T=2T_ ™2
V2
Ortogonal ozvektor kosulu: AAT = AT A (normal matris). Simetrik, anti-simetrik, ortogonal hepsi
saglar.
“A matrix has orthogonal eigenvectors exactly when AAT = ATA.” — Strang, 13:55

39.4 Problem 2: “Hangi c?”

3x3 matris, ortogonal 6zvektorler, 6zdegerler 0, 2, c:

* Diagonalize: her c (ortogonal 6zvektorler bagimsiz).

» Simetrik: gercel c (sanal olsayd: simetri yok).

PD: hicbir ¢ (A = 0 var).

* Markov: olamaz (A = 2 > 1).

« A/2 projeksiyon mu? Ozdegerleri 0,1,¢/2.¢/2 € {0,1} - c = 0veyac = 2.

39.5 SVD isaret Tuzag

V' ve o sabitle, sonra:

(Bagimsiz AAT 6zvektorleri + belirsizligi yaratir.)

39.6 SVD’den Matris Okuma
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39 Quiz 3 Incelemesi

39.7 Simetrik + Ortogonal — A = +1

Simetrik — gergel; ortogonal — [A\| = 1. A = £1.

Iddia D/Y Neden

PD Y A = —1 olabilir

Tekrarsiz Y Biiyiik boyutta +1 tekrarlanir
Diagonalize D Simetrik/ortogonal her zaman
Tersinir D A = 0yok

A=AT = A5 A2= .

39.8 (A + 1) Projeksiyon mu?

A simetrik+ortogonal — A% = I:

<A+I>2_A2+2A+I_2A+21_A+I\/

2 4 4 2

P? = P 4 simetrik — projeksiyon. Ozdegerler: A’da +1 —» A+ I’de 0,2 — %’de 0,1v.

39.9 Ozet — Parmak izi Tablosu

Siuf Ozdeger parmak izi
Simetrik A gergel, ortogonal 6zvektor
Anti-simetrik A saf sanal

Ortogonal Al =1

PD A>0

Markov Amax = 1

Projeksiyon A e{0,1}

Sim + ort A=4+1,4%2=1T

Normal (AAT = AT A) Ortogonal 6zvektor

eAt S 8At S—l

SVD A=UxVT,V =eig(ATA),u;, = Av, /o,

I Tek bir ciimle

Ozel matris siniflar1 6zdeger parmak izleriyle taninir; bu kestirme matrisi hesaplamadan davranist
soyler. Simetrik + ortogonal — A = +1, A2 = I.
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39.10 Kontrol Sorulari

39.10 Kontrol Sorulart

i Soru 1: Anti-simetrik 6zdeger?

Saf sanal. Periyodik ¢oziim.

1 Soru 2: Ortogonal 6zvektor kosulu?

AAT = AT A (normal).

1 Soru 3: Sim + ort ozdeger?

+1.

1 Soru4: SVD U isaret hatasiz?

1 Soru 5: Sim + ort — A2?

A=AT =A' 5 A2=T.

39.11 Egzersizler

Egzersiz 1. A = ((0,—1), (1,0)) — 6zdegerler, geometrik anlam.

Egzersiz 2. A = 1,1, 0 simetrik — Markov? Projeksiyon?
Egzersiz 3. 3> = diag(5, 0, 0) 3x3 — rank, null boyutu?
Egzersiz 4. (Python) Parmak izi tablosu dogrulama.

Egzersiz 5. Ispatla: Normal matris ortogonal dzvektor.

39.12 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 33: Pseudoinverse — sol/sag ters, AT = VX +TUT.

Ders 33 Oncesi

* Parmak izi tablosu ezberle.
* SVD egzersizlerini gozden gegir.
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39 Quiz 3 Incelemesi

39.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Konu Anahtar

Genel ODE ¢oziim > ¢;eilx,
Anti-simetrik A saf sanal, periyodik
Periyot T =21/w
Ortogonal dzvektor AAT = AT A

6At S eAt Sfl

PD A>0

Markov Amax = 1
Projeksiyon A e {0,1}

Sim + ort A=+1,A%2=1
SVD rank # nonzero 0; o0 < 0 imkansiz

39.14 ML Baglantilan Ozeti

@3 kopril

1. Parmak izi — Mimari kararlar (PCA, ortogonal baslatma, Markov RNN).
2. Anti-simetrik — Hamiltonian NN, Lipschitz RNN (enerji-koruyan).
3. Ortogonal/normal — Spektral normalizasyon, unitary RNN, gradyan kararliligi.

! Tek bir sey alip gideceksen

Ozdeger parmak izi her 6zel simifi tanir: simetrik gergel, ortogonal |A| = 1, PD A > 0, Markov
Amax = 1, projeksiyon {0, 1}. Sim+ort — +1, A% = I.
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40 Sol ve Sag Tersler, Pseudoinverse

A* = VEZ*UT — satir uzay1 <+ kolon uzay1

1 Boliim bilgisi

* Strang’in videosu: YouTube — Lecture 33: Left and Right Inverses; Pseudoinverse (=42 dk)
¢ OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Lecture 33
* Okuma siiresi: =36 dk

40.1 Bu Derste Ne Var?

Ters: rank’e gore 4 durum.

iki tarafh: r = m = n.

Sol ters: tam kolon rank — (AT A)~1 AT,
Sag ters: tam satir rank — A7 (AAT)7L,
Pseudoinverse A*: genel; AT = VX TUT.

e

“From the row space to the column space, A is perfect — invertible. Its inverse is the pseudoin-
verse.” — Strang, 26:09

@ Builder Notu — Pseudoinverse = Regresyon Motoru

* np.linalg.pinv/torch.linalg.pinv — least squares + minimum-norm.

» Rank eksik (A7 A singiiler) — ridge (A7 A 4+ \I) ya da truncated pseudoinverse.

* Modern asiri-parametre rejimi — parametre > veri = sag ters + minimum-norm; gradient
descent implicit regularization.

40.2 DOrt Durum

Durum Kosul Ters
iki tarafh r=m=n Al
Sol r=n<m (ATA)71AT
Sag r=m<n AT(AAT)™!
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40 Sol ve Sag Tersler, Pseudoinverse

Durum Kosul Ters

Pseudoinverse 7 < m,n AT =VvytuT

40.3 Sol Ters — Tam Kolon Rank

Kolonlar bagimsiz — AT A tersinir.

Al = (AT Ay AT

Soldan carpinca I. Least squares’in kalbi (Ders 16).

40.4 Sag Ters — Tam Satir Rank

Satirlar bagimsiz — AA” tersinir.

Agl = AT(AAT)

sag

Sagdan ¢arpinca I. Ax = b her zaman ¢6ziiliir, n — m serbest.

40.5 Yanhs Tarafa — Projeksiyon

Sol tersi sagdan: A(AT A)~* AT = P (kolon uzayina projeksiyon). I degil — yapabildigi yerde I, yapama-
diginda 0.

40.6 Pseudoinverse — Satir <~ Kolon Mucizesi

A, satir uzayim kolon uzayina bire bir esler. Ispat: x, y satir uzayinda, Ax = Ay varsay - A(x—y) = 0 -
x —y € N(A). Ama satir uzay1 ve null uzay1 dik tiimleyen (Ders 14) - x —y € N(A) N C(AT) = {0}
- X=y.

A™: bu eglemenin tersi — kolon uzayindan satir uzayina, null uzayin siler.
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rank r vs m, n

40.6 Pseudoinverse — Satir <+ Kolon Mucizesi

r=m=n
tam ters A1
r=n<m

sol ters (ATA) 'AT

\4

r=ms<n
sag ters AT(AAT)

Least squares

Ridge / minimum-norm

" r<m,n

pseudoinverse A = VZ'UT

A: satir uzay1 « kolon
uzay (bire bir)

Sekil 40.1: Dort durum + pseudoinverse mucizesi: A, satir uzayini kolon uzayina bire bir egler.
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40 Sol ve Sag Tersler, Pseudoinverse

40.7 SVD’den A*

A=UXVT 5 At =VvXtUT,

Y t: sifir-olmayan o; — 1/0,, sifirlar kalir, sekil n x m.

A =
[[0.04 0.08]
[0.08 0.16]]

A A" (kolon uzayina projeksiyon):
[[0.2 0.4]
[0.4 0.8]]

A" A (satir uzayina projeksiyon):
[[0.2 0.4]
[0.4 0.8]]

min-norm ¢ozim x = [0.6 1.2]
A-x = [3. 6.] (b'ye esit)

40.8 X" ve Projeksiyonlar

e XX (m x m): kosegende 7 tane 1, gerisi 0 — kolon uzay projeksiyonu.
e X3 (n x n): kosegende r tane 1 — satir uzay: projeksiyonu.

AT A = satir uzay1 projeksiyonu, AA™ = kolon uzay1 projeksiyonu. I degil, projeksiyon.

40.9 istatistik / Least Squares Baglantisi

Klasik LS tam kolon rank gerektirir. Bagimh 6zellikler - A7 A singiiler — pseudoinverse devreye girer (en
iyi, minimum-norm ¢6ziim).

“Statisticians discovered: oh boy, this is the thing we needed all our lives.” — Strang, 30:56

40.10 Bu Dersin Ozeti

Dort durum.

Yanlis taraf — projeksiyon.

A satir<+kolon mucizesi (ispat: dik tiimleyen).
At =VytuT.

ATA, AAT = projeksiyon.

Rank-eksik LS / regresyon.

AR NS
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40.11 Kontrol Sorulari

! Tek bir ciimle

Bir matrisin tersi rank’e bagli: tam — A ™!, sol/sag ters dikdortgende, A = VX TU7T genelde. A satir
uzayini kolon uzayina bire bir esler; A" bunun tersi. Pseudoinverse = least squares + minimum-norm
motoru.

40.11 Kontrol Sorulari

i Soru 1: Sol ters ne zaman, formiil?

Tam kolon rank (r = n < m). (AT A)~1AT,

1 Soru 2: Sag ters? Kag ¢6ziim?

Tam satir rank (r = m < n). Her b i¢cin sonsuz ¢oziim.

1 Soru 3: Dikdértgen niye iki tarafls tersi yok?

Bir null uzay var — vektor sifira gider — ters geri getiremez.

1 Soru 4: A* neden satir<kolon tersi?

Dik tiimleyen ispati: x —y € N(A) N C(AT) = {0}. AT A = satr projeksiyon, AA" = kolon
projeksiyon.

1 Soru 5: SVD’den A*?

At =VEStUT, 5F =0 — 1/0 (nonzero), sekil n x m.

40.12 Egzersizler

Egzersiz 1. A = (1,1)7 (2x1) — sol ters.
Egzersiz 2. A = (1,1) (1x2) — sag ters.
Egzersiz 3. ¥ = diag(4,0) —» X7, XX
Egzersiz 4. (Python) pinv ile rank-eksik LS.

Egzersiz 5. Ispatla: A" A satir uzayma projeksiyon (idempotent, simetrik).
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40 Sol ve Sag Tersler, Pseudoinverse
40.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 34: Final Incelemesi — tiim kursun bir araya gelisi.

Ders 34 oncesi

» Egzersiz 5.
* pinv ile birka¢ matrise dene.

40.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Durum  Kosul Ters
Tam r=m=n A
Sol r=n<m (ATA)~1AT

Sag r=m<n AT(AAT)™!
Pseudo 7 < m,n vetuT

AT A — Satir uzay1 projeksiyon
AAT — Kolon uzay1 projeksiyon
xt — oc—1/c

Mucize — A satir<»kolon bire bir

40.15 ML Baglantilan Ozeti

@4 koprii

1. pinv = regresyon motoru — LS + min-norm.

2. Rank-eksik — ridge (A7 A + \I).

3. Truncated pinv — ill-conditioned problem (deblurring, ters problem).

4. Modern overparametrize — sag ters + min-norm; gradient descent implicit regularization.

I Tek bir sey alip gideceksen

Ters rank’e bagli: dort durum. AT = VE+UT = satir<kolon bire-bir tersi. Min-norm least squares
motoru — np.linalg.pinv.
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41 Final Incelemesi

Tiim kursun bir araya gelisi — 34/34 ©

1 Boliim bilgisi

¢ Strang’in videosu: YouTube — Final Course Review (=43 dk)
* OCW sayfasi: MIT 18.06SC — Final Review
¢ Okuma siiresi: =35 dk

41.1 Bu Derste Ne Var?

Kursun son dersi — Boliim 1-7°nin bir araya gelisi.

1. Rank ve coziilebilirlik.

2. AT A1 AAT gercekleri.

3. Null uzay1 ve teklik.

4. Markov, least squares, 2x2 hizh sorular.

ML omurgasi:
Ax=b H Coziim sayisi = rank yapist  ——  Dortalt-uzay ——»  Ozdeger / 6zvektor —-‘ SVD A = UIVT —»{ Least squares ——  Pseudoinverse A* }—& PCA, LoRA, regresyon,
kararlitik, sikistirma

Sekil 41.1: Tiim kurs tek bir bagh resim: rank — alt-uzay — 6zdeger —» SVD — LS — pseudoinverse.

@ Builder Notu — ML in Dili

Lineer cebir tek bir bagl resim. ML'de:

* Forward pass = matris ¢arpimi.

« Egitim = optimizasyon (PD Hessian).
Embedding = baz degisimi.

* Attention = i¢ carpim.

LoRA = SVD / diisiik-rank.

Bu 34 dersin her kavram1 modern ML'de dogrudan karsilik bulur.
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4] Final Incelemesi
41.2 Soru 1: Rank ve Coéziilebilirlik

3xn matris. Ax = (1,0, 0) ¢oziimsiiz, Ax = (0, 1, 0) tek ¢oziim.

*m =3
* Coziimsliz var — bazi satirlar bagimhi — r < m.
e Tek ¢oziim — null = {0} - r = n.

Sonug:m = 3,7 =n < 3.

“No solution tells me r < m; exactly one solution tells me r = n.” — Strang, 3:50

41.3 Soru1T/F

Iddia D/Y Neden

det(ATA) = det(AAT) Y A kare degil; AT A tersinir, AAT
singiiler

AT A tersinir D r=n

AAT PD Y rank < 3, sadece PSD

Onemli: det(AB) = det(BA) yalmz kare matriste.

41.4 A"y = ¢ — Varlik + Cokluk

+ A’nin kolonlar1 bagimsiz — A’ satirlar1 bagimsiz — her ¢ icin ¢oziim.
+ AT null boyutu m — r > 0 — sonsuz ¢oziim.

41.5 Soru 2: Kolon Kombinasyonu

AX=v; — vy + vy o x=(1,—1,1).

Vi — Vo + vy =0ise (1,—1,1) € N(A) — ¢oziim asla tek degil.
41.6 Soru 3: Markov Kararli Durum

Kolonlar bagiml (singiiler), trace 0.8 - A = 0,1, —0.2.
u, = (0,10,0). & — oo sadece A = 1 kalrr.
A = 1 dzvektor (3,3, 4). Toplam korunur: 34+ 3 +4 =10 - ¢, = 1:

u = (3,3,4)
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41.7 Soru4: 2x2 Hizli

41.7 Soru 4: 2x2 Hizh

Istek Cevap

a = (4, —3) projeksiyon P =aa’ /aTa

Ozdeger 0, 3; 6zvektor (1,2),(2,1) A= SAS™

BT B olarak yazilamaz Simetrik-olmayan herhangi A
Ortogonal 6zvektor + simetrik degil Anti-simetrik veya ortogonal ()

41.8 Soru 5: Least Squares

(0,3),(1,4),(2,1) > y=C+Dt,C =11/3,D = —1.

* Projeksiyon p: %cl — Cq.
e Coziim 0 olsun: b L. C(A). Ornek: b = (1, —2, 1) kolonlara dik — en iyi (0, 0).

41.9 Final Stratejisi

e Coziim sayisindan rank oku.

AT A tersinir <= r = n.

+ Ozel matrisi 6zdegerinden tani.

e Markov: A = 1 + korunum.

LS = projeksiyon; b 1. C' — ¢6ziim 0.
det(AB) = det(BA) yalmz kare.

41.10 Bu Dersin Ozeti

Coziilebilirlik < rank.

AT A, AAT rank yapisina bagl.

Null uzay: < teklik.

Ortonormal vektorler — dik projeksiyon.
Markov: A = 1 + toplam korunumu.

LS = kolon uzay1 projeksiyonu.

Ozel matris = parmak izi.

Nk WD -

I Tek bir ciimle

Tiim kurs tek bagh resim: rank — 4 alt-uzay — 6zdeger - SVD — LS — pseudoinverse. Bir problemi
(regresyon, boyut indirme, kararlilik) dogru lineer cebir aracina eslemek biitiinsel bakistan gelir — ML
model tasariminin sezgisel temeli.
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4] Final Incelemesi

41.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Coziimsiiz + tek ¢oziim — rank?

r<m+r=n-o>r=n<m.

1 Soru 2: det(ATA) = det(AAT) ne zaman?

Yalniz A kare. Dikdortgende biri 0, digeri = 0 olabilir.

1 Soru 3: Kolon komb. = 0 — teklik?

(1,—1,1) € N(A) — ¢oziim tek degil.

1 Soru 4: Markov kararli durum?

A = 1 6zvektorii + toplam korunum.

1 Soru 5: LS ¢oziim 0 icin b?

b L C(A).

41.12 Egzersizler

Egzersiz 1. \ = 2, 5, ozvektor (1,0), (1,1) - A = SAS™L.
Egzersiz 2. A 4x6, rank 4 — ¢oziim var mi, tek mi?
Egzersiz3.b = (1,1,1) — sabit y = C fit — ortalama.
Egzersiz 4. (Python) Tiim kavramlar tek 6rnekte bir araya getir.

Egzersiz 5. Ispat: Tek satirla, rank-1 + C'(A) + LS.

41.13 Kurs Tamamlandi ©

MIT 18.06 Lineer Cebir’in 34 dersi tamamlandi.

Bu Tiirk¢e uyarlamada, Strang’in pedagojik sirast korunarak her dersin yanina ML/Builder kopriileri eklendi:
PCA, SVD, LoRA, normalizing flows, attention, RNN kararlilig1, Markov/PageRank, Cholesky, Fourier
features...

“Above all, thanks for taking the course.” — Strang

Sonrasi: 6grendiklerini koda dok (NumPy/PyTorch), gercek veriyle PCA/SVD/regresyon dene, Strang’in
videolarini referans olarak sakla.
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41.14 Cheat Sheet (Kurs Geneli)

“Linear algebra is about the nice part of calculus, where everything’s flat and the formulas come
out right.” — Strang, 21:52

41.14 Cheat Sheet (Kurs Geneli)

Soru

Anahtar

Coziim var m?
Tek mi?

Her b ¢oziiliir?
AT A tersinir
det(ATA) = det(AAT)
Markov kararh
LS = projeksiyon
Coziim = 0

A= SAS™!
Ozel matris

SVD
Pseudoinverse

beC(A)?

N(A) ={0}?(r=n)
Tam satir rank (r = m)
r=n

Yalniz A kare

A = 1 6zvektor + toplam
b’nin C'(A) iizerine

b 1L C(A)
Ozvektor/dzdegerden
Ozdeger parmak izi

A =UXVT her matrise
At =vytuT

41.15 ML Baglantilari (Kapanis)

@ 4 biiyiik tema

1. Rank-c¢oziilebilirlik = model belirlenebilirligi — over/under-determined; regularization.

3. Markov kararh durum — PageRank, RNN, MCMC.
4. Lineer cebir = ML’in dili — forward pass, embedding, attention, LoRA hepsi buradan.

2. AT A, bzdeger, SVD = tek ara¢ kutusu — PCA, regresyon, kararlilik, sikistirma ayni kavramlar.

! © Tek bir sey alip gideceksen

matematik dili. NumPy ile pekistir, gercek veride dene, Strang’i referans olarak sakla.
34/34 — Lineer cebir yolculugu burada bitiyor; gercek 6grenme, kodda bashyor.

Lineer cebir tek bir bagh resim — rank, dort alt-uzay, 6zdeger, SVD, least squares. Modern ML’in
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