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1 Onso6z






2 Bu kitap nedir?

Bu, Harvard Stat 110 — Introduction to Probability dersinin (Joe Blitzstein, 34 ders) Tiirk¢e ders notlaridir.
Hedef, izlerken paralel okunabilecek; sonradan tek basina da yeterli olabilecek bir referans seti iiretmek.

Her boliim bir “Builder Notu” katmani tagir: kavramin makine é6grenmesi ile kopriisii. Kosullu olasilik —
attention; Bayes teoremi — posterior + diffusion ters adimi; beklenen deger — Monte Carlo + loss; CLT —
Gaussian giiriiltii; Markov zinciri - MCMC + RL value iteration. Olasilig1 “tek bagina matematik™ olarak
degil, ML'i tiireten alet kutusu olarak okuyoruz.

1 Kaynak

* Web sitesi: statl10.net — ders sayfalari, slaytlar, strategic practice

* Video dizisi: Statistics 110 — Probability (YouTube playlist) (34 + 1 bonus video)
¢ Yazar: Joe Blitzstein — Professor of the Practice, Statistics, Harvard

* Kitap: Introduction to Probability — Blitzstein & Hwang (2014)

* Ceviri ve genisletme: Phase 1 (TR + ML kopriileri)



https://stat110.net
https://www.youtube.com/playlist?list=PL2SOU6wwxB0uwwH80KTQ6ht66KWxbzTIo




3 Nasil Okumali

Siral1 oku. Her ders bir 6ncekinin dilini kullanir. Atlamak istersen, en azindan Ders I (Olasilik ve Sayma),
Ders 4 (Kosullu Olasilik) ve Ders 9 (Beklenti, Dogrusallik) zorunlu — bu iicii tiim seriyi tasiyor.

@ Pratik bir tavsiye

Her boliim sonundaki egzersizleri atlama. Ozellikle Python egzersizleri (simiilasyon ile 7 yaklagimu,
kosullu olasilik histogrami, Markov sabit dagilimi) olasilik sezgisini parmaklarina yerlestirir. ML'de
ayni1 kodu yillarca farkli kiliklarda yazacaksin.







4 34 Ders

# Ders Ana Fikir

1 Olasilik ve Sayma Ornek uzay1, garpma kurali, binom katsayisi
2 Story Proof’lar, Aksiyomlar Kombinatorik 6zdesliklerin hikaye ispati
3 Dogum Giinii, Ozellikler %350,7 mucize; icerme-disarma

4 Kosullu Olasilik Bayes teoreminin DNA’s1; bagimsizlik

5 LOTP, Bayes Detay1 Total Probability Law; explaining away

6 Monty Hall, Simpson Sezgiyi yenen klasikler

7 Kumarbazin iflasi, RD Markov zincirinin ilk hali

8 RD ve Dagilimlar PMF, CDF, Bernoulli, Binom, Geometrik
9 Beklenti, Dogrusallik Gosterge degiskenler — biiyii

10 Beklentiye Devam Hipergeometrik, Negatif Binom

11 Poisson Nadir olaylarin matematiksel sinir1

12 Kesikli vs Siirekli, Uniform PDF, inverse-transform sampling

13 Normal CLT nin ucu; ¢ ve Gauss integrali

14 Konum-Olgek, LOTUS Standardizasyon; “kanunsuz istatistik¢i”
15 Ara Siav Incelemesi Kupon toplayici; logit; siire

16 Exponential Belleksizlik; siirekli geometrik

17 MGF Moment iireten fonksiyon; tek belirleme
18 MGF Devamui, Joint Bagimsiz Poisson; karma tiirev

19 Marjinal, Kosullu 2D LOTUS; tavuk-yumurta

20 Multinomial, Cauchy Lumping; oran dagilimi

21 Kovaryans, Korelasyon I¢ carpim yorumu; Cauchy-Schwarz

22 Doniistimler, Konvoliisyon Jacobian; bagimsiz toplamlar

23 Beta Bayes Onsel-sonsali; sira istatistigi

24 Gamma, Poisson Siireci Bekleme siireleri; cagr1 merkezi

25 Sira Istatistikleri Min/max; kosullu beklenti girisi

26 Kosullu Beklenti Devami Adam ve Eve yasalari

27 Bir RD Verildiginde E(Y | X) — RD olarak beklenti

28 Esitsizlikler Cauchy-Schwarz, Jensen, Markov, Chebyshev
29 BSY ve MLT Biiyiik Sayilar Yasasi, Merkezi Limit

30 Ki-Kare, t, MVN Normal’in tiirevleri; Mahalanobis

31 Markov Zincirleri Gecis matrisi; duragan dagilim

32 Markov Smiflandirma Indirgenemezlik; tersinirlik

33 Markov + PageRank Agirlikl yiirliylis; Google’in milyar dolarlik fikri
34 Ileriye Bakis Top Ten; regresyon; IPW







5 Notasyon

e Olasihk: P(A) — olay A’nin olasiligi

* Kosullu olasiik: P(A | B) — B verildiginde A’nin olasilig

» Rastgele degisken: X, Y, Z (biiyiik harf) — degerleri x, y, z (kiigiik)
* Beklenti: £(X) veya E[X] — ortalama deger

e Varyans: Var(X) = E((X — E(X))?)

 Dagilim gosterimi: X ~ Bin(n,p) — “X binom dagilimidir”

* PDF/PMF: f(z) (siirekli) ve P(X = x) (kesikli)

* CDF: Fy(z) = P(X <x)

Tiim matematik KaTeX ile render ediliyor.


https://katex.org/




6 Builder Eksen — Olasilik - ML

@ Her ders bu baglant: katmanini tasir

Olasilik kavram

ML karsilig

Ornek uzay / olay
Sayma / kombinatorik
Kosullu olasilik
Bayes teoremi
Bagimsizlik
Beklenen deger
Varyans

Dagilimlar

Normal & CLT

KL 1raksamasi
Markov zinciri

State space (RL), olay ornekleme (Monte Carlo)
Softmax paydasi, partition function

Attention p(token | baglam), nedensel ¢ikarim
Posterior, MAP, ELBO, diffusion ters adimi
Kosullu bagimsizlik (PGM, GNN), Naive Bayes
Loss F[L], Monte Carlo integrasyon

Belirsizlik kestirimi, MC dropout

VAE priot/posterior, GMM, mixture-of-experts
Gaussian giiriiltii varsayimi, diffusion ileri siireci,
weight init

Variational inference (ELBO), MLE = -KL
MCMC, diffusion geri siireci, RNN, MDP

! Bir tek sey

Olasilik iki biiyiik dilden ibarettir: kosullama ile biriktirme. Bayes teoremi bilgiyi yeniden tartar
(kosullama); beklenti ve LOTUS ortalama davranigi biriktirir. Modern ML’in cogunlugu — Bayes
posterior, attention, ELBO, MCMC, diffusion — bu iki fikrin matematiksel sonucudur.
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7 Yazim Kurallan

Tiirkce terminoloji + parantez icinde Ingilizce orijinal ilk gectiginde: “iistel (exponential) dagilim”,
“kosullu (conditional) bagimsizlik”.

Blitzstein’dan alintilar Ingilizce orijinal haliyle, blockquote iginde verilir. Zaman damgas1 yaninda.
Builder Notu callout’lar1 her ana boliim sonunda; ML kopriisiinii buraya yaziyoruz.

Kontrol Sorulari collapse’lu — cevap kapali baslar, okur kendi diisiindiikten sonra acar.
Egzersizler cevapsiz — Python gorsel/simiilasyon egzersizleri en az 1 tane.

Bu kitap Blitzstein’in yerine gecmez
Tek bagina bu set yetmez — Blitzstein’in tahta anlatimi ve sezgisi yerine gegemez. Once videoyu izle,

sonra ilgili dersi oku, son olarak kontrol sorularim1 kapaliyken cevapla. Set videoyu destekler, ikame
etmez.
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8 Olasilik ve Sayma

Belirsizlik nasil sayilir: 6rnek uzay, naif tanim, ¢carpma kurali, binom

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 1: Probability and Counting (=46 dk)
» Kaynak: Stat 110 ana sayfast — Joe Blitzstein, Harvard
* Okuma siiresi: =25 dk

8.1 Bu Derste Ne Var?

Bu, kursun ilk gercek konu dersi. Blitzstein iki sey kuruyor: (1) olasiligin ne oldugu — yani belirsizligi nasil
saylya ceviririz, ve (2) bunu hesaplayabilmek icin ihtiyacimiz olan ilk ara¢ — sayma (counting).

Uc temel fikir:

1. Ornek uzay ve olay — bir deneyin tiim olas1 sonuclarmin kiimesi (6rnek uzay) ve ilgilendigimiz sonug
alt-kiimesi (olay).

2. Olasihigin naif tamim — “lehte sonug / toplam sonug”. Basit ama iki gii¢lii varsayima dayaniyor: tiim
sonuclar esit olas1 ve sonlu sayida.

3. Sayma — naif tanimin payini ve paydasini bulabilmek icin carpma kurali, binom katsayisi ve 6rnekleme
tablosu.

Ornek Uzay S OlayAcS Naif Tanim Carpma Kurali Binom Katsayist 4l Ornekleme Tablosu
47 Deney ) > Saymak gerek! — — )
(tiim sonuglar) (ilgilenilen alt-kiime) P(A) = [A] / IS] ooz N C(n,k) = nl / (n-K)IK! (252 = 4 hiicre)

Sekil 8.1: Ders 1’in kavram haritasi: 6rnek uzay — naif tanim — sayma araglari

“Math is the logic of certainty, statistics is the logic of uncertainty.” — Blitzstein, 14:12

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Softmax ¢iktis1 = olasiik dagilimi. Ornek uzay = simflar, P(simf | girdi).

* Cross-entropy loss = — log P(dogru etiket). Olasilig1 maksimize etmek = loss’u minimize etmek
(MLE).

* Generative modeller (LLM, diffusion, VAE) dogrudan olasilik dagilimi 6grenir ve ondan ornekler
uretir.

» Saymanin disiplini = kombinatorik patlama. Bir LLM neden biitiin ciimleleri tek tek deneyemiyor:
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https://www.youtube.com/watch?v=KbB0FjPg0mw
https://stat110.net

8 Olasilik ve Sayma

V'L olasi dizi var. Bu yiizden drnekleme, beam search, MCMC.
* Tek climle: olasilik, bir modelin “emin degilim ama su kadar eminim” demesinin matemati-
gidir.

8.2 Olasilik Nereye Uygulanir? Belirsizligin Mantigi

Blitzstein dersin basinda olasiligin nerelerde kullanildigin siraliyor — fizik (kuantum mekanigi bastan sona
olasilik), genetik, ekonomi/ekonometri, oyun teorisi. Sonra daha az bariz 6rnekler: tarih. Mosteller ve Wallace,
The Federalist Papers’in (ABD Anayasasi’nin onaylanmasiyla ilgili kritik metinler) tartismali yazarligini
Bayes kuraliyla ¢cozmeye ¢alisti — kim hangi makaleyi yazdi sorusunu olasilikla yanitladilar.

Olasiligin tarihsel kokii ise kumar. Konu buradan dogdu:

* 1650’lerin ortasinda Fermat ve Pascal, kumar oyunlarini analiz eden uzun mektuplar yazigtilar. O
zamana kadar kimse bu kurallar1 matematiksel tiiretmemisti — ikisi mektuplasarak olasilik teorisini
sifirdan kurdular.

* Isaac Newton’a bile kumarbazlar zar sorular1 soruyordu, ciinkii o devirde olasilig1 bilen bagka kimse
yoktu. Ilging olan: Newton hesab1 dogru yapt1 ama sezgisi bir zar probleminde yanildi.

Bu son nokta dersin ruhunu veriyor: olasilik derinden sezgi-karsiti. Newton’1n bile sezgisi yanilabiliyorsa,
bizimki de yanilacak — bu yiizden isi matematiksel kesinlige baglamak zorunday1z.

“we’re going to do a lot of things that are deeply, deeply counterintuitive to almost everyone. ...
to me, that makes this more fun than calculus.” — Blitzstein, 19:03

Istatistik, kalkiiliisten farkl1 olarak insani1 sasirtir. Blitzstein’in dzIii tanimi: matematik kesinligin mantigi,
istatistik belirsizligin mantig1. Herkesin belirsizligi vardir; olasilik ve istatistik, inan¢larimizi niceliklendirme
ve giincelleme yontemidir.

@ Builder Notu — 1nang Giincelleme

“Inanglar1 giincelleme” ifadesini aklinda tut — bu, birazdan gérecegin Bayes kuralinin tam tanimi ve
modern Bayesian ML’in (posterior giincelleme, belief propagation) ¢ekirdegi. Mosteller-Wallace’in
1960’larda yazar tespiti icin yaptig1 sey, bugiin bir spam filtresinin (naive Bayes) yaptigiyla matematiksel
olarak ayni: metin kanitindan yazar/sinif olasiligini giincellemek. Diffusion modellerin ters adimi da bir
Bayes giincellemesi: giiriiltiilii goriintii z, verildiinde temiz 2 1n posterior’1.

8.3 Ornek Uzay ve Olay

Olasilig1 tanimlamadan once iki kavram gerekiyor.

Ornek uzay (sample space), bir deneyin tiim olas1 sonuglarinin kiimesidir. Blitzstein “deney” kelimesini
olabildigince genis yorumlamamizi istiyor — herhangi bir siire¢, yeter ki farkli olasi sonuglari olsun ve
hangisinin gerceklesecegini dnceden bilmeyelim.
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8.3 Ornek Uzay ve Olay

“you should interpret the word experiment in an extremely broad manner. ... as long as there are
certain possible outcomes.” — Blitzstein, 15:28

Ornek uzay1 genelde biiyiik .S harfiyle gosteririz. Bir parayi iki kez attigimiz deneyde drnek uzay dért sonugtan
olusur (H = yazi/heads, T = tura/tails — Blitzstein’in notasyonunu koruyoruz):

S ={HH, HT, TH, TT}

Olay (event), 6rnek uzayn bir alt-kiimesidir. Yani ilgilendigimiz sonuglarin bir koleksiyonu. “Her iki atig da
tura” olay1:

A={TT}, ACS
“An event is a subset of the sample space.” — Blitzstein, 16:33

Olasilik teorisinin matematiksel bir konu olabilmesini saglayan biiyiik atilim tam da buydu: olaylar kiime
olarak diisiinmek. Bundan 6nce insanlar olasilik problemlerini sezgiyle ¢6zmeye c¢alisiyordu ve cogu sezgisel
kural yanlis ¢ikiyordu. Kiimeler (birlesim U, kesisim N, tiimleyen) sayesinde “A olay1 veya B olay1”, “A ve
B” gibi sezgisel ifadeler kesin matematige doniistii. Bu kursta ¢ok sayida Venn diyagramm goreceksin.

. Olay A =ilk atis T AnB =herikiatis T
Ornek uzay S — 4 esit-olasi sonug |A|=2, P(A)=2/4=1/2 IAnB|=1,P=1/4
HH HT HH HT HH HT

TH TT TH TT TH

Sekil 8.2: Iki para atisinin 6rnek uzay1 S = {HH, HT,TH,TT} ve ii¢ ilging olay: A = ilk ati§ tura, B =
ikinci atig tura, A N B = her ikisi tura.

@ Builder Notu — Destek ve State Space

Ornek uzay, bir olasilik dagiliminin destegi (support) ile ayn1 kavram. Bir dil modelinde 6rnek uzay =
sozliik (vocabulary); bir sonraki token’in olas1 tiim degerleri. “Olay” ise bu sozliigiin bir alt-kiimesi —
ornegin “Uretilen token bir noktalama isareti” bir olaydir. RL’de 6rnek uzayin karsilig1 state space’tir.
Olaylar1 kiime islemleriyle birlestirme aligkanlig1, ileride birlesik / kosullu olasiliklari (joint / conditional)
dogru kurmanin temeli.
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8 Olasilik ve Sayma

8.4 Olasiligin Naif Tanimi

Artik olasilig1 tanimlayabiliriz. Tiim kurs boyunca biiyiik P harfi “olasilik” demektir: P(A), yani “A olayinin
olasili1”.

Naif tanim goyle der: bir A olayinin olasiligi, A’ya lehte (favorable) sonuglarin sayisinin, toplam olasi sonug
sayisina oranidir.

P(A) = %

Burada | A| = A’ya lehte sonug sayisi (A kiimesinin eleman sayisi),
Pay “kag tanesi istedigimiz sey”, payda “toplam kag olasilik var”.

S| = 6rnek uzaydaki toplam sonug sayisi.

Ornek: paray1 iki kez at. Ornek uzay S = {HH, HT,TH,TT}, yani |S| = 4. “Her iki atig da tura” olay1
A = {TT}, yani |A| = 1. O halde:

P(A) =

Bu, lisede gordiigiin olasilik taniminin ta kendisi: kac olasilik var say, kaci istedigin durum say, bol.

“we just count how many of those happen, divide by a number of things, that’s it. That’s the naive
definition.” — Blitzstein, 24:34

@ Builder Notu — Uniform = Maksimum Entropi

Naif tanim aslinda sonlu bir kiime iizerindeki diizgiin (uniform) dagilimdir — her sonuca esit agirlik.
Bilgi-teorik olarak bu, “elimde sadece sonlu sonug var, bagka hicbir sey bilmiyorum” durumunun
maksimum entropili dagilimidir. ML'de karsiligi: bir siniflandiriciyr egitmeye baslamadan onceki
uniform prior, ya da rastgele tahmin eden baseline (10 sinif varsa sans seviyesi 1/10). Payi/payday1
sayarak olasilik bulmak, dagilim gergekten uniform oldugunda yapilan kesin (exact) ¢cikarimdir —
Monte Carlo gibi yaklasikliga gerek kalmaz.

8.5 Naif Tanimin iki Varsayimi (ve Nerede Coker)

Naif tanim bedava degil. Iki giiclii varsayima yaslanir:

1. Tiim sonuclar egit olasi.
2. Sonlu sayida sonu¢ var — yoksa payda sonsuz olur ve oran anlamini yitirir.

“It assumes that all outcomes are equally likely. ... it also assumes that there are finitely many
outcomes.” — Blitzstein, 24:48
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8.6 Neden Saymak? Carpma Kurali

Birinci varsayim ne zaman makul? Simetri oldugunda. Alt1 yiizii simetrik bir zar atiyorsan, her yiiziin 1/6
olmas1 mantikli. Ama zar hileli (loaded) ise — bir tarafa agirlik verilmisse — esit olasilik varsayimi ¢oker.
Yani “esit olas1” bedava bir varsayim degil; onu gerek¢elendirmen gerekir (genelde simetriyle).

Gerekgesiz uygulanirsa naif tanim sagmaliga gotiiriir. Blitzstein’in klasik 6rnegi: “Neptiin’de yagam olma
olasilig1 nedir? Ya vardir ya yoktur, iki olasilik, demek ki 1,/2.”

“either there is or there isn’t, that’s two possibilities. ... so it'd be 1/2.” — Blitzstein, 26:19

Bu agik¢a sagma. Daha da kotiisii: “Neptiin’de akilli yasam olma olasilifi?” Yine ya vardir ya yoktur — 1/2.
Oysa akilli yagam, herhangi bir yasamdan kesinlikle daha az olas1 olmali (akilli yasgam C yasam). Naif tanim
bu kesin esitsizligi yakalayamiyor — clinkii “iki secenek var” demek onlar egit olas1 yapmaz.

Ders bu ylizden hizla naif tanimin 6tesine gegecek. Ama naif tanim hala 6nemli: hem konunun tarihsel dogusu,
hem de simetrinin gecerli oldugu (zar, kart, yazi-tura) bir siirii problemde dogru arac.

! Builder Notu — Base-Rate Neglect

“Esit olas1 varsayimu gerekce ister” dersi, ML'de uniform prior’m tehlikesidir. Neptiin safsatasi = kendi
uydurdugun bir boliimleme {izerine uniform dagilim dayatmak. Pratik karsilig1: simiflar dengesizken
(6rnegin %1 dolandiricilik) modelin uniform sinif prior’1 varsaymasi onu kalibrasyonsuz yapar —
gergek base rate’i veriden 6grenmen gerekir. “Iki secenek var, demek ki 1/2” hatas1, naive stmiflandiri-
cilar1 vuran base-rate neglect’in ta kendisidir; Bayesian prior tam da bunu diizeltir. Kisaca: dagilimlari
varsayma, veriden égren.

8.6 Neden Saymak? Carpma Kurali

Naif tanimda pay1 ve payday1 bulmak icin sonuglar1 saymamiz gerekiyor. Dort sonuclu para 6rnegini elle
yazdik, ama gercek problemlerde sonuglari tek tek listelemek imkansiz hale gelir. Bu yiizden Blitzstein kursun
ilk biiyiik teknik konusunu sayma olarak koyuyor:

“the first major topic in this class is, how do we count?” — Blitzstein, 28:20

[1k ve en temel ara¢ carpma kurali (multiplication rule). Kural syle: bir deney sirayla r asamadan oluguyorsa
ve

* Asama 1’de n; olasi sonug,
* her Asama 1 sonucu i¢in Asama 2’de n4 olas1 sonug,
* ve Onceki agamalardan bagimsiz olarak Asama 7’de n,. olasi sonug varsa,

birlesik deneyin toplam sonug sayis1 bu ¢arpimdir:

Blitzstein’in dondurma 6rnegi bunu somutlastirir: 3 ¢esit (cikolata, vanilya, cilek) ve 2 tip kiilah (kek, waffle).

Kag secenek var? Bir agac¢ diyagramu ¢iz — once kiilah dali 2’ye ayrilir, sonra her dal ¢esit i¢in 3’e ayrilir:
2 x 3 = 6. Once gesidi segsen de sonug degismez: 3 x 2 = 6.
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8 Olasilik ve Sayma

N B -

. Dondurma se¢

Kek kiilah Waffle kiilah

Cikolata

Vanilya Cilek Cikolata Vanilya Cilek

Sekil 8.3: Dondurma agaci: 2 kiilah x 3 cesit = 6 sonug. Hangi sirayla sectigin dnemsiz.

“once you understand this example completely, then all this stuff I wrote here becomes obvious.”
— Blitzstein, 32:17

Kritik sezgi: bu ¢arpimlar iistel hizla biiyiir. Her adimda 2 secenek ve 10 adim olsa 2! = 1024 sonug eder.
Iste bu yiizden sonuglar elle listelemek umutsuz — saymanin kurallarina ihtiyacimiz var.

Toplam dizi sayisi Vt (log 6lcek)

Kombinatorik patlama — carpma kurali Gstel hizda buyUr

106! A

1053

1045 -

1037 -

102 -

102? +

1013 -

105 -

—o—oa—"°

Yazi-tura: V=2
-@= Zar: V=6
—-@— Kart: V=52
=@— Mini s6zlUk: V=1000

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
Adim sayisi L

Sekil 8.4: Carpma kurali iistel biiyiir. Her adimda V' secenek ve L adim olunca V' olasi dizi. Bir LLM’de
V ~ 50,000, L = 50 token — 50000°° = 10234 dizi. Biitiinii deneyemezsin.
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@ Builder Notu — Zincir Kurali ve Beam Search

Carpma kurali, olasiligin zincir kuralnin (chain rule) iskeletidir:

p<$17"' 7xn) :p(xl) 'p<m2 ’ Jfl)p(J?n | Lyy--- 7In—1>




8.7 Binom Katsayist

Bir autoregressive dil modeli tam da budur — her token bir agama, s6zliikk boyutu V' kadar secenek; L
token’lik bir dizi icin V% olasi dizi vardir. Bu kombinatorik patlama modern iiretimin neden biitiin di-
zileri deneyemedigini ve neden 6rnekleme / beam search yaptigini aciklar. Blitzstein’in agag¢ diyagramu,
beam search’iin gezdigi arama agacimn ta kendisidir.

8.7 Binom Katsayisi

Carpma kuralindan ¢ikan en 6nemli sayma aract binom katsayisi: “n’den k se¢”. n nesneden, sirasi 6nemsiz
olacak sekilde £ tanesini segmenin kag¢ yolu oldugunu verir.

n n!
(k) T (n— kA

(k > n ise tanim geregi 0’dir — 10 kisiden 11 tanesini secemezsin.)

“We’ll be seeing a lot of these in this course, those are called a binomial coefficient.” — Blitzstein,
36:01

Bu formiil nereden geliyor? Dogrudan carpma kuralindan. Once n kisiden & tanesini sirah segtigimizi
diisiin: ilki i¢in n, ikincisi i¢in n — 1, Gi¢iinciisi i¢in n — 2 segenek... k. se¢cim i¢in n — k + 1 secenek:

nn—1)(n—2)-(n—k+1)

Ama biz siray1 umursamiyoruz. Ayni k kisilik grubu k! farkli sirada secebilirdik — yani her grubu £! kez
fazladan saydik. Bu fazlalig1 diizeltmek icin k!’e boleriz:

L] = —

n nn—1)-(n—k+1) n!
k!  (n—k)E!

Iki ifade aymdir: faktoriyelleri agip sadelestirirsen (n — k)! kismu iptal olur ve ortadaki carpim kalir.

@ Builder Notu — Alt-Kiime Sayma

Binom katsayis1 “kag farkl alt-kiime” sorusunun cevabidir. Dropout’ta her adimda hangi néronlar1
sondiirecegini se¢mek bir alt-kiime secimidir; n néronun k tanesini sondiirmenin (Z) yolu vardir.
Olas1 konfigiirasyonlar1 sayma, istatistiksel fizikteki partition function ve bilgi teorisindeki entropi
hesaplarinin temelidir. Ayrica binom katsayilari, binom dagiliminin (n bagimsiz denemede k basari
olasilig1) ¢cekirdegidir — onu Ders 8’de gorecegiz.
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8 Olasilik ve Sayma

Pascal tcgeni — C(n, k) degerleri (renk yogunlugu = bUyuklik)

o
olo
ololo
©I0I0I0 satr toplami = 2% = &
OO
PO@®@OE® o
DOB@®®EO®
PO@@O@DD  =wwn-r-wm
DO®®®®®® O
HOHOBB®® OO
OOEOODOD®®® D =wom-r-m

Sekil 8.5: Pascal iiggeni: her hiicre (};). Yatay simetri (})) = (,,”,) ve toplam >, (};) = 2" (her satirn
toplami bir sonraki 2’nin kuvveti).
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8.8 Worked Example: Poker’'de Full House

8.8 Worked Example: Poker’de Full House

Naif tanim1 gercek bir problemde ¢aligtiralim. 52 kartlik standart desteden 5 kart ¢ekiyorsun ve deste tam
karilmis, yani tiim 5’li eller esit olas1 (simetri var, naif tanim mesru). Bir full house, ii¢ tanesi bir degerden
(rank), iki tanesi baska bir degerden olan eldir — 6rnegin ii¢ tane 7 ve iki tane 10.

Naif tanim: payda = olasi el sayisi, pay = full house el sayisi.

Payda: 52 karttan 5 kart se¢cmenin yolu, sira onemsiz:
52
5

» Ug tanesine sahip oldugumuz degeri sec: 13 olasilik (as, 2, ..., papaz).
« O degerin 4 kartindan 3’iinii se¢: (3).

* Iki tanesine sahip oldugumuz degeri se¢: ilk deger hari¢ 12 olasilik.

« O degerin 4 kartindan 2’sini seg: (3).

Pay (agac gibi diisiin, carpma kurali):

Hepsini ¢carpma kuraliyla birlestir:

1
P(full house) =
Sayilart koyalim: (g) =4, (3) = 6, yani pay = 13-4 - 12 - 6 = 3744. Payda (552) = 2,598,960. Sonug
~ 0,00144 — yani yaklagik her 694 elde bir full house.

“it helps to think in terms of the tree — think in terms of the multiplication rule.” — Blitzstein,
40:59

Blitzstein’in vurgusu: bagka dogru yollar da var, ama aga¢/carpma kurali iizerinden diisiinmek daha yapisal
ve hata yapma olasiligin daha diisiik.

@ Builder Notu — Konfigiirasyon Sayma ve Permiitasyon Simetrisi

Bu problem aslinda konfigiirasyon sayma — belirli bir yapinin kac farkli sekilde gerceklesebilece-
gini saymak. Istatistiksel fizikte ayn1 sayma “mikrodurum sayis1”dir ve dogrudan entropiye (log of
count) baglanir. Pay1 ¢arpma kuraliyla agamalara bolmek, bir birlesik dagilimi kosullu parcalara
carpanlamakla (p(a, b, c) = p(a)-p(b | a) - p(c | a, b)) aym disiplindir. “Siray1 umursama, k!’e bol”
hamlesi ise permiitasyon simetrisidir; Deep Sets gibi permiitasyon-degismez (permutation-invariant)
mimariler tam olarak bu simetriyi modele gomer.
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8 Olasilik ve Sayma

Poker el olasiliklari — full house vurgulu

Royal Flush 0.00000

0.00001

Straight Flush

0.00024

Four of a Kind

Full House 0.00144

Flush 0.00197

Straight 0.00392
Three of a Kind 0.02113
Two Pair 0.04754

One Pair 0.4p257

10-6 1073 1074 1073 1072 107t
Olasilik (log Olgek)

Sekil 8.6: Poker el olasiliklari log 6lgekte. Full house (kirmizi) ~ 0,144%, four-of-a-kind ondan alt1 kat daha
nadir. Royal flush 0,00015%.

8.9 Ornekleme Tablosu (2x2)

Tiim sayma problemlerini tek catida toplayalim. Ornekleme (sampling): n nesneli bir popiilasyondan k
nesne ¢ekiyoruz. Iki ikili secim var:

* Yerine koyarak mi, koymadan mi? (with/without replacement) — cektigimizi geri koyup tekrar
secebilir miyiz?

* Sira 6nemli mi, degil mi? (order matters or not)

Bu iki ikili se¢im 2 X 2 tablo verir:

Ornekleme Sira onemli Sira 6nemsiz
Yerine koyarak nk ("H,j_l)
Yerine koymadan nn—1)-(n—k+1) ()

Ug tanesi carpma kuralindan aminda ¢ikar:

* Yerine koyarak, sirah: her secimde n secenek, k kez — n”.

* Yerine koymadan, sirali: n,n — 1, ... azalan > n(n — 1) - (n — k + 1).
* Yerine koymadan, sirasiz: tam da binom katsays1 — ().

Dordiinciisii (yerine koyarak, sirasiz) ¢cok daha incedir — Blitzstein “bir derece daha zor” diyor ve sonucu

("ﬂ’;fl) olarak veriyor, ispatini bir sonraki derse birakiyor.
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8.10 Bu Dersin Ozeti

“I don’t want you to memorize this table, I want you to understand.” — Blitzstein, 44:15

Yani amag tabloyu ezberlemek degil; her hiicrenin neden dyle oldugunu ¢arpma kuralindan tiiretebilmek.

@ Builder Notu — Bootstrap, SGD, Set Modelleri
Bu 2 x 2 tablo ML’de her giin karsina ¢ikar:

* Yerine koyarak érnekleme = bootstrap: bagging ve random forest, veriden yerine koyarak tekrar
ornekleyerek cesitlilik iiretir.

* Yerine koymadan érnekleme = SGD’de her epoch’ta veriyi karistirip minibatch’leri yerine
koymadan ¢ekmek.

* Sira 6nemli/6nemsiz ekseni ise mimari se¢ciminin kalbidir: siraya duyarlt modeller (RNN, po-
sitional encoding’li transformer) vs. sira-degismez kiime modelleri (Deep Sets, pozisyonsuz
attention).

Ayni k nesneyi farkli sirada “ayni” saymak, modele permiitasyon simetrisi 6gretmektir.

8.10 Bu Dersin Ozeti

1. Ornek uzay, bir deneyin tiim olas1 sonuglarinin kiimesidir (5); olay, 6rnek uzayin bir alt-kiimesidir
(ACS).

2. Olasih@m naif tanimi: P(A) = | A|/|S| — lehte sonug sayisi bolii toplam sonug sayist.

3. Naif tanim iki varsayim ister: tiim sonuclar egsit olas1 ve sonlu sayida. “Esit olas1” bedava degil, gerekce
(genelde simetri) ister; “Neptiin’de yasam — 1/2” 6rnegi gerekgesiz kullanimin sagmaligini gosterir.

4. Sayma, kursun ilk biiyiik aracidir — clinkii pay1 ve paydayi elle listelemek cabuk imkansizlagir.

5. Carpma kurali:  asamal1 bir deneyde toplam sonug sayis1 1 - 14 --- n,.. AZag diyagramiyla gorsellestir;
uistel hizla biiyiir.

6. Binom katsayisi (Z) = #W n nesneden sirasiz k se¢gme. Sirali segip k!’e bolerek tiiretilir.

7. Ornekleme tablosu (2 x 2): yerine koyarak/koymadan x sira 6nemli/Gnemsiz — n¥, n(n —1) - (n —
B, (7). ().

I Tek bir ciimle

Olasilik, belirsizligi saymaya indirger: esit-olasi ve sonlu bir diinyada bir olayin olasilig1 “kag yol lehte /
kag yol toplam”dir — ve bu yollar1 dogru saymak ¢arpma kural ile binom katsayisinin isidir.
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8 Olasilik ve Sayma

8.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Adil paray1 3 kez at. Ornek uzayda kac sonug var ve tam olarak iki tura (T) gelme olasilig
nedir?

Cevap: Carpma kuraliyla |[S| = 2 x 2 x 2 = 23 = 8 sonug. “Tam iki T” olayinin lehte sonuglart:
TTH, THT, HTT — yani 3 tane (ya da (g) = 3, li¢ atistan T gelecek ikisini segmek). Hepsi esit olasi
oldugundan P = 3/8.

1 Soru 2: 52 kartlik desteden 5 kart cekersen ‘dort ayni (four of a kind)’ olma olasilig1 nedir?

Cevap: Payda yine (552). Pay icin carpma kurali: dort kartin degerini se¢ (13 olasilik) x o degerin 4
kartinin hepsini al ((i) = 1) x kalan 5. kart1 diger 48 kart arasindan se¢ (48). Pay = 13 - 1 - 48 = 624.
Yani P = 624/2,598,960 ~~ 0,00024 — full house’tan ¢ok daha nadir, mantikli, ¢iinkii dort ayni daha
giiclii bir el.

i Soru 3: Siral se¢im n(n — 1) -+ (n — k + 1), sirasiz segim () yol verir. k = n 6zel durumunda
ikisi ne verir, ne dogrular?

Cevap: k& = n iken sirali se¢im n(n — 1) -+ 1 = n! verir (n nesnenin tiim permiitasyonlari). Sirasiz
secim (Z) = 1 verir (n nesnenin tiimiinii almanin tek bir yolu var — hepsini al). Aralarindaki oran
n!/1 = nl, yani “siray1 umursamayinca k! = n!’e bol” kuraliyla birebir tutarli: ayni tek grubu n! farkli
sirada dizebilirsin.

1 Soru 4: (Builder) Naif tanimin ‘esit olas1’ varsayimi bir siniflandiricinin hangi varsayimina denk diiser
ve ne zaman tehlikelidir?

Cevap: Uniform sinif prior’a denk diiser — her sinifi esit olas1 saymak. Siniflar dengesizse tehlikelidir:
ornegin %99 saglam, %1 arizali bir veride modelin (veya naif bir kuralin) siniflar1 esit olas1 varsaymasi
base rate’i yok sayar ve kalibrasyonsuz, yamltici olasiliklar iiretir. Tipkt “Neptiin’de yasam ya var ya
yok — 1/2” safsatas1 gibi. Dogrusu: prior’1 veriden (gercek sinif frekanslarindan) 6grenmek, gerekirse
class weighting veya olasilik kalibrasyonu uygulamak.

8.12 Egzersizler

Egzersiz 1. Bir adil zar1 iki kez atiyorsun. (a) Ornek uzayda ka¢ sonug var? (b) iki atisin toplaminin 7 olma
olasilig1 nedir? (c) Toplamin 7 olmama olasilig1 nedir? (ipucu: énce |S|’yi carpma kuraliyla bul, sonra lehte
sonuclari say.)

Egzersiz 2. 52 kartlik desteden 5 kartlik bir el ¢ekiyorsun. Beg kartin da ayni tiirden (suit) olma olasiligini
naif tanimla, binom katsayilari cinsinden yaz. (iki asama: dnce tiirii seg, sonra o tiiriin 13 kartindan 5’ini seg.)
Ifadeyi sadelestirmeden () cinsinden birakabilirsin.

Egzersiz 3. Bir sayma argiimaniyla (formiilii agmadan, tek ciimleyle) sunu agikla: (Z) = (nrj k) (ipucu: k&
tanesini “se¢mek”, aslinda disarida birakilacak n — k tanesini se¢mekle ayn1 seydir.)
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8.13 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 4. (Python — full house Monte Carlo) Full house olasiligini hem formiille hem de simiilasyonla
dogrula. ikinci kistm, bu dersin “crnekleme” fikrinin pratigidir.

formil: 0.00144
simiilasyon: ©.00136 (N = 200,000)

Egzersiz 5. (Sonraki dersin habercisi) Ornekleme tablosunun en zor hiicresi “yerine koyarak, sirasiz” —
("ﬂf*l). n = 2, k = 3 i¢in tiim olasiliklar1 elle listele (yani {1, 2} kiimesinden, sirasi1 dnemsiz, tekrarl 3

secim) ve bunlarin sayisinin formiiliin verdigi (g) = 4 ile eslestiZini goster. Ders 2’de bunun neden boyle
oldugunu (“stars and bars” / Bose-Einstein) ispatlayacagiz.

8.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 2: Story Proof’lar ve Olasilik Aksiyomlar:

Ders 2’de naif tanimin 6tesine gegiyoruz. Ornek uzayin sonlu ve esit-olast olma zorunlulugunu kaldiran genel
(aksiyomatik) olasilik tanimim kuracagiz. Ayrica formiil cebiriyle degil, dogrudan bir sayma hikayesiyle
ispat yapma teknigi olan “story proof”’u 6grenecegiz — ve ornekleme tablosunun biraktigimiz zor hiicresini

(<n+;§71)) bu yontemle ispatlayacagiz.

Ana konular:

¢ Olasihigin aksiyomlar:: negatif olmama, P(S) = 1, ve ayrik olaylar i¢in toplanabilirlik.
* Story proof: bir kombinatorik kimligi iki farkli sayma yoluyla kanitlama.
* “Yerine koyarak, sirasiz” drneklemenin ispat1 (stars and bars / Bose-Einstein).

Ders 2 oncesi yapilacak

* Bu dersin egzersizlerini ¢coz — 6zellikle 4 (Python) ve 5 (elle listeleme).
* Python’da math.comb ve itertools ile kiiciik sayma deneyleri yap.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Olasilik, belirsizligi saymaya indirger.”

8.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Ornek uzay (.5) Bir deneyin tiim olas1 15m20
sonuclarinin kiimesi
Olay Ornek uzayin bir 16m33
alt-kiimesi (A C 5)
Naif tamim P(A) =|A|/|S] 24m34
iki varsaymm Esit olas1 + sonlu; esit 24m48
olas1 simetriyle
gerekgelenir
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8 Olasilik ve Sayma

Kavram Tanim Blitzstein’de

Neptiin safsatasi Gerekgesiz “ya var ya 26m19
yok — 1/2” hatasi

Carpma kural r asamal1 deneyde 29m05
Ny Ny M,

Agac diyagram Carpma kuralinin 32ml1
gorseli (dondurma:
2x3=06)

Binom katsayisi (3) =n!/((n—Fk)'k!), 36mo0l
sirasiz k segme

k!’e bolme Sirali se¢cim +k! = 38m26
sirasiz se¢im

Full house 13-(3)12-(3)/(3) ~ 39m01
0,00144

Yerine koyarak, sirah nk 43m47

Koymadan, siral nn—1)-(n—k+1) 44m23

Koymadan, sirasiz (%) 44m03

Yerine koyarak, sirasiz (”J“]]z_l) (Ders 2°de 45m26
ispat)

8.15 ML Baglantilari Ozeti

1.

@7 koprii

Ornek uzay / olay — bir olasilik dagilimimin destegi; dil modelinde sozliik, RL’de state space,
olay = ilgilenilen alt-kiime.

. Naif tanim (uniform) — uniform prior ve rastgele baseline; sonlu destek iizerinde maksimum

entropili dagilim.

. “Esit olas1 gerekce ister” — dengesiz veride base-rate neglect tehlikesi; prior’1 veriden 6gren

ve modeli kalibre et.

. Carpma kural — olasiliin zincir kurah p(z4, ..., z,) = [ [, p(z; | z_;); autoregressive dil

modelinin token-token iiretimi.

. Kombinatorik patlama (n*, V1) — biitiin dizileri deneyemezsin; bu yiizden sampling, beam

search, MCMC gibi yaklasik yontemler.

. Binom katsayis1 — alt-kiime sayma; dropout maskeleri, partition function, ve binom dagilimi

(Ders 8).

. Ornekleme tablosu — bootstrap (yerine koyarak) vs SGD minibatch karistirma (koymadan);

sira 6nemi — sequence modelleri (RNN, positional transformer) vs set modelleri (Deep Sets,
pozisyonsuz attention).
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8.15 ML Baglantilar: Ozeti

! Tek bir sey alip gideceksen

Olasilik, “kac yol?” sorusudur. Esit-olas1 ve sonlu bir diinyada her olasilik bir sayma problemine
indirgenir — ve saymanin iki temel aleti carpma kurali ile binom katsayisidir. Ders 2’den itibaren
yapacagimiz sey, bu “esit-olas1” varsayimini gevsetip gercek diinyaya agilmak.
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9 Story Proof’lar ve Olasilik Aksiyomlari

Aymi seyi iki yolla say + olasilig1 iki kurala indir

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 2: Story Proofs, Axioms of Probability (=46 dk)
* Okuma siiresi: =25 dk

9.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 1’de naif tanimi1 ve saymanin temel araglarini kurduk. Burada iki biiylik adim atiyoruz:

1. Etiketleme + story proof — sayma problemlerini dogru kurmanin ve kombinatorik 6zdeslikleri
cebirsiz, “hikdyeyle” ispatlamanin yolu.

2. Stars and bars — “yerine koyarak, sirasiz” érneklemenin neden ("ﬂ'jfl) oldugunun ispati.

3. Olasilik uzay (S, P) + iki aksiyom — tiim olasilik teorisinin dayandigi temel.

“every single theorem and result in probability eventually follows from these two rules.” —
Blitzstein, 45:34

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Story proof = “aym seyi iki yolla say” bijektif akil yiiriitmedir; parametre sayma, kombinatorik
kimlikler ve olasilik tiiretmelerinde siirekli goriiliir.

* Vandermonde 6zdesligi bir konvoliisyondur — bagimsiz dagilimlarin toplaminin dagilimi. Ders
22°de FFT ile akraba.

» Aksiyomlar, bir modelin ¢iktisinin uymak zorunda oldugu kurallardir: softmax toplami 1 (=
P(S) = 1), olasiliklar negatif olamaz, ayrik olaylar toplanir (= marjinallestirme).

* Ayirt edilemezlik (exchangeability) — i.i.d. varsayiminin, bag-of-words’iin, set modellerinin
(Deep Sets) temeli.

9.2 Etiketleme: Once Numaralandir

99 ¢

Blitzstein’in en pratik tavsiyesi: bir problemde “n kisi”, “n top” veya “n geyik’ gec¢iyorsa, onlar1 zihninde
1°’den n’e numaralandir (her birine ID ver) — goriiniiste 6zdeg olsalar bile.
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https://www.youtube.com/watch?v=FJd_1H3rZGg

9 Story Proof’lar ve Olastlik Aksiyomlart

Etiketle:

nesneleri numaralandir

C(n,k)=C(n,n-k)

/

Story Proof

Sekil 9.1: Ders 2 yapisi: sayma — story proof — stars and bars; ve esit-olasi varsayiminin Stesine gecen

32

(2 yolla say)

n-C(n-1,k-1)
= k-C(n,k)
(baskanli komite)

Vandermonde
= konvolusyon

\

Stars and Bars
= C(n+k-1, k)

Aksiyomatik
Olasilik (S, P)

A1: P(0)=0, P(S)=1

aksiyomatik tanim

.
—

¥ Her teorem
bu ikisinden cikar

A2: ayrik toplanabilirlik




9.3 Iki Yolla Saymak: Takimlara Bolme

“assume that they’re labeled with the numbers I up to n.” — Blitzstein, 4:56

Neden? Ciinkii doga, toplar sana tipatip ayni goriinse de onlar1 ayr1 nesnelermis gibi sayar. Bir kavanozdaki
10 yesil top goziine 6zdes gelir; ama olasilik hesabi, sanki iizerlerinde 1-10 yaziliymuig gibi dogru sonug verir.
“Bunlar ayni, ayirt edilemez” deyip etiketlemezsen bagin derde girer.

“as far as nature is concerned, it behaves as if they are distinguishable and labeled.” — Blitzstein,
6:40

Bu, naif tanim icin kritik: esit-olas1 sonug¢lar1 dogru kurmak ancak nesneleri etiketleyince miimkiin olur.

@ Builder Notu — indeksleme vs Exchangeability

Etiketleme = veri noktalarin1 indeksleme. Bir batch’teki 6rnekler ayri ayridir (indeksli), ama baz1 yapilar
degistirilebilir (exchangeable) — siras1 onemsiz, etiketleri atilabilir. “Ayirt edilebilir mi, edilemez
mi” sorusu Ders 1 §sec-ornekleme’deki “sira 6nemli mi”’nin ta kendisidir ve sequence modeli (RNN,
positional transformer) ile set modeli (Deep Sets, pozisyonsuz attention) arasindaki se¢imi belirler.

9.3 iki Yolla Saymak: Takimlara Béime

[lk story proof 6rnegi basit bir sayma sorusundan ¢ikiyor: 10 Kisiyi 6 kisilik ve 4 kisilik iki takima kag sekilde
bolersin?

Yol A: 4 kisilik takimu se¢, geri kalan otomatik 6 kisilik takim — (140). Yol B: Once 6 kisilik takimi se¢ —
10
(6):

Aymni seyi iki farkli yolla saydik, demek ki esitler:

(05
9

Bir incelik: ya iki takimin da 5’er kisi olmasini isteseydik? Cevap (150) degil. Ciinkii “Takim A / Takim B”
ayrimi yok; {1-5} ile {6-10} bolmesi, {6-10} ile {1-5} bolmesi aym bolmedir. Her bolmeyi iki kez saydik,

2’ye boleriz:
1(10
2\5

“there is a clear difference between a team of 4 and a team of 6. While 2 teams of 5 ... it’s
equivalent.” — Blitzstein, 10:15

Genel hali, onemli bir 6zdeslik:
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9 Story Proof’lar ve Olastlik Aksiyomlart

Ders: “sira dnemli mi” demek fazla basit; asil mesele neyin gercekten farkh sayildigim diisiinmek.

@ Builder Notu — Dropout ve Label Switching

() = (") dogrudan dropout simetrisidir: n néronun k tanesini sondiirmek = n — k tanesini aktif
birakmak. “Etiketsiz iki gruba boliip 2°ye bolme” hamlesi clustering’deki label switching problemiyle
ayni: kiime etiketleri keyfi oldugundan, aym boliimlemeyi k! kez sayarsin ve diizeltmen gerekir (mixture

modellerin posterior’'unda).

9.4 Ornekleme Tablosunun Dérdiincii Hiicresi: Stars and Bars

Ders 1°de drnekleme tablosunun en zor hiicresini “yerine koyarak, sirasiz” — (”H]j 71) olarak vermis ama
ispatlamamustik. Blitzstein’in iki tavsiyesini uyguluyoruz: dnce basit/u¢ durumlarla kontrol et, sonra diyagram
¢ciz.

Uc¢ durum kontrolleri:

Genel ispat (stars and bars). Asil numara, problemin bagka bir probleme denk oldugunu gormek: “n ayirt
edilebilir kutuya k ayirt edilemez pargacigi kag sekilde yerlestirirsin?”’

“recognizing when two problems are equivalent even if they sound different. ... that’s a thinking
thing.” — Blitzstein, 19:33

Parcaciklari nokta (), kutu sinirlarin1 ayrag (]) olarak kodla. n kutu i¢in n — 1 ayrag, art1 £ nokta var —
toplam n + k — 1 konum. Bir yerlesimi belirlemek icin tek yapman gereken, bu konumlardan hangilerinin

nokta oldugunu se¢mek:
n+k—1\ (n+k—1
k N n—1

@ Builder Notu — Bag-of-Words ve Olasilik Simpleksi

“n kutuya k ayirt edilemez pargacik” tam olarak bir sayim vektorii / histogram saymaktir. Bag-of-
words’te V' kelimelik sozliikten uzunlugu k olan bir belgenin kelime-sayim vektorii tam bu yapidir —
(VJ“: _1) olasi histogram. Ayn1 kombinatorik Dirichlet-multinomial modellerin temelidir. Stars and
bars’in siirekli karsihig1, softmax ¢iktilarinin yasadigi olasiik simpleksidir (> p, = 1, p; > 0).
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9.5 Ayirt Edilemezlik ve Bose-Einstein

n=4kutu, k=5 parcacik » (**371) = (¢) =56 yerlesim

* | * * | | * * -(1,2,0,2)
| | * * * | * * ~(0,0,3,2)
* * | * | * | * »(2,1,1,1)

Sekil 9.2: Stars and bars: n = 4 kutuya k = 5 ayirt edilemez pargacigi yerlestirme. Toplamn + k—1 =8
konumdan k& = 5 tanesi nokta segilir. Ug 6rnek yerlesim: (1,2,0,2), (0,0,3,2), (2,1,1,1).

9.5 Ayirt Edilemezlik ve Bose-Einstein

n = 2 durumunun fiziksel yorumu var. Iki paray1 at: normalde 4 esit-olas1 sonu¢ (HH, HT, TH, TT). Peki
paralar sana tipatip ayni goriiniiyorsa?

1920’lerde fizikci Bose, parcaciklar icin (paralar igin degil) yalnizca 3 esit-olas1 sonu¢ oldugunu 6ne siirdii:
HH, TT ve “bir yazi-bir tura” (HT ile TH ayirt edilemiyor). Once alay edildi; Einstein fikri begendi —
Bose-Einstein istatistigi dogdu ve Bose-Einstein yogusmasi 6ngoriildii (70 yil sonra deneysel gozlendi).

Blitzstein’in kritik uyarisi: paralar icin dogru model etiketlidir (4 sonug), Bose unki (3 sonug) degil. Stars-
and-bars sayma icin dogrudur, ama naif olasilik tanimiyla birlikte kullanma — gercek nesneler (zar, kart, top)
etiketliymis gibi davranir.

“you have to be careful about using this with the naive definition of probability.” — Blitzstein,
29:37

@ Builder Notu — Exchangeability ve de Finetti

Bose-Einstein durumu tam degistirilebilirlik (exchangeability) demektir — parcaciklar 6yle ayirt edile-
mez ki “Tanr1 bile” siray1 soyleyemez. ML'de bu, de Finetti teoreminin kalbidir: sonsuz degistirilebilir
bir dizi, gizli bir parametreye kosullandiginda i.i.d. olur. Yani “veriyi i.i.d. varsay” ciimlesinin teorik
temeli exchangeability’dir. Pratikte set modelleri (Deep Sets, set transformer) bu ayirt-edilemezligi
mimariye gomer.

9.6 Story Proof Nedir?

Bir story proof, bir kombinatorik 6zdesligi cebirle degil, yorumla ispatlamaktir — “proof by interpretation”.
Sembolleri faktoriyel olarak acip sadelestirmek yerine, her iki tarafin neyi saydigini anlatirsin.

“proof by interpretation ... rather than proof by algebra or calculus.” — Blitzstein, 30:20
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9 Story Proof’lar ve Olastlik Aksiyomlart

Etiketli — Maxwell-Boltzmann Bose-Einstein — ayirt edilemez
(gergek paralar) (kuantum pargaciklar)
H1H2 H1T2 * % | 5

P=1/3 — 2 tura

P=1/4 P=1/4
* | *
P=1/3 —1H 1T
TiH2 TiT:z
= | hk
P=1/4 P=1/4

P=1/3 — 2 yazl

Sekil 9.3: Iki para atisinda etiketli (Maxwell-Boltzmann) ve ayirt edilemez (Bose-Einstein) modeller. Sol:
4 sonug esit-olasi, P(karigik) = 1/2. Sag: 3 sonug esit-olasi, P(karigik) = 1/3. Gergek paralar
SOLA uyar.

Ik 6rnegi gordiik: (Z) = (nﬁ k) Cebirle de gosterilebilir ama hikayesi daha aydinlatict: n kigiden k tanesini
secmek, aslinda digarida birakilacak n — k tanesini segmekle ayn1 seydir. Faktoriyel manipiilasyonu sana
neden dogru oldugunu sdylemez; hikaye soyler.

9.7 Story Proof: Bagkanli Komite

Cok kullanigh bir 6zdeslik:

n—1 n
=k
Blitzstein bunu ezberlemedigini, her seferinde hikayeyle tiirettigini soyliiyor. Hikaye: n kisiden, biri bagkan

olarak atanmuig bir k kisilik komite se¢gmek istiyoruz.

* Yol A: Once komiteyi seg (), sonra k iiye arasindan bagkani se¢ (k yol) — k - (7).
n—l)

* Yol B: Once baskani seg (n yol), sonra kalan n — 1 kisiden k — 1 tiyeyi se¢ (} 1)) = n - (? 7]

Ikisi de aym seyi (baskanli komite) sayar, esittir.

“count the same thing in two ways. ... if both ways are correct, they must agree.” — Blitzstein,

34:46
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9.8 Story Proof: Vandermonde Ozdesligi

@ Builder Notu — Gosterge Hilesi

“Ozel bir eleman isaretle” (baskan1 se¢) numarasi, beklenen deger hesaplarinin kalbindeki gosterge
(indicator) hilesidir — Ders 9°da gorecegiz. Bir toplama 6zel bir terim ekleyip simetriden yararlanmak,
hipergeometrik ve binom beklentilerini tek satirda ¢ikarmani saglar.

9.8 Story Proof: Vandermonde Ozdesligi

Cebirsel olarak korkung, hikayeyle cocuk oyuncagi olan iinlii bir 6zdeslik:

(")-£0)0)

Hikaye: m + n kisiyi, biri m kisilik digeri n kisilik iki gruba ayir. Toplam k kisi segecegiz. ilk gruptan j kisi
secersek, ikinci gruptan k — j kisi segmek zorundayiz. j kisiyi ve k — j kisiyi segmenin yolu (T]”) . ( kﬁ])
(¢carpma kural). j sifirdan k’ye kadar tiim degerleri alabilir ve bu durumlar ayrik (6rtiigmiiyor), o yiizden

toplariz.

Vandermonde: sum_j C(m, j)-C(n, k—=j) = 2002 (= sol taraf)
2000 = —— e e —

==+ C(14, 5) = 2002 (sol taraf)

1750 A
1500 A

=
8 1250 1

1000 -
840

terim de

750 A

500 A
C(8,3):C(6,2)

250 - C(8,2)-C(6,3)

C(8,4):C(6,1)

C(8,1):C(6,4)

1 2 3 4 5
j (ilk gruptan secilen)

Sekil 9.4: Vandermonde 6zdesliginin sayisal dogrulamasi: m = 8,n = 6, k = 5 i¢in sol taraf (154) = 2002

ve sag taraftaki j lizerinde toplam birebir eglesir.

sol = sag = 2002 V
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9 Story Proof’lar ve Olastlik Aksiyomlart

@ Builder Notu — Konvoliisyon ve Bagimsiz Toplamlar

Vandermonde bir konvoliisyondur — sag taraf iki dizinin konvoliisyonu. Bu, bagimsiz rastgele degis-
kenlerin toplaminin dagihmina karsilik gelir: X ~ Binom(m, p) ve Y ~ Binom(n, p) bagimsizsa,
X +Y ~ Binom(m + n, p) ve ispati tam olarak Vandermonde’dur. Konvoliisyon, Ders 22°de tekrar
gelecek; FFT konvoliisyonun ve diffusion’da giiriiltii eklemenin matematigi ayni yerden ¢ikar.

9.9 Olasiligin Aksiyomatik Tanimi

Simdi naif tanimin 6tesine geciyoruz. Artik ne sonuglarin esit-olasi olmasini, ne de sonlu sayida olmasini
varsaymak istiyoruz. Bunun i¢in bir olasihk uzayr kuruyoruz — iki bilesenli: (S, P).

S ornek uzaydir (Ders 1, ama artik sonlu/esit-olasi olmak zorunda degil).
* P bir fonksiyondur. Ama aligik oldugun f(z) = 2 gibi degil: girdisi bir olay (S nin alt-kiimesi),

ciktisi O ile 1 arasinda bir sayidir.

Bir olay A’nin “gerceklestigini” soyle tanimlariz: deney sonunda gozlenen sonug s, A’nin icindeyse A
gerceklesmistir; disindaysa gerceklesmemistir.

P fonksiyonunun uymasi gereken yalmzca iki aksiyom var:

Aksiyom 1. Bos kiimenin olasilig1 0, tiim uzayin olasilig1 1:

Aksiyom 2 (sayilabilir toplanabilirlik). Ayrik (6rtiismeyen) olaylar A, A, ... igin:

P(Ua)=>ra)
n=1 n=1
(A,,’ler ayrik olmak sartiyla.)

“actually we only need two axioms, two rules.” — Blitzstein, 42:38

Sasirtici: olasiligin her teoremi eninde sonunda bu iki kuraldan tiiretilir.

I Builder Notu — Gegerli Bir Dagilim Ne Demek?

Bu iki aksiyom, bir softmax ¢iktisini gecerli dagilim yapan tam kosullardir: degerler negatif degil
(P > 0), hepsinin toplami 1 (= P(S) = 1). Sayilabilir toplanabilirlik, marjinallestirmenin (bir
degiskeni toplayip/integralleyip atmanin) temelidir — bir modelde p(x) = Zy p(x,y) yazabilmenin
nedeni. Olgii teorisi bu aksiyomlari siirekli uzaylara genellestirir (Ders 12+). Bir sinir aginin olasiliksal
baslig1 bu aksiyomlara uymazsa, iirettigi sey olasilik dagilimi degildir.
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9.10 Bu Dersin Ozeti

9.10 Bu Dersin Ozeti

1. Etiketleme: Goriiniiste 6zdes nesneleri 1 ... n diye numaralandir; doga onlar ayirt edilebilirmis gibi
sayar.

Story proof: Ayni seyi iki yolla say — iki sayim dogruysa esit olmak zorundadir.

(%) = (,,"4): k segmek = n — k’y1 disarida birakmak.

n(7~1) = k(}): baskanli komite, iki yolla.

Vandermonde: (") =Y (")( kﬁ]) — bir konvoliisyon, bagimsiz toplamlarin habercisi.

Y
o 6 : " 3 —_ Jrkfl
Stars and bars: “yerine koyarak, sirasiz” = n kutuya k ayirt edilemez parcacik = (" k )

Ayirt edilemezlik: Bose-Einstein (3 sonug) sayma ve fizik icin gecerli; naif olasilikta nesneler etiketli
(4 sonug) davranir.

Olasihik uzayi (S, P) + iki aksiyom: P(()) = 0, P(S) = 1 ve ayrik olaylar i¢in sayilabilir toplanabi-
lirlik.

N kv

®©

I Tek bir ciimle

“Aym seyi iki farkh yoldan say” hem kombinatorik 6zdesliklerin en zarif ispatidir (story proof) hem
de olasilig1 sayimin 6tesine tasiyan iki aksiyomun ortak ruhudur: olasilik, tutarli sayma kurallarindan
ibarettir.

9.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: 4 cesitli dondurmacida 6 toplu kdse — sira Gnemsiz, tekrar serbest. Kag farkli kise?

Cevap: “Yerine koyarak, sirasiz”: n = 4, k = 6. Stars and bars: <n+1271) = (g) = (g) = 84 kase.

1 Soru 2: Vandermonde 6zdesligini m = n = 2, k = 2 icin elle dogrula.

Cevap: Sol: (5) =6.5ag: (3)5) + )3+ (3)(0) =1+4+ 1 =6.Esit. v/

1 Soru 3: 10 kisiyi 5-5 takima bolmek neden (150) /2, ama 6-4 bolmek (140) ?

Cevap: 6’lik ve 4’liik takimlar boyutlariyla ayirt edilir, her bolme bir kez sayilir. Iki 5’erli takim ayirt
edilemez ({1-5} U {6-10} = {6-10} U {1-5}): (') bunu iki kez sayar, 2’ye boleriz.

1 Soru 4: (Builder) Bir model ii¢ sinifa [0.5, 0.3, 0.4] atryor. Hangi aksiyomu ihlal eder ve softmax nasil
diizeltir?

Cevap: Toplam 0,5 + 0,3 + 0,4 = 1,2 # 1, yani P(S) = 1 aksiyomu (normalizasyon) ihlal. Softmax
tam bunu diizeltir: exp’ler ve toplama boler — ¢ikt1 negatif olmaz ve toplam 1.
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9 Story Proof’lar ve Olastlik Aksiyomlart

9.12 Egzersizler

Egzersiz 1. 5 ¢esit cayl diikkanda 3 paketlik set — sira 6nemsiz, tekrar serbest. Kag¢ set miimkiin? (Stars and
bars.)

Egzersiz 2. Story proof yaz: komite (k kisi) + alt-komite (7 kisi) secmeyi iki yolla sayarak sunu kanitla:

n E\ (n)(n—J

k)\J J)\k—=1J
Egzersiz 3. “PEPPER” kelimesinin harfleri ka¢ farkli sekilde dizilebilir? (6 harf, 3 P, 2 E — fazla saymay1
diizelt.)

Egzersiz 4. (Python — Vandermonde dogrula)

m=11, n= 2, k= @ > True
m=12, n=5, k=7 - True
m=4, n= 3, k=1 - True
m=11, n=12, k=17 - True
m= 2, n=10, k= 6 > True
m=1, n=1, k=08 - True
m= 4, n= 4, k=8 -» True
m=10, n= 1, k= 8 - True
m= 4, n=12, k=13 - True
m=4, n= 8, k=9 - True

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Yalnizca iki aksiyomu kullanarak P(A°) = 1 — P(A) oldugunu goster. (Ipucu:
Aile A€ ayriktir ve birlesimleri S”dir; Aksiyom 2’yi uygula, sonra Aksiyom 1’i.)

9.13 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 3: Dogum Giinii Problemi, Olasiigin Ozellikleri

Aksiyomlardan pratik ozellikler tiiretiyoruz: tiimleyen kurali P(A°) = 1 — P(A), tekdiizelik, igerme-
digsarma. Sonra olasiligin en iinlii sezgi-kargit1 sonucu: dogum giinii problemi — bir odada 23 kisi varsa,
ikisinin ayn1 giin dogmus olma olasilig1 %50’yi gecer.

Ders 3 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢z — ozellikle 5 (tiimleyen kuralinin aksiyomlardan ispati).
* Python’da bir “dogum giinii” simiilasyonu kurmay1 dene.
* Ana climleyi tekrar oku: “Ayni seyi iki farkli yoldan saymak...”
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9.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

9.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de

Etiketleme Ozdes nesneleri 1...n  4m56
diye numaralandir

) =0" k segmek=n—k’y1  9m05
disarida birakmak

iki esit takim 10 = 5-5=(7)/2 10m03
(ayirt edilemez)

Stars and bars n kutuya k parcactk =  26m08
(")

Bose-Einstein Tam ayirt edilemezlik;  28m13
2 para — 3 sonug
(fizik)

Story proof Ayni seyi iki yollasay ~ 30m20
— yorumla ispat

Bagkanh komite n(’ s 1) k(%) 32m17

Vandermonde (M) = 35m06
Z (12

Olasilik uzayi (S P); P: olaylar 40m13
— 10, 1]

Aksiyom 1 P(0) = 0 ve 42m50
P(S) =

Aksiyom 2 Ayrik olaylar icin 44m51
sayilabilir
toplanabilirlik

9.15 ML Baglantilar Ozeti

@ 7 koprii

el e

ARG

Etiketleme / ayirt edilemezlik — i.i.d. ve de Finetti (exchangeability); set modelleri (Deep Sets).
Stars and bars — bag-of-words sayim vektorii, Dirichlet-multinomial, olasilik simpleksi.
Story proof — bijektif akil yliriitme; parametre/yol sayma, kombinatorik tiiretmeler.
Vandermonde = konvoliisyon — bagimsiz toplamlar (Binom+Binom), FFT konvoliisyon, diffu-
sion’da giiriiltii ekleme.

Bagskanh komite (isaretleme) — gosterge hilesi, beklenti hesaplari (Ders 9).

iki aksiyom — softmax’1 gecerli dagilim yapar; sayilabilir toplanabilirlik = marjinallestirme.

. (Z) = (n k;> — dropout simetrisi (k sondiir = n — k aktif).
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9 Story Proof’lar ve Olastlik Aksiyomlart

! Tek bir sey alip gideceksen

“Aym1 seyi iki farkli yoldan say” — en zarif kombinatorik ispatin (story proof) ve olasilig1 sayimin
Otesine tagtyan iki aksiyomun ortak ruhudur. Olasilik, tutarh sayma kurallarindan dogar — ve bu
kurallar yalmzca iki tanedir.
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10 Dogum Giinii Problemi ve Olasiligin Ozellikleri

23 kiside %50,7 — hash collision, icerme-digsarma, 1/e

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 3: Birthday Problem, Properties of Probability (=49
dk)
* Okuma siiresi: =25 dk

10.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 2’de olasiligin iki aksiyomunu kurduk. Burada ii¢ gey:

1. Dogum giinii problemi — sadece 23 kiside iki kisinin ayn1 giin dogma olasilig1 neden %50’yi gecer.

2. Aksiyomlardan ozellikler — tiimleyen P(A°¢) = 1— P(A) ve tekdiizelik A C B = P(A) < P(B).

3. Icerme-disarma — ayrik olmayan olaylarin birlesim olasiligy; ve iinlii 1 /e sonucuyla biten matching
problemi.

“very surprising to most people the first time that they see this result.” — Blitzstein, 0:29

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Dogum giinii problemi = hash collision. Kriptografide birthday attack (22 denemede bir
hash’i kirmak) ve ML'de feature hashing ayn1 matematige dayanr.

. (g ) ciftler = coklu karsilastirma. Cok hipotez/¢ift test edince bazilari sans eseri anlamli ¢ikar
— p-hacking ve Bonferroni diizeltmesinin kokii.

+ Icerme-disarma — union bound P(UA;) < >~ P(A;) — PAC 6grenmenin is a1,

* 1/e rastgele permiitasyonlarda, secretary problem’in optimal durmasinda, bootstrap OOB’de
karsina cikar.

10.2 Dogum Giinii Problemi: Kurulum
Problem basit: bir partide K kisi var; en az iki kisinin ayn1 giin dogmus olma olasilig1 nedir? (Belirli iki kisi
degil — herhangi bir cift.)

Varsayimlar:
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10 Dogum Giinii Problemi ve Olasiligin Ozellikleri

* Yilda 365 giin (29 Subat diglandy).
* 365 giin esit olasi.
* Dogum giinleri bagimsiz.

Kolay durum: K > 365 ise olasilik tam 1. Ciinkii 365 kutu (giin) ve 365’ten fazla kisi varsa, en az bir kutuda
mutlaka birden ¢ok kisi olur — giivercin yuvasi ilkesi (pigeonhole).

Asil ilging durum K < 365. Sezgi ne diyor? Blitzstein yillarca insanlara sormug: “50/50 sans i¢in kag kisi
gerekir?” Tipik tahmin 150-180. Gergek cevap: 23.

@ Builder Notu — Hash Collision

Bu problem dogrudan hash tablosu collision’1dir. Kriptografideki birthday attack de buradan gelir —
m bit'lik bir hash’te ¢akisma bulmak ~ 2™/2 deneme siirer (kaba kuvvetin 2"’inden ¢ok daha az), bu
yiizden giivenli hash’ler uzun olmali. Ayn1 sezgi, ML'de feature hashing kullanirken ¢akisma sikligini
tahmin eder.

10.3 Dogum Giini: Timleyenle Hesap

Dogrudan “en az bir eglesme” olasiligini saymak zor; tiimleyenle (hi¢ eslesme yok) calismak cok daha
kolay.

“it’s a little bit easier to work with the complement first.” — Blitzstein, 9:06

Naif tanim. Payda ¢arpma kuralindan: her kisinin 365 olas: giinii — 365%. Pay icin kisileri ID sirasiyla diisiin:
birincinin 365, ikincinin (birinciyle cakismayan) 364, ..., k. kisinin 365 — k + 1 secenegi:

365 - 364 - (365 — K + 1)
365K

P(hig eglesme yok) =

(Tam K terim olmali; son terimde +1’i unutmak en sik off-by-one hatasidir.) Eglesme olasiligt:

365 - 364 --- (365 — K + 1)

P bir esl =1-
(en az bir eglesme) 365K

@ Builder Notu — ‘En Az Bir’ Refleksi

“P(en az bir) = 1 — P(hi¢)” kalibt ML’de her yerde: dropout’ta bir néronun en az bir adimda aktif
kalma olasihi1, n denemede en az bir basar1 (1 — (1 — p)™), bir veri artirma zincirinde en az bir
doniisiimiin uygulanmasi. Zor olan “en az bir”i, kolay olan “hi¢”in tiimleyeniyle hesaplamak temel bir
reflekstir.
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10.4 Neden 23? Sezgi: (%) Ciftler

Dogum glnl problemi — %50 esigi K= 23'te asilir
T
1.0 A 1
1 *® 1.000
1 0.970
1
1
1
0.8 - 1
—_ 1
c |
B I
o 1
< I
2 0.6 - 1
T 1
2
R I
N 1
© 0.4 1 K = 23 - 0,507
S I (esik %50)
v 1
o I
1
1
0.2 i
1
1
1
1
0.0 . —1 : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Kisi sayisi K
Sekil 10.1: Dogum giinii egrisi. X = 23 — 0,507 (esik 50%); K = 50 — 0,97; K = 100 — 0,99999+.
Lineer biiylimeyen, gdzden gecirilemeyecek kadar dik bir egri.

10.4 Neden 23? Sezgi: (g) Ciftler

23 sayis1 neden bu kadar kiiciik? Ciinkii sezgimiz yanlis nicelige bakiyor. Onemli olan kac Kisi (K) degil,

kac cift ((5)).
(K)ZK(K—l), (23)223-22:253
2 2 2 2

“The more relevant quantity is not K, but K choose 2.” — Blitzstein, 13:43

23 kisi az gibi ama aralarinda 253 cift var ve bu ciftlerin herhangi biri eslesebilir. 253, 365’in mertebesine
yakin — iste o zaman %50 makul goriiniiyor.

“the biggest coincidence of all would be if there were no coincidences.” — Blitzstein, 16:19

@ Builder Notu — Coklu Kargilastirma ve P-Hacking

Bu, ¢oklu karsilastirma (multiple comparisons) probleminin ta kendisi. Cok sayida hipotez veya
cift test edersen, bir kismi saf sans eseri “anlamli” ¢ikar — ¢iinkii 6nemli olan tekil testlerin degil
karsilagtirma sayisiin biiyiikliigiidiir. P-hacking tam budur. Bonferroni diizeltmesi anlamlilik esigini
test sayisina bolerek bunu telafi eder — dogum giinii sezgisinin istatistiksel karsilig.
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10 Dogum Giinii Problemi ve Olasiligin Ozellikleri

K lineer, (§) kuadratik — eslesme "cift sayisiyla" yarisir

2500 A
— K kisi sayisi (lineer)
== 365 gln esigi
20004 E= () cift sayisi
1500 -
>
©
(%]
1000 +
500 A
0 e e e et et e e e e et o P P e e et 1 ! |
0 10 20 30 40 50 60 70

K (kisi)

Sekil 10.2: Sezgi-karsit1 eksen: K lineer ama (12{ ) ikinci dereceden biiyiir. K=23 = 253 ¢ift, K=50 = 1225 cift.
Eslesme olasilig1 ¢ift sayistyla hizalanir.

10.5 Olasiligi Alan Gibi Diisiin + Tiumleyen Kurali

Aksiyomlari hatirla: P(()) = 0, P(S) = 1 ve ayrik olaylar i¢in toplanabilirlik. Bu iki kurali yaziya dokmek,
biiyiik dlciide Kolmogorov'un eseri.

Sezgi icin olasilig1 alan gibi diisiin: Venn diyagraminda tiim .S’ nin alan1 1°dir; bir olayin olasilig1, kapladig:
alandir.

Ozellik 1 (tiimleyen kurah):

P(A%) = 1— P(A)

Ispat (3 satir): Aksiyom 1’den 1 = P(S). S = AU A¢ ayrik. Aksiyom 2 — P(S) = P(A) + P(A°).
Yani P(A¢) =1—P(A). 1

@ Builder Notu — Olgii ve Normalizasyon

“Olasilik = alan” sezgisi, olasiligin bir dl¢ii (measure) olmasinin habercisi (Ders 12+). Ispattaki kalip
— “S’yi ayrik pargalara bol, toplamlari 17 — normalizasyonun kendisidir. Pratikte: P(hata) = 1 —
P(dogru) kalibi her yerde.

10.6 Tekdiizelik: A C B = P(A) < P(B)

Ozellik 2 (tekdiizelik / monotonluk): A olay1 B’nin igindeyse (A gerceklesince B de gergeklesiyor), A’nin
olasilig1 B’ninkinden biiyiik olamaz.
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10.7 Icerme-Disarma (Inclusion-Exclusion)

ACB = P(A) < P(B)

fspat: B = AU (BN A°), ayrik. Aksiyom 2: P(B) = P(A) + P(B N A¢). Olasiliklar negatif olamayaca-
gindan P(B) > P(A). &

@ Builder Notu — CDF Monotonlugu

Tekdiizelik bir 6l¢iiniin temel 6zelligidir. Birikimli dagilim fonksiyonunun (CDF) artan olmasinin nedeni
budur. Sinir kurarken de kritik: bir hata olayini, onu iceren daha biiyiik bir olayla iistten sinirlayabilirsin
— union bound’un mantig1.

10.7 icerme-Disarma (Inclusion-Exclusion)

Ayrik olaylarda P(AU B) = P(A)+ P(B). Peki ayrik degillerse? Venn diyagraminda A ile B nin alanlarini
toplarsan, kesisimi iki kez sayarsin; bir kez geri ¢ikarirsin:

P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB)

Ispat (disjointification). Aksiyom 2 yalnizca ayrik olaylara uygulanir. A U B = A U (B N A°), ayrik.
P(AUB) = P(A)+P(BNA°). Ayrica B = (ANB)U(A°NB) ayrk, P(BNA®) = P(B)—P(ANB).
Birlestir, sonug ¢ikar. ll

“disjointification” — Blitzstein, 30:11

Ucg olaya genelleme (isaretler doniisiimlii):

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANnBNCQC)

@ Builder Notu — Union Bound ve PAC

Icerme-digsarmay ilk terimde keserek union bound (Boole esitsizligi) elde edilir:

P (U Ai> < Z:P(Ai)

Bu esitsizlik ML teorisinin is atidir: PAC 6@renme ve genelleme simirlari, ¢cok sayida “kotii olay™1
union bound ile iistten sinirlar; Bonferroni ¢oklu-test diizeltmesi de ayn1 sinirdir. Igerme-disarma kesin
degeri verir; union bound her yerde kullanilan ucuz iist sinirdir.
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10 Dogum Giinii Problemi ve Olasiigin Ozellikleri

3 olay: tekleri topla, ciftleri cikar, G¢luyu ekle
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B) Y ' topia, ciitiert cikar, uciuyu

A

AnB

(iki kez sayildi)

Sekil 10.3: Venn ile icerme-disarma: A ve B alanlarini toplarsan kesisimi iki kez sayarsin — bir kez ¢ikar.
Uc olay icin: tek olaylari topla, ciftleri cikar, iicliiyii ekle (doniisiimlii isaretler).

10.8 Matching Problem (de Montmort, 1713) ve 1/6

Icerme-disarmanin giizel uygulamasi, 1713’ten kalma kumar oyunu. Deste 1 ... n numarali n kart. Karistir,
sonra teker teker a¢ ve 1, 2, 3, ... diye say. Eger j. acilan kartin iizerinde j yaziyorsa “eslesme” olur. En az
bir eslesme olasilig1?

A =“j. karttaki say1 j” olay1. Istedigimiz P(A; U A, U ... U A,,). Simetri her seyi kolaylagtirtyor:
* P(A;) =1/n.
e P(A;NAy)=(n—-2)!/nl =1/(n(n—1)).
e Genel: P(A;N...NA,) = (n—k)!/nl

Icerme-disarma. Her terimde n’ler sadelesir:

1 1 1 1

(UA) =l-gtg gt Ao~ 0632

“This should remind you of the Taylor series for e to the x ... this is approximately one minus one
over e.” — Blitzstein, 48:43

2

®

Sagirtict: en az bir eslesme olasiligi, ’e neredeyse bagimsiz olarak ~ 0,632’ye oturur.

! Builder Notu — Bootstrap OOB ve 1/e

1/e MLde dogrudan bootstrap’ta karsina ¢ikar. n 6rnekten yerine koyarak n 6rnek ¢ektiginde, belirli
bir noktanin hig¢ se¢ilmeme olasiligi (1 — 1/n)™ — 1/e ~ 0,368. Yani her bootstrap 6rnegi verinin
~ %63,2’sini kullanir, kalan =~ %36,8 out-of-bag (OOB) olur — random forest’in OOB hata
kestiriminin tam temeli. Ayni 1/e derangement’larda (hig¢ sabit noktasi olmayan permiitasyonlar) ve
secretary problem’in 1/e durma kuralinda da belirir.
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10.9 Bu Dersin Ozeti

iki yolla 1 — 1/e: matching problem ve bootstrap

olasilik

—@— matching: P(= 1 eslesme)
0.35 4 == bootstrap: 1 — (1 — 1/n)" = P(nokta secildi)
—= 1-1/6=0.6321

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Sekil 10.4: Matching problem: en az bir eslesme olasiligi 72’den hizla bagimsizlagir ve 1 — 1 /e ~ 0,632’ye
oturur. Ayni 1/e, bootstrap OOB oraninda da ¢ikar.

10.9 Bu Dersin Ozeti

p—

. Dogum giinii problemi: K = 23 — %50,7; K = 50 - %97; K = 100 — %99,999+.
Tiimleyenle hesap: “en az bir” yerine “hi¢ yok™u say; P(eslesme) = 1 — 365 - 364 --- (365 — K +
1)/365%.

Sezgi (12() Onemli olan kisi K degil, ¢ift sayis1; 23 kisi — 253 cift.

Tiimleyen kurali: P(A°) =1 — P(A).

Tekdiizelik: A C B = P(A) < P(B).

Icerme-disarma: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B); genelde doniisiimlii isaretli toplam. Ik
terimde kesince union bound P(UA,) < > P(A4,).

7. Matching problem: En az bir eglesme ~ 1 — 1 /e ~ 0,632 (n’den bagimsiz).

N

S hA W

I Tek bir ciimle

Iki basit aksiyomdan tiimleyen, tekdiizelik ve icerme-disarma gibi tiim pratik kurallar tiirer; olasiligin
en sagirtict sonuglari (dogum giinii, 1/e) aslinda “kag ¢ift / kag eslesme” diye dogru niceligi saymaktan
ibarettir.

10.10 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: 30 kisilik smnifta en az iki kisinin ayni giin dogma olasilig1 %50’den biiyiik mii?

Cevap: Biiyiik. 23 kiside 0,507 ve K arttikca olasilik tekdiize artar (A3 C Asq). Gergekte ~ %70.
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10 Dogum Giinii Problemi ve Olasiligin Ozellikleri

1 Soru 2: Adil zar 4 kez atiliyor. En az bir 6 gelme olasilig1?

Cevap: Tiimleyen (“hi¢ 6 yok”): (5/6)* = 625/1296. P(enazbir6) = 1 — 625/1296 =
671/1296 ~ 0,518

1 Soru 3: 1-100 arasi rastgele tam say1. 2’ye veya 3’e boliinme olasilig1?

Cevap: icerme-disarma. | A| = 50 (2’nin katlar), | B| = 33 (3’iin katlar1), | AN B| = 16 (6’mn katlar1).
P = (50+33—16)/100 = 67/100 = 0,67.

1 Soru 4: (Builder) Bootstrap’ta n 6rnekten n ¢ektiginde belirli bir noktanin hi¢ secilmeme olasilig1?
Hangi ders kavramiyla baglantili?

Cevap: Bir nokta her ¢ekimde secilmeme olasihigi (1 — 1/n); n bagimsiz ¢gekim — (1 —1/n)" —
1/e ~ 0,368. Bootstrap verinin ~ %63,2’sini kullanir, &~ %36,8 OOB. Matching’deki 1 — 1/e ile
aym e; random forest’in OOB kestiriminin temeli.

10.11 Egzersizler
Egzersiz 1. “Ayn1 ay” siirlimii: 12 ay, esit olasi, bagimsiz. %50’yi ge¢gmek icin kag kisi yeter? Tahmin et,
sonra formiilii 365 yerine 12 ile kur.

Egzersiz 2. 52 kartlik desteden 5 kart. En az bir as gelme olasiligini tiimleyenle yaz. (ipucu: 48 karttan 5
segcmek = “hic as yok™.)

Egzersiz 3. P(A) = P(B) = P(C) = 0,5; ikili kesigimler 0,3; ii¢lii 0,1. igerme-disarma ile P(A U B U
C)?

Egzersiz 4. (Python — dogum giinii simiilasyon)

K=23 simiilasyon: ©.5090 (formiil beklenen: ~8.5073)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Matching problem sonucundan: n — oo iken “hig eslesme yok™ olasiligi 1/e’ye
yaklagir. Hic sabit noktasi olmayan permiitasyonlara derangement denir; 7 = 4 i¢in tiim permiitasyonlari
listeleyip derangement sayisini elle dogrula.

10.12 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 4: Kosullu Olasiik

Kursun belki de en 6nemli kavrami: kogullu olasihk P(A | B). Blitzstein bunu “istatistigin ruhu” sayar;
0grenmek, yeni kanit geldikge inanclar1 giincellemektir. Bayes teoreminin ve tiim Bayesian ¢ikarimin kapisi.
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10.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Ders 4 oncesi yapilacak
o Egzersizleri ¢bz — ozellikle 4 (simiilasyon) ve 5 (derangement / 1/e).

* Python’da “en az bir” olasiligin1 her zaman tiimleyenle hesaplamay1 aligkanlik edin.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Iki basit aksiyomdan tiim pratik kurallar tiirer...”

10.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Blitzstein’de

Dogum giinii problemi K =23 — 0,507 8m16
eslesme

Pigeonhole K>360—-P=1 6m37

Tiimleyenle hesap P(en az bir) = 9m06
1 — P(hig)

(I; ) sezgisi 23 kisi = 253 ¢ift 13m43

Tiimleyen kurah P(A%)=1—P(A) 22m50

Tekdiizelik ACB= P(A) < 25m02
P(B)

Icerme-disarma P(AUB)=P(A)+ 28m08
P(B)— P(ANB)

Disjointification Birlesimi ayrik yaz, 30ml1
Aksiyom 2 uygula

Union bound P(UA;) <> P(A;) tiiretme

Matching problem P(eslesme) = 39m50
1—1/214+1/3!— ...

1 / e sonucu ~ 0,632; bootstrap 48m43

OOB, derangement

10.14 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

1. Dogum giinii problemi — hash collision, kriptografide birthday attack (~ 2™/2), ML de feature
hashing.

(12{) ciftler — coklu karsilastirma, p-hacking, Bonferroni diizeltmesi.

Tiimleyen kurahh — P(en az bir) = 1 — P(hig); dropout, bagar1 denemeleri.

Tekdiizelik — 6lcii; CDF’nin artan olmasi (Ders 8).

icerme-disarma — union bound — PAC 6grenme / genelleme simirlari, Bonferroni.

1/e (matching) — bootstrap OOB = %36,8, derangement, secretary problem.

Olasilik = alan / aksiyomlar — 6l¢ii teorisi, softmax gecerliligi, marjinallestirme.

NNk wn
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10 Dogum Giinii Problemi ve Olasiligin Ozellikleri

! Tek bir sey alip gideceksen

Olasilign siirprizleri (dogum giinii, 1/e) sezgiyi degil dogru niceligi saymayu test eder — kag cift, kag
eslesme. Ve “en az bir” sorusunu her zaman tiimleyeniyle (‘“hi¢”) yenmeye bak.
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11 Kosullu Olasilik

Istatistigin ruhu: bagimsizlik, Bayes, zincir kural

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 4: Conditional Probability (=50 dk)
¢ Okuma siiresi: =28 dk

11.1 Bu Derste Ne Var?

Bu ders kursun kalbi. Once bagimsizhig1 tanimliyoruz, sonra Blitzstein’in “istatistigin ruhu” dedigi kavrama
geciyoruz: kosullu olasilik — yeni kanit geldik¢e inanglar1 nasil giincelleriz.

1. Bagimsizhk: P(AN B) = P(A)P(B). “Bagimsiz = ¢arp” — ayriklikla karigtirma (felaket bir hata).
2. Kosullu olasihik: P(A | B) = P(AN B)/P(B) — dgrenmenin matematigi.
3. Uc teorem: carpim, zincir kurali, Bayes — ispatlar1 tek satir, sonuglari bir bilim dali.

“conditioning is the soul of statistics.” — Blitzstein, 33:13

@ Builder Notu — ML Kopriileri

¢ Kosullu olasilik = 6grenme. Bir modelin yaptig1 her sey kosulludur: simiflandirict p(y | ), dil
modeli p(token | baglam), Bayesian posterior p(6 | veri).

e Zincir kurali — autoregressive dil modelinin matematigi. n! farkli siralama — any-order /
XLNet.

* Bagimsiz = carp — naive Bayes’in cekirdegi.

» IKkili # karsihikh bagmmsiz (XOR) — tek katmanli perceptron neden XOR 6grenemez.

¢ Cakil diinyas1 (yeniden normallestirme) — masked / causal softmax attention.

* Bayes kurali — tiim Bayesian ¢ikarimin, generative<+discriminative iligkisinin ve diffusion ters
siirecinin temeli.

11.2 Bagimsizlik: Tanim ve Ayriklikla Karistirma

A ve B bagimsizdir ancak ve ancak:
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11 Kosullu Olasulik

P(ANB)=P(A)P(B)
Kisa slogan: bagimsiz = carp.
KRITIK UYARI: bagimsizlik ile ayrikhk (disjoint) bambagska seylerdir.

“this is completely different from disjointness ... a terrible, disastrous blunder.” — Blitzstein,
12:06

* Ayrik: A olursa B olamaz (P(A N B) = 0). Biri digeri hakkinda ¢ok sey soyler.
* Bagimsiz: A olmasi B hakkinda hicbir sey sylemez.

(Olasiliklar pozitif) ayrik olaylar asla bagimsiz olamaz.

BAGIMSIZ — kesisir, carpim kurali AYRIK — kesismez (P pozitifse asla bagimsiz degil)

A B A B

AnB

P(A)P(B)

Sekil 11.1: Bagimsiz vs ayrik olaylarin Venn’i. Sol: bagimsiz (P(A N B) = P(A)P(B) > 0). Sag: ayrik
(P(AN B) = 0, kesisim bos). Ikisi tamamen farkl1 kavram.

@ Builder Notu — Factorization

“Bagimsiz = ¢arp” kurali, olasiliksal modellerde ¢arpanlara ayirmanin (factorization) temelidir:
bagimsiz giiriiltii bilesenleri, kdsegen kovaryansli VAE prior’1, naive Bayes’teki p(ozellikler | siif) =
[ p(6zellik; | simif). Bagimsizlik sayisiz parametreyi birkag ¢arpana indirir.

11.3 Coklu Bagimsizlik: ikili # Karsihkh

Ug olay A, B, C icin bagimsizlik ne demek? Once her ikisi bagimsiz olmali. Ama bu yetmez. Bir denklem
daha gerekir:

P(ANBNC) = P(A)P(B) P(C)

Yalnizca ikili denklemler saglamiyorsa ikili (pairwise) bagimsizlik denir — ve ikili bagimsizlik karsiikh
(mutual) bagimsizhig: gerektirmez.
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11.4 Newton-Pepys Problemi (1693) + Binom Olastligt

! Builder Notu — XOR ve Gizli Katman

Ikili-ama-karsilikli-degil’in en giizel 6rnegi XOR. A ve B bagimsiz adil bit'ler, C = A & B. Her
ikili bagimsizdir (C’yi tek basina A veya B belirlemez), ama ii¢ii karsilikli bagimsiz degildir: A ile
B’yi birlikte bilince C tamamen belli. Bu, tek katmanli perceptron’un XOR’u neden 6grenemediginin
(Minsky-Papert) olasiliksal golgesidir: ikili/marjinal istatistikler bilgisizdir, etiketi birlikte belirlerler
— gizli katman gerekir.

11.4 Newton-Pepys Problemi (1693) + Binom Olasiligi

1693’te Samuel Pepys, Newton’a bir zar sorusu yazdi:

e A: 6 zarda en az bir 6.
e B: 12 zarda en az iki 6.
* C: 18 zarda en az iic¢ 6.

Cogu kisi C der. Dogru cevap: A.

Tiimleyenle: P(B) ~ 0,619; P(C) ~ 0,597.

“in 1693 ... you had to go to a genius, like Isaac Newton. Whereas now, all you have to do is take
STAT 110.” — Blitzstein, 28:03

@ Builder Notu — Stigler Sanity Check

Istatistik¢i Stigler’in argiimani: bir ydntem, sonucun bagli oldugu bir seyi (zar olasiliklari) géormezden
geliyorsa, bozuktur. Sanity check refleksi tam budur — 6nemli bir girdiye degismez (invariant) kalan
bir model, o girdiyi yakalamiyordur.

11.5 Kosullu Olasilik: istatistigin Ruhu

Asil soru: elinde inanclar var ve yeni seyler 6greniyorsun. Yeni kanit geldik¢e inanc¢larimi nasil giincelleme-
lisin?

“Everything relates to conditioning in one way or another.” — Blitzstein, 33:34
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11 Kosullu Olasulik

Newton-Pepys: A > B > C — Pepys C'ye inaniyordu, yanildi

e
9

0.6651
0.6 -
0.5 A
=
0.4
o
[<]
0.3
0.2
0.1
0.0 -
A B C
6 zar 12 zar 18 zar
enazl6 enaz26 enaz36

Sekil 11.2: Newton-Pepys: P(A) > P(B) > P(C). Pepys C’ye inaniyordu ama yaniliyordu — “en az bir” hep en
olasi, zar sayisi esik oranini korusa da.

Tanim:

P(ANB)

P(A|B) = =5

P(B) >0

Eger A ile B bagimsizsa P(A | B) = P(A) — yani B’yi 6grenmek A hakkinda higbir sey degistirmez.

@ Builder Notu — Ogrenmenin Ad

Kosullu olasilik ML in yaptigi isin tanmmdir. Discriminative siiflandirict dogrudan p(y | =) 6grenir.
Bayesian ¢ikarimda posterior p(6 | veri), prior’in kanitla giincellenmesidir. Attention, bir sorguya
kosullu agirlik dagilimidir.

11.6 iki Sezgi: Cakil Diinyasi ve Frekansgci Diinya

Sezgi 1 — Cakil Diinyasi. Ornek uzay .S’yi toplam kiitlesi 1 olan ¢akillar gibi diisiin; her cakil bir sonug,
kiitlesi olasilig1. “B verildi” demek: B’nin digindaki ¢akillar ilgisiz — onlari sil. Kalanlarin kiitlesi P(B),
toplam 1 olsun diye yeniden normallestir.

“renormalize to make total mass 1 again.” — Blitzstein, 40:33

Sezgi 2 — Frekansci Diinya. Deneyi cok kez tekrarla. B’nin gerceklestigi tekrarlari isaretle, sonra yalmzca
onlarin i¢inde A’nin oranini al.
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11.7 U¢ Teorem: Carpum, Zincir Kurali, Bayes

Renormalize: AnB /B

1.0
S — tim uzay (60 gakil) B verildi - B disi silindi 0.8
B A sadece B kaldi '
0 o of
I 0% 9 ¢ &CQ 6 L 0.6-
| o 01 88 4°° o 3
1 ©
1 (@] 5
b. ) Q‘Ql__l o ° o4 14/38 = 0.37
Q
! J @O e
L_._.___.ﬂ_l )
0.2 1
0.0 -

P(A|B)
= n(AnB)/n(B)

Sekil 11.3: Cakil diinyasi: B verildiginde disarist silinir, kalan cakillarin kiitlesi P(B). P(B)’ye bolmek toplam

kiitleyi tekrar 1 yapar — P(A|B) = P(A N B) / P(B).

@ Builder Notu — Masked Softmax

iclerinde A’nin oranini hesapla.

Cakil diinyasinin yeniden normallestirmesi dogrudan masked softmax’tir: izin verilmeyen segenekleri
maskele, kalanlar1 toplami 1 olacak sekilde normallestir — bu birebir kogullamadir (causal attention,
gecersiz token maskeleme). Frekansci diinya ise Monte Carlo kestirimi: B saglanan ornekleri siiz,

11.7 Ug¢ Teorem: Carpim, Zincir Kural, Bayes

Kosullu olasiligin tanimini yeniden diizenleyerek ii¢ teoremi dakikalar icinde ¢ikartyoruz.

Teorem 1 (¢carpim kurali):

P(ANB) = P(B)P(A| B) = P(A) P(B| A)

Teorem 2 (zincir kurali):

P<A1 M- mAn) = P(AI)P(AQ ’ A1)P(A3 ‘ Al DA2)~--P(An ‘ Al M- mAnA)

Bunu n! farkli sirayla yazabilirsin.

“this is not just one theorem, but n factorial theorems.” — Blitzstein, 47:47
Teorem 3 (Bayes kural):

P(B|A)P(A)

PA|B) = =55

Ispat tek satir (sadece boldiik), ama bu esitlik koca bir bilim dalinin temeli.
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11 Kosullu Olasilik

“The proof is completely obvious. ... The implications are extremely deep.” — Blitzstein, 49:22

! Builder Notu — Autoregressive ve Diffusion

Zincir kurah = autoregressive ¢arpanlama: dil modeli p(wy, ... ,w,,) = [[p(w; | w_;). n! siralama
Ozgiirliigii — any-order liretim (XLNet, diffusion dil modelleri). Bayes kurali = posterior o< olabilirlik x
prior; bir generative siiflandirict p(z | y)p(y) modelleyip Bayes ile p(y | x)’e gevirir, ve diffusion’in
ters adimu bir Bayes giincellemesidir.

11.8 Bu Dersin Ozeti

Bagimsizhk: P(AN B) = P(A)P(B). “Bagimsiz = garp.”
Bagmmsizlik = ayrikhik: Karistirma felakettir.
ikili = karsihkli bagimsizhk: Uclii denklem ayr1 gerekir (XOR).

Kosullu olasihik: P(A | B) = P(AN B)/P(B).
iki sezgi: cakil diinyas: (kisitla + normallestir) ve frekansc1 diinya.
Uc teorem: carpim, zincir, Bayes.

NoWwnk WD~

I Tek bir ciimle

Kosullu olasiik P(A | B) = P(AN B)/P(B), yeni kanitla inanclar1 giincellemenin matematigidir
— “istatistigin ruhu” — ve ondan tek satirlik cebirle ¢ikan Bayes kurali, koca bir ¢ikarim biliminin
temelini atar.

11.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Iki adil zar. “Ilk zar ¢ift’ ile ‘toplam 7’ bagimsiz m1?

Cevap: P(ilk¢ift) = 1/2. P(toplam7) = 6/36 = 1/6. Kesisim (ilk ¢ift, toplam 7):
(2,5),(4,3),(6,1) - 3/36 = 1/12. Carpim: (1/2)(1/6) = 1/12. Esit — bagimsiz. Sezgiye
aykir1 ama dogru.

1 Soru 2: P(A)=P(B)=0.5 ve A, B ayrik. Bagimsizlar mi1?

Cevap: Hayir. Ayrik » P(AN B) = 0. Bagimsiz olsalardi P(A)P(B) = 0,25.0 # 0,25 — bagimsiz
degil. Pozitif olasiliklt ayrik olaylar asla bagimsiz olamaz.

1 Soru 3: Hastalik %1, test hassasiyeti %99, yanlis pozitif %35. Pozitif ¢ikan gercekten hasta mi1?

Cevap: Bayes. P(+) = 0,99 - 0,01 + 0,05 - 0,99 = 0,0594. P(hasta | +) = 0,99 - 0,01/0,0594 ~
0,167 = %16,7. Test iyi gibi ama diisiik base rate yiiziinden pozitiflerin cogu yanhs pozitif. Ders 1’in
base-rate neglect’inin Bayes hesabi.
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11.10 Egzersizler

1 Soru 4: (Builder) ‘kara kedi’ dizisi nasil carpanlanir ve neden autoregressive iiretim miimkiin?

Cevap: p(kara, kedi) = p(kara) - p(kedi | kara). Genelde p(wy, ..., w,) = [[p(w; | w_;). Model
her adimda yalnizca bir sonraki token’in kosullu dagilimini iretir; zincir kural tiim dizinin olasiligini
yerel kosullulardan kurar.

11.10 Egzersizler

Egzersiz 1. 52 karttan tek kart. “Kupa” ile “Kiz (Q)” bagimsiz m1? Tanimla dogrula.

Egzersiz 2. Torba: 5 kirmiz1, 3 mavi. Yerine koymadan 2 top. (a) Ilk kirmiz1 verildiginde ikincinin mavi olma
olasilig1? (b) Ikincinin mavi olma (kosulsuz) olasilig1?

Egzersiz 3. Ucii ikili bagimsiz ama karsilikli bagimsiz olmayan ii¢ olay kur. (Ipucu: XOR.)
Egzersiz 4. (Python — Newton-Pepys Monte Carlo)

0.6648 (n=6, 21)
0.6162  (n=12, 22)
0.5978  (n=18, 23)

N W >
U U ©
I

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Soru 3’teki hastaligi, yanlis pozitif %1 olsaydi yeniden hesapla. Paydadaki
P(+) = P(+|H)P(H)+ P(+|S)P(S) ifadesi toplam olasihk yasas1 (LOTP) — Ders 5’in ana konusu.

11.11 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 5: Kosullamaya Devam, Toplam Olasilik Yasasi

Toplam olasilik yasasi (LOTP) ile bir olayin olasili§ini, ayrik durumlara kogullayip birlestirerek hesaplamay1
O0grenecegiz. Bayes paydasinin kendisi.

Ders 5 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢coz — ozellikle 4 (Monte Carlo) ve 5 (LOTP kesfi).
* “En az bir” refleksini pekistir.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Kosullu olasilik, inanclar giincellemenin matematigidir.”

11.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Bagimsizlik P(ANB) = 11m25
P(A)P(B)
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11 Kosullu Olasilik

Kavram Tanim Blitzstein’de

Bagimsiz = ayrik Zat kavramlar 12m06

Ikili = karsihkh Uglii denklem ayr1 14m09
(XOR)

Newton-Pepys A~ 0,665 > B~ 28m03
0,619 > C ~ 0,597

Binom olasihg1 (H)(1/6)%(5/6)"k 26m45

Kosullu olasilik P(A|B) = 34m08
P(ANB)/P(B)

Cakil diinyasi Kisitla + P(B)’ye bol ~ 36ml1

Frekansci diinya Uzun vadede oran 41m25

Carpim kurali P(ANB) = 45m00
P(B)P(A | B)

Zincir kuralh [T P(A; | ncekiler) 47m12

Bayes kural P(A| B)=P(B]| 49m02
A)P(A)/P(B)

11.13 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

Kosullu olasiik — tiim 6grenme: p(y | x), posterior, attention.

Zincir kurah — autoregressive dil modeli; n! sira — any-order (XLNet, diffusion LM).
Bayes kurali — posterior o olabilirlik X prior; generative <+ discriminative.

Bagimsiz = carp — naive Bayes, faktorizasyon.

Ikili = karsihkh (XOR) — gizli katmanin gerekliligi.

Cakil yeniden normallestirme — masked / causal softmax attention.

Binom olasih@1 — Binom dagilimi (Ders 8), sayim ve siniflandirma.

NNk wN =

! Tek bir sey alip gideceksen

Kosullu olasilik P(A | B) = P(AN B)/P(B), grenmenin matematigidir. Tek satirlik Bayes kurali
bu tanimdan dogar. “Conditioning is the soul of statistics.”
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12 Kosullamaya Devam ve Toplam Olasilik Yasasi

LOTP, hastalik testi, savct yanilgisi, explaining away

1 Boliim bilgisi

¢ Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 5: Conditioning Continued, Law of Total Probability
(=50 dk)
* Okuma siiresi: =28 dk

12.1 Bu Derste Ne Var?

Ders 4’te kosullu olasilig1 ve Bayes’i kurduk. Burada onu kullaniyoruz:

1. Toplam olasilik yasasi (LOTP): karmagik P(B)’yi ayrik durumlara boliip birlestir.

2. Bayes + LOTP: hastalik testi — %95 “dogru” test, ama pozitifin sadece %16’s1 gercekten hasta.

3. Biyohazardlar: P(A | B) ile P(B | A) (savcl yanilgist), prior ile posterior, bagimsizlik ile kogullu
bagimsizlik.

“you can’t really think clearly except under the condition that you understand how to think
conditionally.” — Blitzstein, 1:33

@ Builder Notu — ML Kopriileri

¢ LOTP = marjinallestirme: p(z) = ZZ p(x | 2)p(z). Latent degiskenli modellerin (mixture,

VAE, EM, HMM) temeli.

Hastalik testi = precision vs recall. Dengesiz veride accuracy neden yaniltir.

* Savar yamlgisi = p(veri | model) ile p(model | veri)’yi karigtirmak.

* Kosullu bagimsizlik = Bayesian aglarin ve naive Bayes’in ¢ekirdegi; explaining away = collider
yapisl.

12.2 Toplam Olasilik Yasasi (LOTP)

Ornek uzay S’yi béler (partition) ayir: A, A,, ..., A,, hem ayrik hem de birlesimleri S. Bir B olayini her
parca keser:
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12 Kosullamaya Devam ve Toplam Olasilik Yasast

P(B) =Y P(BA) =S P(B| A P(4,)
i=1 i=1

“I prefer to just think of it as breaking up a problem into simpler pieces.” — Blitzstein, 7:28

Kritik nokta: yarari, partition’1 ne kadar iyi sectigine bagli. Kotii bélme n esit zor problem verir; iyi bolme

her parcayi kolaylagtirir.

LOTP: B'yi partition {A1, A, A3} ile pargalara bol, kosullu olasiliklari adirlikla topla

A]_ A2

As

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3)P(As)

Sekil 12.1: LOTP geometrisi: S’yi Al, A2, A3’e bol (ayrik + birlesim S). B olaym her parca keser; P(B) =

sum P(BJAi)P(Ai).

@ Builder Notu — Marjinallestirme ve Latent Modeller

LOTP, olasiliksal modellerde marjinallestirmenin ta kendisi: p(z) = >__p(z | 2z)p(2). Simflandi-
ricinin marjinal tahmini, mixture’da bilesenleri toplama, HMM’de gizli durumlar1 toplama — hepsi
LOTP. “lyi partition se¢” tavsiyesi de gizli degiskeni dogru tasarlamaya denk diiser.

12.3 iki Kart Paradoksu: “Bir As” vs “Maca Asi1”

52 kartlik desteden 2 kart. iki kosullu olasilig1 karsilastur:

(a) iki as, en az bir as verildiginde:

(3) 6 1

P(ikias | enazbiras) = ——=—— = — = —

(B —(5) 198 33

(b) Iki as, maca as1 verildiginde: Bir kart maca as1, diger kart 51 kartin esit olasi biri. Bunlarin 3’ii as:
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12.4 Hastalik Testi: Bayes + LOTP El Ele

P(iki as | maga as1) = 53—1 =17

Sagirtici: hangi as oldugunu sdylemek olasilig1 neredeyse iki katina ¢ikardi. “Bir as” = varolugsal (belirsiz);
“maca as1” = belirli bir kart1 sabitlemek.

@ Builder Notu — Kanitin Belirliligi

Kanitin belirliligi posterior’u kokten degistirir. “En az bir” tipi (varolugsal) ile “belirli bir 6ge” tipi
farkl1 sonug verir — selection effect / gozlem cercevesi sorunudur. Bir modele kanit verirken “belirli
mi, varolugsal m1” ayrimui ¢ikarilan sonucu degistirir.

12.4 Hastalik Testi: Bayes + LOTP El Ele
Hastalik niifusun %1’inde. Test %95 dogru:

P(T' | D)=0,95=P(T°| D°)
Hastanin merak ettigi P(D | T'). Bayes + LOTP:

P(T | D)P(D) B 0,95 - 0,01 N
P(T | D)P(D) + P(T | D°)P(D°) ~ 0,95-0,01 +0,05-0,99

P(D|T)= 0,16

%95 dogru test pozitif verdiginde bile, hasta olma olasilig1 sadece %016.

“there’s only a 16% chance that the patient has the disease.” — Blitzstein, 26:15

I Builder Notu — Precision vs Recall

Bu ornek precision vs recall’un ta kendisi. P(T" | D) = recall/sensitivity; P(D | T') = precision.
Test “%95 accurate” goriinse de, dengesiz veride (%1 pozitif) precision ¢coker — accuracy’nin neden
yamltic1 bir metrik oldugunun kaniti. Ayni hesap, bir dolandiricilik dedektoriiniin alarmlarinin ¢ogunun
neden yanlig pozitif oldugunu agiklar; ¢6ziim base rate’i hesaba katmak ve kalibrasyon.

12.5 Biyohazard 1: P(A|B) # P(B|A) — Savci Yanilgisi

Blitzstein bu yaygin hatalari “biyohazard” diye adlandiriyor. Birincisi: P(A | B)ile P(B | A)’y1karigtirmak.
Hukukta buna savcl yanilgisi denir.

Sally Clark davasi. iki bebegi SIDS’le 6len kadin, “uzman” tamiga gére (1/8500)% =~ 1/73 milyon olasilikla
“masum”. Tki hata:

* Bagimsizlik varsaymmi: iki 6liim bagimsiz sayildi — ortak genetik faktor olabilir.
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12 Kosullamaya Devam ve Toplam Olasilik Yasast

10.000 kisi — 4'lG tablo P(D|T)=95/590=0,161

HEl Gercekten hasta: 95 (%16.1)
B Yanlis pozitif: 495 (%83.9)

Pozitif Negatif

Hasta GESCRN LY Hasta + Negatif
(%1) 95 5

Toplam pozitif
=590

Saglam
(%99)

Saglam + Negatif

0 100 200 300 400 500 600
kisi sayisi

Sekil 12.2: Hastalik testi frekansci sezgi: 10.000 kiside 100 hasta (95’1 pozitif) ve 9900 saglam (495’1 yanlig
pozitif). Toplam 590 pozitif — 95/590 = %16,1 gercekten hasta.

* Saver yamilgist: 1/73 milyon = P(kanit | masum), ama 6nemli olan P(masum | kanit). Bayes ile
cevirince paya P(masum) girer; ¢ogu anne masum oldugundan bu prior ~ 1’e yakin, hesap kokten
degisir.

Clark yillarca hapis yatti; karar sonradan bozuldu.

! Builder Notu — Likelihood = Posterior

Savci yanilgisi = olabilirlik p(kamt | hipotez) ile posterior p(hipotez | kamt)’u karistirmak. Bir
modelde “p(veri | null) ¢cok diisiik” demek “p(null | veri) ¢cok diisiik” demek degildir — prior olmadan
posterior’a gegcemezsin. P-degeri yanlig-yorumlarinin kokii budur.

12.6 Biyohazard 2 ve 3: Prior<—>Posterior ve Kosullu Bagimsizlik

Biyohazard 2: prior ile posterior’u karigtirmak. P(A) prior (kanittan dnce); P(A | B) posterior. Sik hata:
“A gergeklesti deniyor, o hilde P(A) = 1.” Yanls. Dogrusu:

P(A|A) =1

Verilen bilgi kosul gubugunun sagma gider, P(A)’y1 1 yapmaz.
Biyohazard 3: kosullu bagimsizhigi bagimsizlikla karistirmak. A ve B, C' verildiginde kosullu bagimsiz-
dur:

P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C)
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12.7 Explaining Away: Bagimsiz ama Kosullu Bagimli

Bagimsizlik taniminin her yerine “| C” ekle.

@ Builder Notu — PGM ve Naive Bayes

Kosullu bagimsizlik = Bayesian aglarin (graphical models) ¢ekirdegi — bir degisken ebeveynle-
rine kosullu olarak gerisinden bagimsizdir; dev birlesik dagilim kiigiik carpanlara iner. Naive Bayes:
“ozellikler, sinifa kosullu bagimsizdir” — cogu zaman yanlis ama sasirtici ise yarar.

12.7 Explaining Away: Bagimsiz ama Kosullu Bagimli

Iki 6rnek bagimsizlik <+ kosullu bagimsizligin birbirini gerektirmedigini gosterir.
(a) Kosullu bagimsiz + bagimsiz. Bilmedigin giiclii/zayif bir satrang rakibiyle bir dizi mag. Giice kosullu
olarak maglar bagimsiz (gii¢ sabit). Ama kosulsuz bagimsiz degil: ilk beg galibiyet, sonrakileri tahmin etmeye

yarar.

(b) Bagimsiz + kosullu bagimsiz (explaining away). Yangin alarmi: F = gercek yangin, C = patlamis mustr.
F ile C bagimsiz. Alarmin ¢aldigini (A) 6grenince:

P(F|ANC) =1

Alarm cald1 + popcorn yok — yangin olmak zorunda. F ve C bagta bagimsiz, ama ortak sonuglarina (A)
kosullandiginda bagimh hale gelirler.

F
Yangin
(neden 1) _\
A F L C basta
Alarm caldi |- A'ya kosullan---»] FYCI|A
(ortak sonuc) (explaining away)

C
Popcorn —/

(neden 2)

Sekil 12.3: Collider (v-yapis1): iki bagimsiz neden (F, C) — ortak sonug (A). A’ya kosullanmak F ve C’yi
bagimli yapar — explaining away. Nedensel cikarimda collider’a kosullanmak sahte korelasyon
iiretir (Berkson paradoksu).
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12 Kosullamaya Devam ve Toplam Olasilik Yasast

! Builder Notu — Collider Bias / Berkson

Bu dogrudan Bayesian aglardaki collider (v-yapisi). Collider’a kosullanmak nedenleri bagimli yapar
— nedensel ¢ikarimda sahte korelasyon iiretir (collider bias / Berkson paradoksu). Veri bir collider’a
kosullanarak toplandiysa (sadece “hastaneye bagvuranlar”), gercekte bagimsiz 6zellikler korele goriiniir
ve model bu sahte iliskiyi 6grenir. Coziim: collider’a kosullanma/kontrol etme.

12.8 Bu Dersin Ozeti

Kosullu diisiinmek kursun ana temasi; LOTP olasilikta “bol ve birlestir”.

LOTP: P(B) =} P(B| A;)P(A;), ayrik {4;} partition’1. Yarari iyi bolmeye bagh.
iki kart paradoksu: P (iki as | bir as) = 1/33, P(iki as | maga as1) = 1/17.

Hastalik testi: %95 dogru test, %1 base —» P(D | T') ~ 0,16.

Saval yanilgisi: Sally Clark (Bayes’siz hesap masumu mahkum eder).
Prior < posterior: P(A) +# P(A| B); P(A| A) = 1.

Nk W=

yapar.

! Tek bir ciimle

LOTP karmagik bir olay1 ayrik durumlara kogullayip birlestirir; kosullamanin en derin dersi sudur:
P(A| B) # P(B | A), prior # posterior, ve bagimsizlik kosula gore ortaya ¢ikip kaybolabilir.

12.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: 2 adil para + 1 hileli (iki yiizii tura). Rastgele biri atiliyor. Tura olasilig1? (LOTP)

Cevap: P(tura) = (2/3)(1/2) + (1/3)(1) =1/3+1/3 =2/3.

1 Soru 2: Tura geldi. Hileli olma olasilig1? (Bayes)

Cevap: P(hileli | tura) = (1)(1/3)/(2/3) = 1/2. Prior 1/3 — posterior 1/2.

1 Soru 3: ‘NBA oyuncusu — uzun’ dogru, ama ‘uzun — NBA oyuncusu’ yanlis. Hangi kosulluklar?

Cevap: P(uzun | NBA) &~ 1; P(NBA | uzun) = 0. Save1 yanilgisi + base rate: NBA oyuncusu nadir,
P(NBA) kiiciik, Bayes hesabini ¢okertir.
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12.10 Egzersizler

1 Soru 4: (Builder) Collider’a kosullanmak neden sahte korelasyon ve ML icin ne demek?

Cevap: Explaining away. Veri collider’a kosullanarak toplandiysa (Berkson), gercekte bagimsiz 6zellik-
ler korele goriiniir ve model bu sahte iligkiyi 6grenir. Coziim: collider’a kosullanmadan ornekle, veya
nedensel grafik bilgisiyle diizelt.

12.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Fabrika: M1 (%50, %2 hatalt), M2 (%30, %3 hatal1), M3 (%20, %35 hatal1). Hatali olma olasiligini
LOTP ile bul.

Egzersiz 2. (Devam) Hatal1 {iriin bulundu. M3’ten gelme olasilig1? (Bayes.)
Egzersiz 3. Kendi “explaining away” 6rnegini kur — bagimsiz iki neden, ortak sonug.

Egzersiz 4. (Python — hastalik testi simiilasyon)
P(D | T) = 0.1615 (Bayes beklenti: ~0.1610)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Monty Hall: 3 kapi, biri arabaya. Bir kap1 se¢, sunucu bos bir kapiy1 acar, degistirme
sans1 verir. Degistirmeli misin? Once sezgini yaz.

12.11 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 6: Monty Hall ve Simpson Paradoksu

Iki iinlii paradoks. Monty Hall: degistirmek kazanma olasihgini 1/3’ten 2/3’e gikarir. Simpson paradoksu:
gruplar tek tek bir yonde, birlestirilince ters yonde sonug verebilir.

Ders 6 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢z — 0zellikle 4 (simiilasyon) ve 5 (Monty Hall sezgisi).
* “Bayes paydas1 her zaman LOTP” refleksini pekistir.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “LOTP karmasgik bir olay: parcalara béler...”

12.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de

LOTP P(B) =Y. P(B| 6m00
A;)P(A;)

Partition Ayrik + birlegim S 5ml5

iki kart paradoksu 1/33vs 1/17 15m43
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12 Kosullamaya Devam ve Toplam Olasilik Yasast

Kavram Tanim Blitzstein’de
Hastalik testi %95 test + %1 base »  26m15
~ %16
Bayes + LOTP Bayes paydas1i LOTPile 24m45
acilir
Savel yanilgisi P(A| B)+ P(B | 32m45

Prior vs posterior A) #+ P(A | B); 39m438

A4)
B
P(A|A)=1
B

Kosullu bagimsizik ANB|C) = 41m14
P(A|C)P(B|C)

Explaining away Bagimsiz nedenler, 48m01
collider’a kosullu —
bagiml

12.13 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

LOTP — marjinallestirme; mixture, latent degisken, EM, HMM.

Hastalik testi — precision vs recall; dengesiz veride accuracy yaniltir.
Savear yanilgis1 — likelihood # posterior; prior olmadan ¢ikarim yok.

Prior <> posterior — Bayesian ML’in tanimu.

Kosullu bagimsizlik — Bayesian aglar (PGM), naive Bayes faktorizasyonu.
Explaining away (collider) — selection bias, Berkson paradoksu.

Kamt belirliligi — “belirli mi, varolugsal m1”’; prompt/kosul tasarimi.

NNk W=

I Tek bir sey alip gideceksen

Zor bir olasihig1, ayrik durumlara kosullayip birlestirerek (LOTP) pargala. Ug tuzaktan sakin: P(A |
B) #+ P(B | A), prior # posterior, bagimsizlik kosula gore belirip kaybolur. Kogullamanin yonii
ve neye kosullandigin her seyi degistirir.
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13 Monty Hall ve Simpson Paradoksu

Kanitin tamamina kosulla; confounder’t gérmezden gelme

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 6: Monty Hall, Simpson’s Paradox (=49 dk)
* Okuma siiresi: =26 dk

13.1 Bu Derste Ne Var?

Kosullamanin giiciinii ve tuzaklarini iki paradoksta siniyoruz:

1. Monty Hall: ii¢ kapi, bir araba. Sunucu bir ke¢i kapist actiktan sonra degistirmek kazanma olasiligini
1/3’ten 2/3’e ¢ikarir.

2. Simpson paradoksu: bir doktor her ameliyat tiiriinde daha bagarili olabilir ama toplamda daha
basarisiz.

“the answer is that you should switch ... if you switch, your probability of success is two-thirds.”
— Blitzstein, 6:55

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Monty Hall = veri-iiretim siirecini modellemek. “Kap1 2 bos” ile “Monty kap1 2’yi a¢tr” farkli
kanitlardir. Missing not at random (MNAR) cikarimi degistirir.

* Simpson paradoksu = confounding — nedensel ¢ikarimin merkez problemi. Korelasyon

nedensellik.

Agirhiklar degisir = covariate shift.

* Toplam vs alt-grup metrikleri = fairness analizi (Berkeley davasi).

13.2 Monty Hall: Kurulum ve Gizli Varsayimlar
Uc kapr; birinin ardinda araba, ikisinde kegi. Kap1 1’i seciyorsun. Monty kalan iki kapidan kecili birini
aciyor ve degistirme sansi veriyor.

Gizli varsayimlar (Blitzstein vurguluyor):
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13 Monty Hall ve Simpson Paradoksu

e Araba bagta her kapida esit olas1 (1/3).
* Monty arabanin yerini biliyor ve her zaman bir keci kapis1 aciyor.
» Secim varsa (senin sectigin kapida araba), esit olasilikla se¢iyor.

Naif sezgi: “Iki kap1 kald1, 50/50.” Bu, naif tanimin kétiiye kullanimu.

@ Builder Notu — Data-Generating Process

Gizli varsayimlari agik yazma disiplini, bir modelin veri-iiretim siirecini tanimlama disiplinidir. Eksik
verinin neden eksik oldugu (MCAR/MAR/MNAR) ¢ikarimi degistirir.

13.3 Monty Hall: Agac Diyagrami

Monty Kap12a¢ | P=1/6» Degistir — 2'ye
7 (1/2) KAYBET
Araba Kapi 1
(P=1/3)
Araba Kapi 2
Baslangic: Kap1 1 segildi re:P; /33[;1
Araba Kapi 3 Monty Kap12a¢ | oy | Degistir — 3'e
(P=1/3) (zorunlu) KAZAN

Sekil 13.1: Monty Hall agac1. Kap: 1 secildi. Monty kap1 2’yi actiysa kalan iki dal: (araba 1) olasilik 1/6,
(araba 3) olasilik 1/3. Normallestir: araba 1 — 1/3, araba 3 — 2/3.

Monty Kap1 2 agtiysa: (araba 1, Monty 2) = 1/3 - 1/2 = 1/6; (araba 3, Monty 2) = 1/3 -1 = 1/3.
Normallestir: araba Kap1 1 — 1/3, Kap1 3 — 2/3.

“we wanna condition on all the evidence.” — Blitzstein, 8:38

Kritik: sadece “Kapi1 2’de kegi var”a degil, “Monty Kapi 2’yi act1” kanitinin tamamina kosulluyoruz.

13.4 Monty Hall: LOTP ve Milyon Kapi

LOTP ile ayn1 sonu¢ — Blitzstein LOTP’ye ““wishful thinking” demeyi 6neriyor: neyi bilmeyi dilersin? Tabii
ki arabanin yerini.

70



13.5 Simpson Paradoksu: Iki Doktor

S = (degistirme stratejisiyle) kazanma, D ; = araba Kapr j°de:

P(S)=P(S|Dy)s+P(S|Dy)t +P(S|Dy)t =0+3+1=12

Sezgi: 1/3 zamanda ilk tahmin dogru (degistirme kaybettirir); 2/3 zamanda yanls (Monty kegiyi acar,
degistirme kazandirir).

Milyon kapi: 1.000.000 kapidan birini se¢; Monty 999.998 keci kapisi agsin. Degistirir misin? Tabii ki —
ilk tahminin neredeyse kesin yanlis.

birikimli kazanma orani

1.0

0.8

0.6

0.4 A

0.2

0.0

Monty Hall simllasyonu: degistir - 2/3, kal -» 1/3

—— Degistir
— Kal

2/3 (degistir teori)
== 1/3 (kal teori)

10° 10! 102 103 10*
simulasyon sayisi (log)

Sekil 13.2: Monty Hall 10.000 simiilasyon: ‘degistir’ stratejisi 2/3’e, ‘kal’ 1/3’e yakinsar. Egri Biiyiik Sayilar

Yasasi: simiilasyon arttik¢a frekans olasiliga yaklagir.

Final: degistir = 0.6672, kal = 0.3317

@ Builder Notu — Bilgi Degeri ve Aktif Ogrenme

Monty Hall’1n asil dersi: bir gozlemin bilgi degeri, onun nasil ortaya ¢iktigina baglidir. Monty nin bilerek
keci agmasi, kalan kapiya olasilik “pompalar”. ML’de bu aktif 6@renme sezgisidir — bilgilendirici bir
gozlem posterior’u beklenenden ¢ok kaydirabilir.

13.5 Simpson Paradoksu: iki Doktor

Bir doktor her ameliyat tiiriinde digerinden iyi olabilir mi, ama toplamda kotii? Evet.

“the signs of inequalities can flip when you aggregate data together.” — Blitzstein, 27:50

71



13 Monty Hall ve Simpson Paradoksu

Doktor  Kalp ameliyati Bandaj ¢ikarma Toplam

Hibbert 70/90 (%78) 10/10 (%100) 80/100 (%80)
Nick 2/10 (%20) 81/90 (%90) 83/100 (%083)

Hibbert her iki tiirde de iyi, ama toplamda Nick yiiksek. Sebep: Nick’in ameliyatlarinin %90°’1 kolay
(bandaj).

Alt-grupta Hibbert > Nick Toplamda Nick > Hibbert (paradoks!)
HEl Hibbert
. 1009
1.0 I Nick 00% 104
o,
80% 83%
0.8 1
z 5
E ©
o Qo 0.6 1
5 5
© o
Qo o
0.4+
0.2 1
0.0 -
Kalp Bandaj Hibbert Nick

ameliyati cikarma

Sekil 13.3: Simpson paradoksu: Hibbert (mavi) her iki tiirde Nick’ten yiiksek basari, ama Nick’in case mix’i
(mostly easy bandaj) toplam orani yukari ¢ekiyor. Toplam metrik yanlis kararla gotiiriir.

“there is no such thing as a true paradox ... the universe would explode.” — Blitzstein, 26:26

! Builder Notu — Sliced Metrics

Simpson paradoksu aggregation yanhilhigimin 6rnegi: A/B testte veya metrikte, alt-gruplara bakmadan
toplam sonuca giivenmek seni ters yone gotiiriir. Model degerlendirmede daima dilimlenmis (sliced)
metrikler ve fairness i¢in alt-grup analizi gerekir.

13.6 Simpson: Confounder ve Berkeley Davasi

Olaylarla: A = basar1, B = Nick, C' = kalp ameliyati. Tablo sunu der:

P(A|B,C) < P(A| B*,C), P(A|B,C%) < P(A| B°,C¢)

Ama toplamda ters doner:

P(A|B) > P(A| BY)
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13.7 Bu Dersin Ozeti

Neden? Kosullu LOTP: P(A | B) = P(A | B,C)P(C | B) + P(A | B,C°)P(C° | B). Buradaki
agirhiklar P(C' | B) # P(C | B®) farkly; bu yiizden esitsizlik aktarilmaz.

C bir confounder — hem B’yi (hangi doktora gittin) hem A’y1 (basar1) etkiler. Dogru karsilagtirma C’ye
kosullamakla (tabakalama) elde edilir.

C T

Ameliyat turu

(confounder) — B |
Hangi doktor

Basan

Sekil 13.4: Confounder grafigi: ameliyat tiirii C, hem doktor secimini (B) hem basariy1 (A) etkiler. C’yi
kontrol etmeden B — A yorumu yaniltir.

Berkeley davasi (1973). Lisansiistii kabullerde cinsiyet ayrimcilig1 iddiasi: toplam oranlar erkekler lehine.
Ama boliim boliim bakinca ayrimcilik kayboldu — kadinlar daha rekabetgi boliimlere bagvuruyordu (boliim
= confounder).

I Builder Notu — Backdoor Adjustment

Berkeley fairness ve nedensel ¢ikarmmin kanonik vakasi. Dogru confounder’lar1 kontrol etmek
(backdoor adjustment) sart — ama Ders 5 collider uyarisin1 unutma: yanlis degiskene kosullamak
sahte iligki iiretir. Neyi kontrol edecegini istatistik degil nedensel yapi soyler.

13.7 Bu Dersin Ozeti

Monty Hall: degistir — 2/3, kal — 1/3. “Monty Kap1 2’yi a¢tr” kanitinin tamamina kosulla.
Gizli varsayimlar: Monty bilir + hep keci acar + se¢im varsa esit. Degisirse problem degisir.
Coziim yollar:: agac (sil + yeniden normallestir) ve LOTP (“wishful thinking” — arabaya kogulla).
Milyon kapi: u¢ durum, sezgiyi netlestirir.

Simpson paradoksu: her alt-grupta A > B, toplamda B > A olabilir.

. Confounder: agirliklar (case mix) gruplar arasi farkli; LOTP’nin agirliklan esitsizligi tagimaz.

. Berkeley davasi: toplam ayrimcilik, boliim bazinda kaybolur.

N U AW

! Tek bir ciimle

Monty Hall kanitin tamamina (nasil ortaya ¢iktigina) kosullamayi1 ogretir; Simpson paradoksu ise dogru
confounder’a kosullamadan toplanan veriye giivenmenin tehlikesini — ikisi de “neye kosulladigin
her seyi degistirir” dersinin iki yiizi.
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13 Monty Hall ve Simpson Paradoksu

13.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Monty Hall’da degistirmek neden 1/2 degil 2/3?

Cevap: i1k tahminin 1/3 dogru (degistir kaybettirir); 2/3 yanlis, o durumda Monty zorunlu olarak oteki
keciyi acar ve kalan kap1 arabay: tasir.

1 Soru 2: Monty arabanin yerini BILMESEYDI, sans eseri kegi agsaydi, hala 2/3 mii?

Cevap: Hayir — bu durumda 1/2. Monty bilmeden agtiginda kalan iki kapt simetrik kalir. Fark,
Monty’nin bilerek keci agmasinin tagidig: bilgide.

1 Soru 3: iki oyuncu, sezonun her iki yarisinda A > B isabet, tiim sezonda B > A miimkiin mii?

Cevap: Evet — Simpson paradoksu. Sut hacimleri yaridan yartya ¢ok farkliysa (agirliklar dengesiz),
toplamda yon doner.

1 Soru 4: (Builder) B varyant: mobilde ve masaiistiinde iyi, toplamda kotii. Ne oldu?

Cevap: Simpson paradoksu. Cihaz karigimi varyantlar arasinda farkli (B’ye diisen trafigin ¢ogu mobil,
mobil doniisiim zaten diisiik) — cihaz tipi confounder. Coziim: dilimlenmis metrikler, randomizasyon
dengesi.

13.9 Egzersizler

Egzersiz 1. 4 kapili Monty Hall: 1 araba, 3 keci. Bir kap1 sectin, Monty bir keci acti. Kal mi, gecenlerden
birine ge¢ mi? Her secenegin olasilig1?

Egzersiz 2. Kendi Simpson paradoksu ornegini somut sayilarla kur.

Egzersiz 3. Milyon kap1 argiiman1 neden 3 kapili probleme de uygulanir? “50/50” sezgisinin ¢coktiigii yeri bir
paragrafla acikla.

Egzersiz 4. (Python — Monty Hall simiilasyonu) Yukaridaki kod hiicresine bak — degistir = 0,667 ve
kal = 0,333 ¢ikmali.

Egzersiz 5. (Sonraki ders) “Rastgele degisken” sezgisi: iki zar atisinda “toplam™1 bir say1ya esleyen fonksiyon.
Kendi 6rnegini bir climleyle yaz.

13.10 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 7: Kumarbazin Iflas1 ve Rastgele Degiskenler

Iki konu: kumarbazn iflasi (gambler’s ruin) — random walk sezgisi, fark denklemleri; ve kursun ikinci
bolliimiine giris: rastgele degiskenler — sonuclar sayilara esleyen fonksiyonlar.
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Ders 7 oncesi yapilacak

13.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

» Egzersizleri ¢z — Ozellikle 4 (Monty simiilasyon) ve 5 (RD sezgisi).
* “Tiim kanita kosulla” + “confounder’a dikkat” reflekslerini pekistir.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Neye kosulladigin her seyi degistirir.”

13.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanmm Blitzstein’de

Monty Hall Degistir — 2/3, kal 6m55
—1/3

Tiim kanita kosulla “Monty acti” # sadece  8m38
“kapt bos”

Monty varsayimlari Bilir + hep kegi + esit 5m03
secim

Agac coziimii Tutarsiz dallari sil + 12m03
normallegtir

LOTP / wishful thinking  Arabanin yerine kogulla  16m?26

Milyon kap1 Ug durum sezgiyi 24m00
netlegtirir

Simpson paradoksu Alt-grup A > B, 27m50
toplam B > A

Confounder C hem grubu hem 40m17
bagariy1 etkiler

Agirhiklar P(C|B) # P(C| 43m56
B¢); LOTP aktarmaz

Berkeley davasi Toplam ayrimcilik, 45m12

boliimde kaybolur

13.12 ML Baglantilan Ozeti

@7 koprii

NNk wN =

Monty Hall — veri-iiretim siirecini modelle; MNAR; likelihood’un tam hali.
Tiim kanita kosulla — masked attention, posterior giincelleme.

Milyon kap1 — bilgilendirici gozlem; aktif 6grenme / deney tasarimi.
Simpson paradoksu — aggregation bias; dilimlenmis metrikler.

Confounder — nedensel ¢ikarim, backdoor adjustment.

Agirliklar / case mix — covariate shift, importance weighting.

Berkeley — fairness alt-grup analizi; dogru degiskene kosulla (collider’a degil).
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13 Monty Hall ve Simpson Paradoksu

! Tek bir sey alip gideceksen

Neye kosulladigin her seyi degistirir. Monty Hall, kanitin tamamina (nasil ortaya ¢iktigina) kosullamaysi;
Simpson paradoksu dogru confounder’a kogullamadan toplanan veriye giivenmemeyi 6gretir.
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14 Kumarbazin iflasi ve Rastgele Degiskenler

First-step analysis, fark denklemi, Bernoulli, Binom

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 7: Gambler’s Ruin and Random Variables (=52 dk)
* Okuma siiresi: =28 dk

14.1 Bu Derste Ne Var?

Kosullamadan kursun ikinci biiyiik temasina gecis. Blitzstein’e gore donemin iki biiylik fikri kosullama ve
rastgele degiskenler.

1. Kumarbazin iflasi: iki kumarbaz, $1°lik bahisler. First-step analysis + fark denklemi.
2. Rastgele degisken: 6rnek uzaydaki sonuglari sayilara esleyen bir fonksiyon.
3. Bernoulli ve Binom — ilk iki 6nemli dagilim.

“the two most important ideas for the entire semester ... conditioning and random variables and
their distributions.” — Blitzstein, 0:23

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* First-step analysis = Bellman denklemi. p, = p - p, | + ¢ - p;_; 0zyinelemesi RL’deki value
iteration’n iskeleti.

* Random walk = SGD’nin giiriiltiilii gezintisi; difiizyon ileri siireci; MCMC. Drift (p # q) =
kii¢iik biasin uzun ufukta nasil biriktigi.

* Fark denklemi = linear RNN / karakteristik kok; vanishing/exploding olgusunun ayrik kardesi.

* Rastgele degisken = verinin fonksiyonu. Feature, istatistik, loss — hepsi RV. Bernoulli =
dropout maskesi / ikili etiket; Binom = bagar1 sayisi.

14.2 Kumarbazin iflasi: Random Walk Olarak
Iki kumarbaz A ve B, $1°lik bahisler oynar. Her turda A, p olasilikla kazanir, ¢ = 1 — p kaybeder. A elinde

$i, B elinde $(N — 7). Oyun biri iflas edene kadar.

Random walk olarak: parcacik ¢’de baslar, p ile saga, q ile sola. 0 ve /N yutucu durum (absorbing state).

77


https://www.youtube.com/watch?v=PNrqCdslGi4

14 Kumarbazin Iflasi ve Rastgele Degiskenler

Random walk: 10 ayr kagis, A=$10, N=20, p=0,5
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Sekil 14.1: Kumarbazin iflasi random walk olarak: 10 ayr kagig, A=$10, B=$10 (N=20), p=0.5 adil oyun.
Bazi yollar A=20’de (mavi — A kazanir), bazilar1 0’da (kirmiz1 — B kazanir) yutulur.

@ Builder Notu — Random Walk Her Yerde

Random walk ML’in her yerinde: SGD parametre uzayinda giiriiltiilii yiiriiyiis; diffusion’in ileri siireci;
MCMC ornekleyiciler. “Yutucu durum” kavrami erken durdurma, mutlak bariyerler ve RL’de terminal
state ile ayn1 sezgi.

14.3 First-Step Analysis: Fark Denklemi

p; = A’nin $7 ile baglayip tiim oyunu kazanma olasilig1. Ilk adima kosulla (first-step analysis):

Di =PPiy1 T 4P, 1<i<N-1

Sinir kosullar:

po =0, py =1

“first step analysis.” — Blitzstein, 11:48

! Builder Notu — Bellman Denklemi

P; = P P;iy1 + q - p;_1 denklemi, RL’deki Bellman denkleminin birebir iskeleti: bir durumun
degeri = komsu durumlarin degerlerinin olasilikla agirlikli ortalamasi. First-step analysis = dinamik
programlamada “bir adim ag, gerisini 6zyineleme birak”. Value iteration ve TD 6grenmenin temeli.

78




14.4 Fark Denklemini C6zmek

Tahmin: p; = x*. Denkleme koy, z' "¢ bél:

pr? —x+q=0

q =1 — poldugundan 1 — 4pq = (2p — 1)2. Kokler:

r=1, T = d
p
p #+ q icin siir kosullariyla:
_ 1—(a/p)
to1=(g/p)V
Adil oyunda (p = g = 1/2), L' Hopital:
7
b; = N

14.4 Fark Denklemini Cozmek

@ Builder Notu — Karakteristik Kok

kaybolan/patlayan gradyan olgusunun ayrik kardesi.

pr? — x + q = 0 bir karakteristik denklem. Dogrusal bir fark denklemini (ve linear RNN’i) kok-
lerle ¢6zmenin yolu budur. Koklerin biiyiikliigii kararlihg: belirler: |kok| < 1 soner, > 1 patlar —

14.5 Moral: Minik Bias Felakettir

Adil oyun (p = ¢): P(A kazanir) = i/ N = sermaye payl.

Adaletsiz oyun: ¢arpici. Egit baglangigla (1 = N /2) ve p = 0,49 (turda %1 dezavantaj):

Las Vegas’ta kasa hem daha ¢ok paraya sahip (biiyiik V) hem oyunlar ger¢ekten hafifce

aleyhinedir.

Salimim yok: P(A kazanir) + P(B kazanir) = i/N + (N — i)/N = 1. Oyunun sonsuza dek siirmesi

olasilik 0.

@ Builder Notu — Risk of Ruin ve Kelly

“Minik bias uzun ufukta felaket” dersi: ML'de yansiz (unbiased) Kestiriciler ve dikkatli adim boyutlari-
nin 6nemi. “Risk of ruin” sezgisi — bankroll yonetimi, Kelly kriteri, RL’de kesif/risk dengesi. Kiigiik
stirekli dezavantajla yeterince uzun oynayan bir ajan neredeyse kesin iflas eder.

79



14 Kumarbazin Iflasi ve Rastgele Degiskenler

Esit baslangi¢: minik bir dezavantaj N buyudukce felakete déonusur

. / —® O
0.8
o
P A'nin tur basina kazanma olasihgi
2o —®- p=1045
= -@— p=0.49
c o o o O— - p=05
o -@— p=0.51
= 047 —8— p=055
< itk
o
0.2

102
Toplam para N (log)

Sekil 14.2: Adaletsiz oyun: p=0.49 (turda sadece %1 dezavantaj) bile N biiyiidiikce felakete doniigiir. N=200de
yari-yariya basglayan A %?2 kazanir. ‘Risk of ruin’ sezgisinin matematiksel kaniti.

14.6 Rastgele Degisken Nedir?

Yaygin (ve ise yaramaz) tanim: “rastgele degerler alan degisken.” Dogru tanim: bir fonksiyon

X:5—=R

Deneyin her sonucu s’yi bir sayiya esler. Deneyin bir yoniiniin sayisal ozeti.

“the idea is that we should think of a random variable just as a numerical summary ... of an
aspect of the experiment.” — Blitzstein, 41:08

Rastlant1 deneyden gelir: deneyi yapariz, s gozleriz, X onu bir sayiya gotiiriir.

@ Builder Notu — Loss Bir RV dir

“RV = (rastgele) verinin fonksiyonu” tanim1 ML’in temelini netlestirir: bir feature, bir istatistik, hatta
loss L(6; batch) bile rastgele girdinin fonksiyonudur — birer rastgele deZiskendir. “Loss bir RV’dir”
demek, onun beklenen degeri ve varyansi hakkinda diiglinebilmenin (sonraki dersler) anahtaridir.

14.7 Bernoulli ve Binom Dagilimlari

Bernoulli(p). En basit RV: yalmzcaOve 1. P(X =1) =p, P(X =0) =1 —p.

Binom(n, p). n bagimsiz Bernoulli(p) denemesindeki bagari sayisi. PMF:
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14.8 Bu Dersin Ozeti

P(X=k) = <Z> PFA—p) k. k=0,1,...n

Nereden geliyor? k basari + n — k basarisizlik iceren belirli bir dizinin olasilig1 p* (1— p)"*k; basarilarin
yerini se¢cmenin (Z) yolu var.

Kapams 6zelligi (bagimsiz binomlar):
X ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(m,p) bagimsiz = X +Y ~ Bin(n + m,p)
Story proof: n 4+ m bagimsiz Bernoulli(p) denemesi — toplam basar1 X + Y ~ Bin(n + m, p).

Binom(n=20, p) PMF — p degistikge tepe konumu np civarinda kayar

0.15 A

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k (basari sayisi)

Sekil 14.3: Binom(n=20, p) PMF’i farkli p i¢in. p=0.5 simetrik; p<0.5 sola, p>0.5 saga kayar. Tepe deger np
civarinda (sonraki ders: E[X] = np).

I Builder Notu — Dropout, Binary Cross-Entropy

Bernoulli = dropout maskesi (her birim p olasilikla tutulur), ikili sinif etiketi, gosterge degiskeni. Binom
= bagar1 sayis1; Binom/Bernoulli’nin log-olabilirligi tam olarak binary cross-entropy loss’tur. Bagimsiz
binomlarin toplaminin kapalilig, iki batch’in bagar1 sayimlarini birlestirmek gibi pratik durumlarda
isine yarar — Ders 2 Vandermonde’un olasiliksal yiizii.

14.8 Bu Dersin Ozeti
1. Kumarbazm iflasi: A $i, B $(/N — ). Random walk (0, N yutucu).

2. First-step analysis: Pi =D Dig1+4 Di1500 =0,y = 1
3. Coziim: p; = x* — kdkler 1ve ¢/p.p # ¢: p; = (1 —(¢/p)")/(1 — (¢/p)N);p = ¢:p; = i/N.
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14

Kumarbazin Iflasi ve Rastgele Degiskenler

4. Moral: adil oyunda kazanma = sermaye pay1; minik dezavantaj biiyiik N’de felaket. Salinim olasilig1 0.
5. Rastgele degisken: fonksiyon X : S — R; deneyin sayisal 6zeti.
6. Bernoulli(p): {0, 1}. Binom(n, p): n bagimsiz Bernoulli’de basar1 sayisi; bagimsiz toplam yine Binom.

! Tek bir ciimle

Bir adima kosullayip 6zyineleme birakmak (first-step analysis) kumarbazin iflasini bir fark denklemine
indirger; rastgele degisken ornek uzayi sayilara esleyen bir fonksiyon olarak, oniimiizdeki tiim dagilim
diinyasinm agar.

14.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Adil oyun, A=$30, B=$10. A’nin tiim paray1 kazanma olasil131?

Cevap: p, =i/N.i =30, N = 40 — 30/40 = 3/4. Adil oyunda kazanma = sermaye payu.

i Soru2:p, =p “Pit1 + q - p;_1’in RL Bellman ile iligkisi?

Cevap: Ayni yap1: durumun degeri = komsu degerlerin gecis olasiliklariyla agirlikli ortalamasi. First-step
analysis = value iteration + TD. Sinir kosullar1 terminal state degerlerine karsilik.

1 Soru 3: 10 adil para atisinda tam 3 tura?

Cevap: X ~ Bin(10,1/2). P(X = 3) = (})/2!1° = 120/1024 ~ 0,117.

1 Soru 4: (Builder) Dropout’ta n noron, her biri p olasilikla tutulur. Aktif néron sayis1?

Cevap: Her noron Bernoulli(p), bagimsiz. Aktif say1 = toplam = Binom(n, p). Beklenen aktif np
(sonraki ders).

14.10 Egzersiziler

Egzersiz 1. Adil oyun: A=$1, B=$9. A kazanma olasili§1? Sonucun kiiciikliigiine dikkat.

Egzersiz 2. Adaletsiz: p = 0,6, A=$5, N=10. ¢/p = 2/3, formiilii kullan.

Egzersiz 3. Zar atis1 + X = atilan sayinin karesi. (a) S? (b) X her sonucu neye esler? (¢c) X degerleri kiimesi?

Egzersiz 4. (Python — kumarbazin iflast simiilasyonu)

simiilasyon: ©.5017 (teori i/N = 0.5)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Binom PMF toplaminin 1 oldugunu binom teoremiyle goster: » N (o)pk (1 —
p)F=p+1-p)" =1
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14.11 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 8: Rastgele Degiskenler ve Dagilimlari

PMF ve CDF, hipergeometrik dagilim, RV bagimsizligi.

Ders 8 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢z — ozellikle 4 (kumar simiilasyon).
* “First-step analysis = Bellman” + “RV = fonksiyon” sezgilerini pekistir.

* Ana ciimleyi tekrar oku: “Bir adima kosullayip ozyineleme birakmak...’

14.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

14.11 Sonraki Ders Icin Hazirlik

’

Kavram Tanim Blitzstein’de

Kumarbazin iflas A $i, B$(N —i); 2m42
kazanma olasilig

Random walk 0 ve NV yutucu durum 7m43

First-step analysis IIk tura kosulla — 11m48
Ozyineleme

Fark denklemi D =P Piy1+q-p;_; 15m52

Coziim (p # q) (1—(g/p)")/(1— 24m04
(¢/p)™)

Coziim (p = ¢) i/N 26m56

Rastgele degisken X : S — R fonksiyon ~ 39m55

Bernoulli(p) {0,1},P(X =1)=p 43m06

Binom(n, p) (O (1 —p)n*k 46m01

PMF P(X = k); aynk 49m49
dagilim tarifi

Binom toplami Bin(n, p) + Bin(m, p) 50m47

= Bin(n + m, p)

14.13 ML Baglantilari Ozeti

@7 kopri

S .

First-step analysis — Bellman denklemi, value iteration, TD.
Random walk — SGD, diffusion ileri siireci, MCMC.
Fark denklemi — linear RNN, karakteristik kok, vanishing/exploding.
Minik bias birikir — yansiz kestirici, Kelly, risk of ruin.
RV = veri fonksiyonu — feature, istatistik, loss birer RV.
Bernoulli — dropout, ikili etiket, binary cross-entropy.
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Kumarbazin Iflasi ve Rastgele Degiskenler

7. Binom — basar1 sayisi, batch birlestirme, Vandermonde olasiliksal yiizii.

! Tek bir sey alip gideceksen

Zor bir 6zyinelemeli problemi ilk adima kosullayarak bir fark denklemine indir (Bellman’in atas1);
rastgele degiskeni “deger alan degisken” degil, 6rnek uzayi sayilara esleyen bir fonksiyon olarak gor.
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15 Rastgele Degiskenler ve Dagilimiari

PMF/CDF, IID, hipergeometrik vs binom

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 8: Random Variables and Their Distributions (=50
dk)
* Okuma siiresi: =28 dk

15.1 Bu Derste Ne Var?

Rastgele degiskenleri derinlestiriyoruz:

1. Binom’a ii¢ bakis: story, gosterge (indicator) toplami, PMF + IID.
2. Dagilimi tanimlamak: PMF (kesikli) ve CDF (her tiir).
3. Hipergeometrik: yerine koymadan orneklemede basari sayisi.

“there’s actually three important ways to think of it ... the first one is the most important, because
that’s the story.” — Blitzstein, 1:28

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Indicator toplamm X = X, + ... + X , beklenen degeri dogrusallikla hesaplamanin anahtari
(Ders 9) — karmagik sayimlart 0/1’lere indirir.

e IID = ML'in temel varsayimi; egitim verisi ve minibatch ornekleri i.i.d.

* CDF - inverse-transform sampling, ROC, kalibrasyon.

* Hipergeometrik vs Binom = yerine koymadan vs koyarak; minibatch = binom (biiyiik popiilas-
yon).

15.2 Binom’a U¢ Bakisg + IID

(1) Story: X = n bagimsiz Bernoulli(p) denemesindeki bagari sayisi.

(2) Gosterge toplamu:
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https://www.youtube.com/watch?v=k2BB0p8byGA

15 Rastgele Degiskenler ve Dagilimlart

1 7. basan
i

Her X, bir gosterge (indicator). X ;’ler IID — bagimsiz ve 6zdes dagilimli.
3)PMF: P(X =k) = (Z)pkqnfk.

“IID means independent and identically distributed.” — Blitzstein, 5:48

@ Builder Notu — Gosterge Altin Degerinde

Indicator toplam ML’ de altin degerinde: karmasik bir sayimi1 (ka¢ dogru tahmin, ka¢ ¢akisma) 0/1’lerin
toplami olarak yazip beklentinin dogrusalligiyla (Ders 9) tek satirda ¢ozersin. IID ise tiim ML teorisinin
zeminidir.

15.3 RV # Dagilim; {X = x} Bir Olaydir
Rastgele degisken bir fonksiyon (X : S — R); dagilim onun olasilik profili. Cok sayida farkli RV ayni
dagilima sahip olabilir.

“A very, very common confusion is to confuse random variables with distributions.” — Blitzstein,
6:35

“X = 7" bir denklem degil, olay: {s : X(s) = 7}. Benzer sekilde “X < z” da bir olaydir — CDF’i
tanimlamamaiza izin verir.

@ Builder Notu — Model vs Dagilim

“RV bir fonksiyon, dagilim onun profili” ayrimi, ML'de model (somut ag) ile o0 modelin temsil et-

(softmax) baglamanin temeli.

15.4 Dagilimi Tanimlamak: CDF ve PMF
CDF (birikimli dagilim fonksiyonu). Her RV i¢in tanimli:

F(z) = P(X < z)

F'artan;  — —oo’da 0’a, +00’da 1’e yaklagir.

PMF (olasilik kiitle fonksiyonu). Yalnizca Kkesikli icin:

pj:P(X:aj>207 ij:j[
J
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15.5 Iki Binom’un Toplami: Konvoliisyon = Vandermonde

Binom PMF toplami = 1, binom teoremiyle:

PMF: Binom(10, 0.4) CDF: basamakli (kesikli RV)
0.25T

1.0 1 _f_._._._

0.8 1

0.6 1

0.4 1

F(x) = P(X = x)

0.2 1

0.0 -—._f_

10 0 2 4 6 8 10

Sekil 15.1: Binom(10, 0.4) icin PMF (sol, cubuklar) ve CDF (sag, basamakli). Kesikli RV’de CDF her degerde
sigrar, aralarda diiz kalir. PMF’in toplam alan1 = 1; CDF -oc’dan +00’a 0—1.

! Builder Notu — Inverse-Transform Sampling

CDF’in evrenselligi: inverse-transform sampling — U ~ Uniform(0, 1) iiret, 7'~ (U) hesapla — X
dagilimindan 6rnek. Herhangi bir dagilimdan 6rnekleme bunun iizerine kurulu. CDF ayrica kuantiller,
ROC egrisi ve kalibrasyon egrilerinin temeli. PMF’in iki kosulu (negatif degil, toplam 1) bir softmax’1
gecerli dagilim yapan kosullar.

15.5 iki Binom’un Toplami: Konvoliisyon = Vandermonde

X ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(m, p) bagimsiz = X + Y ~ Bin(n + m, p). Ug yol:

* Story: n + m bagimsiz Bernoulli(p) — Bin(n + m, p).
e Indicator toplami: X + Y = n + m tane IID Bernoulli(p).
* PMF / konvoliisyon:

n . ) m . . n m n—+m
P(X+Y =k) = 7 n—j k—j m—k+j — ,k n+tm—k _ k n+m—~k

Bu Vandermonde 6zdesliginin olasiliksal yiizii.

“In statistics, this is called a convolution.” — Blitzstein, 25:48
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15 Rastgele Degiskenler ve Dagilimlart

@ Builder Notu — Konvoliisyon Her Yerde

Bagimsiz RV toplamm = dagilimlari konvoliisyonu. ML’de her yerde: bagimsiz giiriiltii eklemek
(diffusion ileri siireci), bagimsiz sayim birlestirme, FFT ile izl konvoliisyon (O(n log n)). Ders 2
Vandermonde’un olasiliksal yiizii budur.

15.6 Hipergeometrik: Binom Sandigin Ama Olmayan

Binom’un kilit varsayimi: bagimsiz denemeler + aym p. ikisi de bozulursa binom degil.

Kars1 ornek: 52 kartlik desteden 5 karttaki as sayis1. Yerine koymadan ¢ekiyorsun — bagimli. PMF:

() (%)
()

P(X =k) =

Genel hili (kavanozda w beyaz, b siyah, n ¢ek):

P(X:k):%

Bu hipergeometrik dagilim. PMF’i ezberleme; hikayesini (yerine koymadan, basari sayisi) tani.

“This distribution is called the hypergeometric.” — Blitzstein, 43:51

15.7 Hipergeometrik < Binom: Biiylk Popiilasyon

Popiilasyon ¢ok biiyiik ve orneklem kiiciik oldugunda hipergeometrik ~ binom. Bir milyar misketten 10
cekersen yerine koyup koymamak fark etmez.

! Builder Notu — Minibatch IID Varsayimi

“Biiyiik popiilasyonda hipergeometrik = binom” sonucu, ML'de bir epoch’taki minibatch’leri (sonlu
veri kiimesinden yerine koymadan) pratikte i.i.d. (yerine koyarak) gibi ele alabilmemizin nedeni: veri
kiimesi batch’e gore cok biiyiikse sonlu-popiilasyon diizeltmesi ihmal edilebilir.

15.8 Bu Dersin Ozeti

Binom’a ii¢ bakis: story, indicator toplami, PMF. IID = bagimsiz + 6zdes.

RV = dagilim: Fonksiyon vs olasilik profili. “X = x” bir olaydir.

CDF F'(x) = P(X < z) her RV igin; PMF kesikli i¢in (p; > 0, p; = 1).

Binom toplanm = 1 (binom teoremi). Bin(n,p) + Bin(m,p) = Bin(n + m, p) = konvoliisyon
(Vandermonde).

e
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15.9 Kontrol Sorulari

N=20 (kiuglk populasyon) N=100k (blylk populasyon)
maks fark = 0.0517 maks fark = 0.0000
0.40 1 Bl Hipergeometrik 0.351 Bl Hipergeometrik
H Binom HE Binom
0.35 A 0.30
0.30 A 0.25
0.25 A
= = 0.20 1
8 0.20 kS
S © 0.15 1
0.15 4
0.10
0.10 A
0.05 A 0.05 4
0.00 - 0.00

Sekil 15.2: Hipergeometrik <+ Binom yakinsamasi. Ayni oran p=0.4, n=5 6rneklem. Kiiciik popiilasyonda
(N=20) farklar belirgin; biiylik popiilasyonda (N=100k) birbirine oturur — minibatch’i ‘i.i.d.
binom’ saymanin matematiksel temeli.

w

5. Hipergeometrik: yerine koymadan, () (nﬁ W)/ (“’;b). Biiyiik popiilasyonda ~~ binom.
6. CDF sekilleri: siirekli diizgiin, kesikli basamakli.

I Tek bir ciimle

Rastgele degisken ornek uzayi sayilara esleyen bir fonksiyondur; dagilimi PMF veya CDF ile tarif
edilir. Ayn1 dagilimi story, gosterge toplami, PMF gibi farkli temsillerle géormek ve “yerine koyarak
m1 koymadan m1” sorusu binom ile hipergeometrigi ayirir.

15.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: 10 atig, X = tura sayis1. X’i gosterge toplami olarak yaz, dagilimini soyle.

Cevap: X = X, + ... + X4, X, ~ Bernoulli(1/2) IID. X ~ Binom(10, 1/2).

1 Soru 2: 6 kirmiz1 4 mavi, 3 ¢ek. Kirmizi sayisi (a) yerine koyarak, (b) koymadan?

Cevap: (a) Binom(3, 0.6). (b) Hipergeometrik: (2) (;k) / (130).

i Soru 3: P(X=0)=0.2, P(X=1)=0.5, P(X=2)=0.3. F(1.5)?

Cevap: F'(1,5) = P(X =0)+ P(X =1) =0,7. CDF x = 1’de 0,7’ye sigrar, z = 2’ye kadar diiz.
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15 Rastgele Degiskenler ve Dagilimlart

1 Soru 4: (Builder) 1M &rnekten 32 batch yerine koymadan. Sinif sayisi tam olarak ne, neden binom
gibi?

Cevap: Tam hipergeometrik. Popiilasyon (1M) batch’e (32) gore devasa — =~ Binom(32, sinif orani).
Sonlu-popiilasyon diizeltmesi ihmal edilebilir.

15.10 Egzersizler

Egzersiz 1. 30 6grenci, her biri %20 olasilikla gec. (a) X i gosterge toplamu yaz. (b) Dagilimi?
Egzersiz 2. 20 kisi (8 K, 12 E), 5°1i komite, tam 3 kadin olasilig1 (hipergeometrik).
Egzersiz 3. Adil zar, P(X = k) = 1/6. (a) F'(3)?(b) P(2 < X < 4)?

Egzersiz 4. (Python — hiper vs binom karsilastirma)

0.0517
0.0000

N= 20: maks |hiper - binom|
N= 100000: maks |hiper - binom|

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Bin(n, p) = n Bernoulli(p) toplami. Her gostergenin “ortalama’ degeri p ise,
toplamin ortalamasit ne olmali? (np tahminini gerekcelendir.)

15.11 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 9: Beklenti, Gosterge RD’ler, Dogrusallik

Beklentinin dogrusalligi: E[X + Y] = E[X]| + E[Y], bagimsiz olmasalar bile. Bu, gosterge toplami
fikriyle birlesince binom, hipergeometrik, eslesme beklentilerini tek satirda verir.

Ders 9 oncesi yapilacak
» Egzersizleri ¢6z — ozellikle 1 (gosterge ayrigimi) ve 4 (hiper vs binom).

* “RV bir fonksiyon, dagilim onun profili” + “X+Y = konvoliisyon” sezgilerini pekistir.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Rastgele degisken bir fonksiyondur...”

15.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Binom’a ii¢ bakis story / indicator / PMF 1m28
11D Bagimsiz + 6zdes dagilimlt 5m48
Indicator RV X ; = 1 (basar), 0 (degil) 3m55
RV = dagihm Fonksiyon vs profili 6m35
{X=x} olaydir {s: X(s) =} 9m59
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15.13 ML Baglantlart Ozeti

Kavram Tanim Blitzstein’de
CDF F(z)=P(X <z 11m05
PMF p; =0, ij =1 16m36
Binom toplam Bin(n, p) + Bin(m, p) = Bin(n + m,p) 22m48
Konvoliisyon RV toplami1; Vandermonde 25m48
Hipergeometrik  Yerine koymadan basar1 sayisi 43m51

Hiper ~ Binom Biiyiik popiilasyon, kii¢iik 6rneklem 46m13

15.13 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

Indicator toplam — beklentinin dogrusalligi; karmasik sayim — 0/1 (Ders 9).
IID — ML temel varsayimi; minibatch.

RV = dagilim — model (fonksiyon) vs 6grenilen dagilim.

CDF — inverse-transform sampling, kuantiller, ROC.

PMF kosullar1 — softmax gecerliligi.

Konvoliisyon — bagimsiz toplam, diffusion giiriiltii, FFT.

Hiper = Binom — minibatch’i i.i.d. ele almanin matematiksel temeli.

NNk wh =

I Tek bir sey alip gideceksen

Bir dagilimu tek bir formiille degil, birden ¢ok temsille (story, gosterge toplami, PMF/CDF) tut — ve
“yerine koyarak mi, koymadan m1” binom ile hipergeometrigi ayirir (biiyiik popiilasyonda birlesirler).
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16 Beklenti, Gosterge Degiskenler ve Dogrusallik

Fundamental bridge: E[1_A]=P(A); dogrusallik bagimlilikta bile

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 9: Expectation, Indicator Random Variables, Linearity
(=50 dk)
* Okuma siiresi: =28 dk

16.1 Bu Derste Ne Var?

Kursun en ¢ok kullanacagin araci: beklenen deger ve siiper giicii dogrusallik.

1. Beklenen deger: E(X) = z- P(X = x).
2. Fundamental bridge: (1 ,) = P(A).
3. Dogrusalik: E(X +Y) = E(X) + E(Y) — bagimhlkta bile.

“the single most important property of expectation is ... linearity.” — Blitzstein, 32:39

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Beklenen deger = loss’un kendisi. Minimize ettiin F[loss|; empirik risk = 6rneklem ortalamasi.
 Fundamental bridge — Monte Carlo; accuracy = E[1{dogru}].

* Dogrusallik (bagimhda bile) — minibatch gradyam yansiz: E|Y  V/| = >  E[V/].

* Geometrik dagilim — RL'de iskonto (effective horizon 1/(1 — 7)), belleksizlik.

16.2 Ortalama — Beklenen Deger

Agirlikli ortalamay1 RV ye tasi; agirliklar olasiliklar:
E(X)=) z-P(X =ux)
x

Olast her = degerini, olasihigiyla agirhikla. Bernoulli(p): E(X) =1-p+0-qg =p.
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16 Beklenti, Gosterge Degiskenler ve Dogrusallik

@ Builder Notu — Empirik Risk

Beklenen deger ML'de amag fonksiyonunun kendisi: minimize ettifin F'[loss] (gercek risk). Pratikte
hesaplayamazsin; empirik risk = % > loss, agirliklarin hepsi 1/n olan agirliksiz ortalama. Tiim
denetimli 6grenme “FE'[loss]’u Kiigiilt” der.

16.3 Fundamental Bridge
Bir A olay1 icin gosterge 1 , = 1 (A gergeklesirse), 0 (aksi). Bu Bernoulli(P(A)):

E(1,) = P(A)

Blitzstein buna fundamental bridge diyor — herhangi bir P(A)’y1 bir gostergenin beklentisi olarak yazabi-
lirsin.

“I call this thing the fundamental bridge ... between expected values and probabilities.” —
Blitzstein, 26:34

@ Builder Notu — Monte Carlo’nun Kalbi

Fundamental bridge, Monte Carlo kestiriminin kalbi: P(A)’y1 gostergenin érneklem ortalamasiyla
kestir — “kag kez oldu / kag deneme”. ML'de accuracy = E[1{dogru}] = P(dogru); tiklama orani,
hit rate — hepsi gostergelerin ortalamasi.

16.4 Dogrusallik
Beklentinin tek en 6nemli 6zelligi:

E(X+Y)=EX)+EY), E(X)=cEX)

Bagimlilik olsa bile dogrudur.

“the expected value of x plus y ... is always true even if x and y are dependent.” — Blitzstein,
33:07

Binom beklentisi (kazang):

X=X;+++X,, X,~Bem(p) = E(X)=p+-+p=np

n
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16.5 Indicator + Linearity: Hipergeometrik Beklentisi

Bagimsiz X, Y Y = X (tam bagimli)
5 E(X+Y) = 7.00 = E(X)+E(Y) = 7.00 s E(X+Y) = 6.99 = E(X)+E(Y) = 6.99
7.00 7.00 | 6.99

0 .
E(X) E(Y) E(X)+E(Y) E(X+Y) E(X) E(Y) E(X)+E(Y)

E(X+Y)

Sekil 16.1: Dogrusallik bagimhilikta da gegerli. Sol: bagimsiz iki zar. Sag: Y=X (tam bagimli). Iki durumda
da E(X+Y) = E(X) + E(Y) = 7. Bagimsizlik beklenti icin gerekli degil — varyans icin gerekli

(Ders 10).

! Builder Notu — Yansiz Minibatch Gradyani

indirir.

“Bagimllikta bile dogrusallik”, minibatch gradyanmin yansiz olmasinin nedeni: E[Y  V/{] =
> E[V/{], 6rnekler korelasyonlu olsa bile. RL'de toplam 6diiliin beklentisi = adim diillerinin beklen-
tilerinin toplam1. “Beklentiyi parcala, ayr1 ayr1 hesapla, topla” refleksi sayisiz tiiretmeyi tek satira

16.5 Indicator + Linearity: Hipergeometrik Beklentisi

52 karttan 5 kart, X = as sayist. PMF ile ugrasmak yerine gostergelere ayir:

X = j. kart as gostergesi. X = X, + ... + X;. Zincir:

5
simetri ridge 4 5
EX) =Y E(X;) "™ 5B(X,) "= 5-P(l.kartas) =5 — = —

v 52 13

Uc adim: dogrusallik + simetri + fundamental bridge. X ; ler bagimsiz degil — ama dogrusallik umursa-

miyor.

Genel hipergeometrik: £(X) = n - w/(w + b). Tipki binom (np) gibi goriiniir.

@ Builder Notu — Beklenen Sayim Teknigi

Kursun en pratik tekniklerinden biri.

“Karmasik sayimi gostergelere ayir, dogrusallikla topla” ML'de beklenen sayilarin standart hesabu:
hash collision sayisi, beklenen dogru tahmin, beklenen kapsama. Bagimsizlik gerektirmeden tek satirda.
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16 Beklenti, Gosterge Degiskenler ve Dogrusallik
16.6 Geometrik Dagilim

Geometrik(p): bagimsiz Bernoulli(p) denemelerinde ilk basaridan onceki basarisizlik sayisi.

P(X =k) = ¢*p, k=0,1,2,...
“the number of failures before the first success.” — Blitzstein, 41:53

Beklenti (story proof, first-step):
C = E(X). iIk deneme basari (p) = X = 0; basarisizlik (q) — 1 + C (belleksiz):

C=p-0+q(l+C) = C:%

Geometrik(p) PMF — beklenti g/p, belleksiz

p=0.1, E(X)=q/p=9.0
p=0.3, E(X)=q/p=2.3
p=0.5, E(X)=q/p=1.0
p=0.8, E(X)=q/p=0.2

—e—
—e—
——
——

0 5 10 15 20 25 30
k (basaridan énceki basarisizlik sayisi)

Sekil 16.2: Geometrik(p) PMF’i — p kiiciikse uzun kuyruk (cok deneme gerekir), p biiylikse hizli diiser.
RL’de p=1-v olunca beklenen ufuk q/p = y/(1-y) = 1/(1-v).

I Builder Notu — RL Iskonto ve Belleksizlik

Geometrigin belleksizligi siirekli karsilig1 iistel dagilimin (Ders 16) imzasi ve kuyruk teorisinin temeli.
RL’de geometrik iskonto: her adimda ~y olasilikla devam — boliim uzunlugu Geometrik(l — 7);
“effective horizon ~ 1/(1 — ~)” tam da q/p sezgisi.

16.7 Bu Dersin Ozeti

1. Beklenen deger £(X) = > x - P(X = x): olasilikla agirlikli ortalama.
2. Fundamental bridge: £(1 ,) = P(A).
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16.8 Kontrol Sorulari

3. Dogrusalik: £(X +Y) = E(X) + E(Y), bagimhda bile.
4. Indicator + dogrusallik + simetri + bridge: binom (np), hipergeometrik (n - w/(w + b)) tek satirda.
5. Geometrik(p): P(X = k) = ¢*p, E(X) = ¢/p, belleksiz.

! Tek bir ciimle

Beklentinin gergek giicii dogrusalliktir — bagimhilik olsa bile E(X +Y) = E(X)+ E(Y). Karmagik
beklentiyi gostergelere ayir, dogrusallikla topla, fundamental bridge (E[1 4] = P(A)) ile olasilifa
bagla.

16.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Adil zar, E(X)?

Cevap: £(X) = (1+24...46)/6 = 21/6 = 3,5. Beklenen deger miimkiin bir deger olmak zorunda
degil.

1 Soru 2: 10 kisi sapkalarini karistirir. Kendi sapkasini alan kisi sayisinin beklentisi?

Cevap: X = X, +...+ Xy, X = j. kisi kendi sapkasini ald1 gstergesi. £/(X;) = 1/10. Dogrusallik:
E(X)=10-1/10 = 1. X’ler bagimsiz degil, fark etmez. n’den bagimsiz hep 1 (Ders 3 matching).

1 Soru 3: (Builder) Model 100 6rnekte 87 dogru. Accuracy %87. Hangi beklenti?

Cevap: Her tahmin 1{dogru} ~ Bern(P(dogru)). Accuracy = (1/100) > 1{dogru} — gostergelerin
ortalamasi, Monte Carlo kestirimi P(dogru).

i Soru 4: (Builder) RL ajaninda her adimda y=0,99 devam. Boliim uzunlugu dagilimi + E?

Cevap: Geometrik(p = 1 —~ = 0,01). E = ¢/p = 0,99/0,01 = 99 (effective horizon ~ 1/(1 —
v) = 100).

16.9 Egzersizler

Egzersiz 1. Ug top 1, 2, 6 (esit olas). (a) £(X)? (b) E(X?)? (c) B(X?) #+ (E(X))? oldugunu goster.
Egzersiz 2. 5 adil zar. Gelen 6’larin beklenen sayisin1 gosterge + dogrusallikla bul (tek satir).
Egzersiz 3. Bagimsiz denemelerde p = 0,1. ilk kazanca kadar beklenen kayip?

Egzersiz 4. (Python — bagimlilikta dogrusallik)

E(X+Y) = 6.9971
E(X) + E(Y) = 6.9971 (esit olmali — bagimlida bile)
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16 Beklenti, Gosterge Degiskenler ve Dogrusallik

Egzersiz 5. (Sonraki ders) E(X?) # (E(X))? — adil zar igin goster. Ders 10°da bunun varyansa gotiirdii-
glinii gorecegiz.

16.10 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 10: Beklentiye Devam

LOTUS (law of the unconscious statistician): E[g(X)] = >_ g(x)P(X = x). Dogrusallik ispati, daha fazla
ornek, varyansa giden yol.

Ders 10 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢coz — ozellikle 4 (bagimlilikta dogrusallik).
» “Gosterge + dogrusallik” ve “fundamental bridge” reflekslerini pekistir.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Beklenti olasilikla agirlikli ortalamadir...”

16.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Beklenen deger X)=>z-P(X=x) 22m10
Fundamental bridge ( 1) =P(A) 26m34
Dogrusallik E(X+Y)=E(X)+ E(Y), bagimlida bile 32m39
Sabit disar1 E(cX)=c-E(X) 33m42
Binom beklentisi E=np 34m18
Hiper beklentisi E=n-w/(w+0b) 35m47
Indicator teknigi Sayim — gostergeler toplami 38m02
Geometrik(p) q"p; ilk basari 6ncesi basarisizlik 41m17
Geometrik E q/p 48m02

16.12 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

Beklenen deger — loss/risk; empirik risk = 6érneklem ortalamasi.

Fundamental bridge — Monte Carlo; accuracy/hit rate.

Dogrusallik (bagimhda bile) — yansiz minibatch gradyani; beklenen toplam 6diil.
Indicator + dogrusallik — beklenen sayim, bagimsizlik gerekmez.

Geometrik / belleksizlik — iistel (Ders 16), RL iskonto, retry.

CDF ozellikleri — normalizing flow, ampirik CDF.

RV bagimsizhig1 — faktorize birlesik dagilim; naive Bayes, mean-field.

NNk W=
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16.12 ML Baglantilar: Ozeti

! Tek bir sey alip gideceksen

Beklentinin gergek giicii dogrusalliktir — bagimlilik olsa bile. Karmagik beklentiyi gostergelere ayir,
dogrusallikla topla, fundamental bridge ile olasiliga bagla — cogu hesap tek satira iner.
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17 Beklentiye Devam

Dogrusallik ispat1, negatif binom, FS, St. Petersburg, Jensen habercisi

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 10: Expectation Continued (=50 dk)
¢ Okuma siiresi: =28 dk

17.1 Bu Derste Ne Var?

Beklentiyi derinlestiriyoruz:

1. Dogrusalhi@m ispati — sonuclar iizerinden toplam.

2. Negatif binom (r bagariya kadar) ve first success (1/p).

3. Putnam yerel maksimum — indicator + simetriyle tek satir.

4. St. Petersburg paradoksu — sonsuz beklenti; ve E[g(X)] # g(E[X]) uyarisi (Jensen habercisi).

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Negatif binom = asir1-dagimik sayim modeli; varyans > ortalama oldugunda Poisson yerine NB
regresyon.

* 1/p = rejection sampling’de beklenen deneme = 1/kabul orani.

* St. Petersburg = beklenen deger sonsuz/yaniltici olabilir — sinirh fayda, Kelly kriteri, risk-
duyarlilik.

* Flg(X)] # g(E[X]) = Jensen esitsizligi — ELBO, log-sum-exp; “E’yi igeri tagima” hatasinin
kokii.

17.2 Dogrusalligin ispati

Iki yazim: gruplu (degerler iizerinden) ve grupsuz (sonuglar iizerinden):

E(X)=Y zP(X=x)=) X(s)P(s)

Grupsuzu kullanarak 7' = X 4+ Y
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17 Beklentiye Devam

S

E(X+Y)=> (X(s)+Y(s))P(s) = Y_X(s)P(s)+ Y _Y(s)P(s) = E(X) + E(Y)

Her sey ayni s iizerinden topland1 — bagimlilik hi¢ devreye girmedi. B

@ Builder Notu — Monte Carlo’nun Temeli

“Sonuglar iizerinden toplam” goriisii Monte Carlo’nun temelidir: E'(X)’i, 6rneklenen sonuglardaki
X (s) degerlerinin ortalamasiyla kestir. Dogrusalligin bagimliliktan bagimsiz olmasi, derin aglarda
korelasyonlu gradyan beklentilerini bile rahat¢a toplamamizi saglar.

17.3 Negatif Binom ve First Success

Negatif binom(7, p): ne negatif ne binom. Hikaye: . bagaridan onceki basarisizlik sayis1 (geometrik = = 1
ozel hali).

“negative binomial is actually non-negative and it’s not a binomial.” — Blitzstein, 15:00

P(X =n)= (n:izl> p"(1—p)"

Beklenti: r bagimsiz Geometrik(p) toplami1 — dogrusallikla

E(X):r-%

First Success FS(p): bagariy1 dahil eden ilk bagar1 zamani. X ~ FS(p) = X — 1 ~ Geometrik(p).

B(X) = ]19

Cok sezgisel: p = 1/10 ise ortalama 10 deneme.

@ Builder Notu — Rejection Sampling Maliyeti

1/p = ilk bagariya kadar beklenen deneme = rejection sampling’in maliyeti: kabul orani p ise, bir kabul
edilen 6rnek igin ortalama 1/p deneme. Ayni sezgi retry mantign ve NLP’de agiri-dagimmik kelime
sayimlarinda (NB regresyon) karsina cikar.
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17.4 Putnam Yerel Maksimumlar
17.4 Putnam Yerel Maksimumlar

1...n permiitasyonunda yerel maksimum sayisinin beklentisi?
Gosterge I, = j. konum yerel maksimum. Say1 = I ;- Dogrusallik + bridge + simetri:
+ ¢ konumlar (n—2 tane): iiclii iginde en biiyiik ortada — P = 1/3 (1/4 degil — komsu karsilagtirmalart

bagimli).
* Ug konumlar (2 tane): tek komgu — P = 1/2.

E=n—-2)--42.- ==

“1/3, 1/4 degil.” — Blitzstein, 36:07

@ Builder Notu — Indicator + Simetri

“Indicator + simetri” bagimlilik olsa bile ¢aligir — siralama istatistikleri ve rekor sayisi problemlerinin
standart yontemi (bir dizide beklenen rekor sayis1 ~ Inn).

17.5 St. Petersburg Paradoksu

Adil paray1 ilk tura gelene kadar at; 6diil 2% dolar (X ~ FS(1/2)).
o0 1 o0
X\ k — —
E(2 )_;2 -ﬁ_gl_oo
-1 -1

Beklenen deger sonsuz. Ama kimse $20-100’den fazla 6demez. Coziim: 6diilii trilyonla (240) siirla —
toplam ~ $40.

! Builder Notu — Reward Hacking ve Kelly

St. Petersburg, beklenen degerin tek basina yaniltici olabileceginin uyarisi: nadir ama devasa odiiller
ortalamayi sonsuza tagir. ML/RL karsilig1: simirh fayda, Kelly kriteri (log-servet), kuantil-temelli hedef.
Agir kuyruklu odiillerde ortalama kotii bir 6zettir — sinirsiz hedefler reward hacking’e davetiyedir.

17.6 Kritik Ders: E[g(X)] # g(F[X])

St. Petersburg gizli uyari: E’yi dogrusal olmayan fonksiyonun igine tagiyamazsin. X ~ FS(1/2) i¢in
E(X) = 2idi. Kargilagtir:

E2¥)=00 # 2B =224

Diinyalar kadar fark. Yalmzca dogrusallik giivenli. Genel olarak digbiikey g i¢in:
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17 Beklentiye Devam

St. Petersburg: sinirsiz E = «, sinirli 6dulde E = K

60

50 A

40

Trilyon sinir » ~$40

w
o

Beklenen odul ($)
N
o

$1M sinir » ~$20

10 A

0 10 20 30 40 50 60
Ust sinir kuvveti K (6diil =< 2K)

Sekil 17.1: St. Petersburg paradoksu: beklenen 6diil teorik olarak sonsuz, ama sonlu iist sinirla makullesir.

Ust sinir 22K — E = K. Trilyon sinir (2840) — E = 40$. Nadir ama devasa 6diiller beklenen degeri
yaniltic1 yapar.

Elg(X)] = g(E[X])  (Jensen)

! Builder Notu — ELBO ve Log-Sum-Exp

Elg(X)] # g(E[X]), ML’deki en sik olasiliksal hatanin kokii (“E’yi iceri tasima™). Fllogp| #
log E[p] oldugu i¢in ELBO vardir: log E[-] hesaplanamadi§indan onun bir alt smirim (Jensen ile)
optimize ederiz. Ayn1 olgu log-sum-exp, cross-entropy ve “log-uzayda ortalama =+ ortalamanin logu”
durumlarinda kargina ¢ikar. E’yi asla dogrusal-olmayanin icine sokma.

17.7 Bu Dersin Ozeti

Dogrusallik ispati: £(X) = 3 X(s)P(s); bagimlilik hi¢ gerekmez.
Negatif binom(r, p): r. basaridan 6nce basarisizlik; E = rq/p.

FS(p): bagari dahil ilk-basari; £ = 1/p.

Putnam: £ = (n + 1)/3, indicator + simetri.

St. Petersburg: £(2%) = oo, ama smirli &diil makul.

E[g(X)] # g(E[X]): yalmz dogrusallik giivenli; Jensen habercisi.

AR i
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17.8 Kontrol Sorulari

! Tek bir ciimle

Beklenti sonuglar iizerinden bir toplamdir; dogrusallik bagimliliktan bagimsizdir — ama beklentiyi
dogrusal olmayan bir fonksiyonun igine tasiyamazsin (E[g(X)] # g(E[X])), ve sonsuz/agir kuyruklu
beklentiler tek basina aldaticidur.

17.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Basketbol, p=0.8. 3 say1ya kadar beklenen kagirma?

Cevap: Negatif Binom(r = 3,p = 0,8). £ = rq/p = 3- 0,25 = 0,75.

1 Soru2: 11k 6 gelene kadar beklenen atig (dahil)?

Cevap: FS(p = 1/6). E=1/p = 6.

i Soru 3: (Builder) Neden log E[p] yerine ELBO (E[log p])?

Cevap: E[g(X)] # g(E[X]) (Jensen). log i¢cbiikey — E[log p] < log E[p]. log E[p] latent-degiskenli
modellerde hesaplanamaz (integral logun i¢inde); E'[log p] 6rneklenebilir. ELBO = log E[p]’nin Jensen
alt sinirt.

1 Soru 4: (Builder) Agir kuyruklu 6diilde neden ortalama giivensiz?

Cevap: St. Petersburg gibi: nadir devasa odiiller ortalamay1 sisirir, ajan onu kovalayip reward hacking
yapabilir. Coziim: 6diil clip, log-fayda (Kelly), kuantil/medyan, risk-duyarl hedef.

17.9 Egzersizler

Egzersiz 1. %10 kusurlu, 2. kusura kadar beklenen kusursuz? (NB, r = 2, p = 0,1.)
Egzersiz 2. 1 ... 10 permiitasyonunda beklenen yerel maksimum?
Egzersiz 3. Odiil 3X olsaydi (X ~ FS, p = 1/2). E sonlu mu? (ipucu: Y _(3/2)*.)

Egzersiz 4. (Python — NB beklenti)

similasyon: 4.498  formil rq/p: 4.500

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Bin(n,p)’'de n — oo, p — 0, np = A sabit. PMF neye yaklagir? (Ders 11:
Poisson = nadir olaylar limiti.)
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17 Beklentiye Devam

17.10 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 11: Poisson Dagilimi — nadir olaylarin dagilimi; binom limiti; PMF + beklenti + toplama.

Ders 11 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz.
* “Dogrusallik + indicator” ve “E[g(X)] # ¢g(E[X])” reflekslerini pekistir.
* Ana ciimleyi tekrar oku: “Beklenti sonuglar iizerinden bir toplamdir...”

17.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de

Dogrusallik ispat1 E(X)= Tm07

2., X(s)P(s)

Negatif binom(r, p) (" N)p"g"; r.basart  14m51
oncesi

NB beklenti rq/p 24m47

FS(p) Basari dahil ilk-bagar;;  26m51
E=1/p

Putnam E=(n+1)/3 33m35

1/3 degil 1/4 Kargilagtirmalar 36m07
bagimh

St. Petersburg E(2%) = co; simrlida~ 39m15
makul

E[g(X)] # g(F[X]) Yalniz dogrusallik 49m55

giivenli; Jensen

17.12 ML Baglantilari Ozeti

@ 6 koprii

Dogrusallik (sonuglar) — Monte Carlo; korelasyonlu gradyan beklentileri.
Negatif binom — asiri-daginik sayim; NB regresyon.

First success / 1/p — rejection sampling maliyeti, retry.

Indicator + simetri — beklenen sayim; rekor istatistikleri (=~ In n).

St. Petersburg — sinirl fayda, Kelly, reward hacking riski.

Elg(X)] # g(E[X]) — Jensen, ELBO, log-sum-exp.

AN RE LD =
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17.12 ML Baglantilart Ozeti

! Tek bir sey alip gideceksen

Beklenti sonuglar iizerinden bir toplam — dogrusallik bagimlhihiga aldirmaz. Ama beklentiyi dogrusal
olmayan bir fonksiyonun icine tagryamazsin (Jensen), ve sonsuz/agir kuyruklu beklentiler tek basina
aldaticidir.
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18 Poisson Dagilimi

Nadir olaylar limiti; binomdan Poisson’a

1 Boliim bilgisi

 Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 11: The Poisson distribution (=43 dk)
¢ Okuma siiresi: =25 dk

18.1 Bu Derste Ne Var?

Son temel kesikli dagilim — olasilikla en ¢ok kullanilan.

1. Poisson(\): PMF e *\¥ /k!, E = \. “Nadir olaylar”.
2. Poisson paradigmasi: cok sayida, kiigiik olasilikli, (zayif) bagimsiz olay — sayilar1 ~ Poisson.
3. Binom limiti: n — oo, p — 0, np = A — Binom — Poisson.

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Poisson = sayim modellemenin temel tagi: bag-of-words / topic model, olay akislari, tiklama
sayilari, Poisson regresyon.

e Var = ortalama = )\ (equidispersion); ihlal edilirse — negatif binom (Ders 10).

s “P(>1)~1— e~ kalib1 = nadir olay olasiliklarin1 (hash collision, near-duplicate, nadir hata)
hizl1 kestirmenin yolu.

18.2 Poisson Dagilimi: PMF ve Beklenti

A > 0 tek parametreli (rate). Ust sinir1 yok:

e ANk
K

P(X=k)= k=0,1,2,...

Gegerli mi? Toplam = e~ - 3" A\F/k! = e - e} = 1 (Taylor serisi).

Beklenti:
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18 Poisson Dagilin

@ Builder Notu — Poisson Regresyon

Poisson, sayim verisinin varsayilan ilk modeli ve Poisson regresyonun temeli. Kritik 6zellik: varyansi
da A (equidispersion). Gergek veri ¢ogu zaman daha dagmiktir (varyans > ortalama); o zaman Poisson
yetmez — negatif binom. “Ortalama = varyans m1?” = Poisson mu NB mi?

18.3 Poisson Paradigmasi ve Binom Limiti

Olaylar A, ..., A,,, P(A;) = p;. n biiyiik, p; kiigiik, bagimsiz ya da zayif bagimh — gergeklesen say1
~ Poisson(\), A = Zj p; (dogrusallik).

Binom limiti (ispatla): X ~ Bin(n, p), np = \ sabit, n — oc:

Anahtar: (1 + x/n)"™ — e* (siirekli bilesik faiz).

Binom — Poisson: n buyudukce (np = A = 2.0 sabit) yakinsama

0.30 A ™ [ Bin(n=10, p=0.2000)
[ Bin(n=50, p=0.0400)
m B Bin(n=1000, p=0.0020)
0.25 1 EEE Poisson(A=2.0)
0.20 1 —
~
I
x 0.15
O
0.10 A
- H_I
oool LI . . . | Nl . |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
k

Sekil 18.1: Binom — Poisson yakinsamasi. lambda=2 sabit, n=10/50/1000. n biiyiidiik¢ce binom PMF Pois-
son(2)’ye yaklasir. Pratik kazang: trilyon n’de bile Poisson tek parametreyle hesaplanir.

! Builder Notu — Hesaplanabilirlik Kazanci

“Kiigiik sayilar yasas1” (Poisson limit teoremi) pratik kazang saglar: n trilyon, p minik olsa binom
katsayilari rahat hesaplanmaz — Poisson(\) tek parametreyle aninda verir.
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18.4 Nadir Olay Olasihig: P(> 1) ~ 1 —e
18.4 Nadir Olay Olasiigi: P(> 1) ~ 1 — e}

Beklenen sayiy1 dogrusallikla bul — P(en az bir) ~ 1 — e~*. Bagimlilik olsa bile A = > p,; formiili
caligir.

Ornek (iiglii dogum giinii): A = (;)/365%. 100 kiside A ~ 1,214 » P(> 1) ~ 1 —e 2% » 0,70.

@ Builder Notu — Nadir Olay Refleksi

“Beklenen say1y1 dogrusallikla bul, 1 — e~*” = hash collision, near-duplicate, nadir hata olasiliklarini

saniyede kestirmenin standart yolu. Zay1if bagimlilik altinda bile caligir.

18.5 Bu Dersin Ozeti

Poisson()\): e 2 \¥ /k!; iist sinirsiz.

Beklenti = \, varyans da \ (equidispersion).

Poisson paradigmasi: n biyiik, p; kii¢iik, zayif bagimlh — Poisson(} | D))
Binom limiti: n — oo, np = A — Poisson(\).

P>1)~1—e?.

ARl

! Tek bir ciimle

Poisson(\) “cok sayida nadir, (zayif) bagimsiz olayin sayis1” dagilimidir (binomun limit hali); ortalama
ve varyans A, P (2 1) ~ 1 — e ile nadir olay olasiliklarini saniyede kestirirsin.

18.6 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Saatte 3 ¢agr1 (Poisson). Hic cagr1 yok olasiligi?

Cevap: P(X = 0) = e 3 ~ 0,0498.

1 Soru 2: 100 kiside en az bir UCLU dogum giinii eslesmesi?

Cevap: A = (') /3652 ~ 1,214. P(> 1) ~ 1 — e 1214 ~ 0,70.

1 Soru 3: (Builder) Hash: 1M anahtar, 10M kova. Belirli bir kova bos?

Cevap: A = 0,1 - P(0) = e %! ~ 0,905.

1 Soru 4: (Builder) Her istek 1/10000 nadir hata, giinde 50k istek. En az bir hata?

Cevap: \=5—->P(>1)=1—e° ~0,993.
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18 Poisson Dagilimi

18.7 Egzersizler

Egzersiz 1. Her 100 sayfada 2 hata. 50 sayfada hatasiz olasilig1?
Egzersiz 2. 1000 kisi, belirli giine doganlarin dagilim1 + beklenti?
Egzersiz 3. 1000 oyun, p = 1/500. Poisson yaklagimiyla P(X = 0,1, 2).

Egzersiz 4. (Python — Binom vs Poisson)

k=0: binom=0.13506 poisson=0.13534 fark=0.000271
k=1: binom=0.27067 poisson=0.27067 fark=0.000000
k=2: binom=0.27094 poisson=0.27067 fark=0.000271
k=3: binom=0.18063 poisson=0.18045 fark=0.000181
k=4: binom=0.09022 poisson=0.09022 fark=0.000000
k=5: binom=0.03602 poisson=0.03609 fark=0.000072

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Siirekli RV: bir araliktaki her reel say1y1 alabilen degisken. P(X = x) ne olur?
Ders 12: PDF.

18.8 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 12: Kesikli vs Siirekli, Uniform — PDF, integral, ilk siirekli dagilim.

Ders 12 Oncesi yapilacak
» Egzersizleri ¢z — 0zellikle 4.

* “P(>1) ~ 1 — e *” refleksini pekistir.
* Ana ciimle: “Poisson, cok sayida nadir olaywn sayisidir...”

18.9 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Poisson PMF e Mk /K 7m08
Poisson E A (varyans da) 12m04
Poisson kullanimm Cok firsat, nadir olay 12m34
Paradigma ~ Poisson(}) | p;), zayif  18m43
bagimlida

Binom — Poisson n—oo,np = A 22m59
(1+z/n)" — €” Limit anahtari 29m03
P>1)~1—e? Nadir olay refleksi 42m01
Uclii dogum giinii A= (3)/365 33m46
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18.10 ML Baglantlart Ozeti

18.10 ML Baglantilari Ozeti

@ 6 koprii

Poisson — sayim modelleri, Poisson regresyon, topic model.

Var = ortalama = \ — overdispersion testi; ihlal — NB.

Paradigma — nadir olay sayimi, zayif bagimlilik toleransi.

Binom — Poisson — kiiciik sayilar yasasi; biiylik n°de hesaplanabilirlik.
1 — e~ — hash collision, near-duplicate, nadir hata.

Sympathetic magic — model/6rnek = dagilim.

AN

I Tek bir sey alip gideceksen

Poisson(\) “cok sayida nadir olayin sayisi”dir. Beklenen sayiy1 dogrusallikla bul, P(> 1) ~ 1 — e
ile nadir olay olasiliklarini saniyede kestir.
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19 Kesikli vs Surekli ve Uniform Dagilim

PDF, LOTUS, varyans, inverse-transform sampling

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 12: Discrete vs. Continuous, the Uniform (=50 dk)
¢ Okuma siiresi: =28 dk

19.1 Bu Derste Ne Var?

Biiyiik gecis: siirekli rastgele degiskenler. Toplam yerine integral, PMF yerine PDF.

1. PDF (olasilik yogunluk fonksiyonu): P(X = z) = 0; olasilik integralle.
2. PDF < CDF: integral ve tiirev (FTC).

3. Varyans: Var(X) = E(X?) — (EX)2

4. Uniform, LOTUS, Uniform’un evrenselligi (inverse-transform sampling).

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* PDF = yogunluk (>1 olabilir!) — density estimation, normalizing flows, log-density.

* Varyans — gradyan varyansi (egitim kararlilig1), bias-variance, Var > 0 = E(X?) > (EX)?
(Jensen).

« LOTUS E[g(X)] = [ g(x)f(x)dx — Monte Carlo’nun temeli; reparameterization trick.

+ Uniform’un evrenselligi X = F~!(U) — inverse-transform sampling: RNG’ler ve normali-
zing flows’un ¢ekirdegi.

19.2 PDF Yogunluktur — Olasilik Degil

Siirekli RV’de P(X = x) = 0. Olasilik integralle:

P(angb):/bf(m)dx

Gegerli PDF: f(z) > Ove [ f = 1. f I’i asabilir (alan 1 kaldik¢a sorun yok).
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19 Kesikli vs Siirekli ve Uniform Dagilim

“the keyword here is density ... it’s not a probability, it’s a probability density.” — Blitzstein,
5:13

! Builder Notu — Yogunluk Olasilik Degil

“PDF olasilik degil, >1 olabilir” pratikte kritik: normalizing flow log-density dondiiriir; bu pozitif/negatif
olabilir, f kendisi 1’1 asar. Bir yogunlugu olasilikmig gibi “%120” demek tipik hatadir. Olasihk her
zaman bir aralik iizerinden integraldir.

19.3 PDF «> CDF (FTC)

CDF, PDF’in integrali; PDF, CDF’in tiirevidir:

ra) = [ Cidn, fa) = F(a)

Araliin olasihigi: P(a < X < b) = F(b) — F(a). Siireklide < ile < fark etmez.

19.4 Varyans ve Standart Sapma

Var(X) = E[(X — EX)?] = E(X?) — (EX)?

SD(X) = y/Var(X)

E(X?) > (EX)? her zaman (Var > 0); esitlik yalniz X sabitse — Ders 10 Jensen’in 6zel hali.

@ Builder Notu — Bias-Variance ve Gradyan Giiriiltiisii

Varyans ML’de her yerde: gradyan varyansi (yiiksekse egitim kararsiz — variance reduction, baseline),
bias-variance ayrisimi, minibatch gradyan giiriiltiisii. Var = F(X?) — (EX)? formiilii Jensen’in en
sik kullanilan halidir.

19.5 Uniform Dagilim

Uniform(a, b): olasilik uzunlukla orantili.

f) =gy Fl)= o B(X) = "5

LOTUS ile Var(Unif(0,1)) = E(U?) — (EU)? = 1/3 —1/4 = 1/12.
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19.6 LOTUS: E[g(X)]

0.40 Uniform(0, 4) PDF — alan = olasilk Uniform(0, 4) CDF — dogrusal artar
e f(x) 1.0 == F(x)
0.35 - e P(1<X=<25)=1,5/4=0,375
0.30 A 0.8
0.25 4 =
VI 0.6 -
. 0.201 p%e
x a
=
0.15 - Il
= 0.4 1
X
0.10 - w
0.05 0.2 4
0.00
0.0 -
-0.05 T
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5

Sekil 19.1: Uniform(0, 4) PDF (sol) ve CDF (sag). PDF aralikta sabit 1/4; CDF dogrusal artar 0’dan 1’e.
Olasilik = PDF altindaki alan = CDF farki.

19.6 LOTUS: F[g(X)]

Naif: Y = ¢(X)’in dagilimini bul, sonra [ yfy (y)dy. LOTUS der: gerek yok.

Elg(X)] = / o) f(z) da

! Builder Notu — Monte Carlo ve Reparameterization

LOTUS = Monte Carlo’nun teorik temeli: F[g(X)]’i, X ten 6rnekleyip ¢’yi uygulayip ortalayarak
kestirirsin — ¢(X')’in dagilimini bulmana gerek yok. E[loss|, E[6diil] boyle hesaplanir. Reparame-
terization trick de LOTUS: X = g(e) yazip E[loss(X)] = E.[loss(g(€))] ile gradyan alinir (VAE
egitiminin kalbi).

19.7 Uniform’un Evrenselligi: Inverse-Transform Sampling

Sagirtict gii¢: tek bir Uniform(0,1)’den istedigin dagilima iiretebilirsin.

Teorem: F bir CDF (kesin artan, siirekli). U ~ Uniform(0, 1) ile

X=F'U) = X~F
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19 Kesikli vs Siirekli ve Uniform Dagilim

Inverse-transform: Uniform — Exp(2.0). Mean (sim): 0.497, teorik: 0.5

2.00 B X = -In(1-U)/A, N=50,000
= Teorik Exp(A=2.0) PDF

1.75

luk
= =
N (9,1
w o

yogun
=
o
o

0.75

0.00

1.5 2.0 2.5 3.0
X

Sekil 19.2: Inverse-transform sampling: Uniform(0,1)’den U ¢ek, FA(-1)(U) ile Exp(2) iiret. Histogram teorik
PDF’e oturur. Bu, herhangi bir dagilimdan 6rnekleme yapmanin evrensel yontemidir.

! Builder Notu — Normalizing Flows ve Gumbel-Max

Inverse-transform sampling = tiim RNG-tabanli 6rneklemenin temeli ve RNG’lerin ¢alisma mantigi.
Normalizing flows bunun 6grenilmis, ¢cok boyutlu, tersinir genellemesidir (basit tabandan 6rnekle,
doniisiimle hedef yogunluga git). Kategorik icin Gumbel-max de ayni ruhta. “Uniform’dan her sey
tiretilir.”

19.8 Bu Dersin Ozeti

Siirekli RV: P(X =) =
PDF yogunluktur: f > 0,
PDF <> CDF: F = [ f, f TC)

Varyans: E£(X?) — (EX)? 0 = /Var.

Uniform(a, b) f =1/(b— a) E = ( + b)/2, Var(Unif(0,1)) = 1/12.
LOTUS: E[g(X)] = [ gf d.

Uniform’un evrenselllgl X = FY(U) - her dagilim.

0; PDF f(x); olasilik = integral.
f = 1 f > 1 olabilir.

NoWnk WD =

! Tek bir ciimle

Siireklilikte olasilik bir noktada degil, bir aralikta yasar — PDF yogunluktur, integral alinca olasilik olur.
LOTUS beklentiyi dagilimi bulmadan verir (Monte Carlo’nun temeli), ve Uniform’un evrenselligi
(X = F~1(U)) tek bir uniform’dan her dagilimi dogurur. Bu ii¢ii — yogunluk, LOTUS, inverse-
transform — modern iiretici ML’in (VAE, normalizing flows, diffusion) omurgasidir.
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19.9 Kontrol Sorulari

19.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: X ~ Unif(0, 10). P(2 £ X < 5)?

Cevap: Uzunluk 3, toplam 10 — 0,3.

i Soru 2: X ~ Unif(0, 1). E(X*3) (LOTUS)?

Cevap: fol 2% 1dr =1/4.

1 Soru3: f(x) =2 (0 < x £0.5). Gegerli PDF mi? £(0.3) = 2 olasilik m1?

Cevap: Gegerli ([ = 1). f(0,3) = 2 bir yogunluk, olasilik degil — zaten 1’i astyor. P(X = 0,3) = 0.

1 Soru 4: (Builder) Uniform(0,1)’den Exp(A) nasil?

Cevap: Inverse-transform. F(z) = 1 — e — F1(u) = —In(1 —u)/A\. X = —In(U)/\ ~
Exp()).

19.10 Egzersizler

Egzersiz 1. X ~ Unif(—2,4). (a) PDF, CDF. (b) P(0 < X < 3)? (c) E(X), Var(X).
Egzersiz 2. f(z) = cx,0 <z < 2.(a) ¢? (b) CDF? (¢) E(X)?

Egzersiz 3. U ~ Unif(0,1), Y = U2. (a) CDF Fy.. (b) PDF fy-. (c) fy (y) — oo olabilir mi? Neden geliski
degil?

Egzersiz 4. (Python — Varyans + inverse-transform)

Var(Unif(0,1)) = ©.08340 teorik 1/12 = 0.08333
Mean(X) = ©.5006  teorik 1/A = 0.5
KS test p-degeri: 0.314 (biyikse uyum iyi)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Standart Normal PDF: ¢(z) = e*"/2 /y/27. (a) Kapali-form CDF’i neden yok?
Inverse-transform’u nasil zorlastirir? (b) Box-Muller: iki Uniform’dan iki Normal nasil?

19.11 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 13: Normal Dagilim — Gauss integrali, 68-95-99,7, ®, Box-Muller.
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19 Kesikli vs Siirekli ve Uniform Dagilim

Ders 13 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢z — ozellikle 4 ve 5.
* “LOTUS = Monte Carlo” ve “Uniform = her seyin tohumu” sezgilerini pekistir.
* Ana ciimleyi tekrar oku.

19.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tamm Blitzstein’de
PDF f=0,[f=1f>1 5ml3
olabilir
CDF F(z)=P(X <) 5m13
FTC F=[ff=F 15m28
Varyans E(X?)— (EX)? 20m24
Uniform(a, b) f=1/(b—a), 29m06
E = (a+1b)/2, Var
= (b—a)?/12
LOTUS ElgX)]=[g-f 39m38
Var(Unif(0,1)) 1/12 39m38
Evrensellik X =FYU) 44m07

19.13 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

PDF = yogunluk — log-likelihood, density estimation; f > 1 olabilir.
LOTUS — Monte Carlo; E[g(X)] orneklemle.
Reparameterization —» LOTUS un kendisi; VAE.

Evrensellik — inverse-transform, normalizing flows, Gumbel-max.
Varyans — bias-variance, gradyan giiriiltiisii, variance reduction.
CDF tiirevlenebilirligi — normalizing flows, diffusion.

Uniform — agirlik init, kesif/baseline.

NNk W =

I Tek bir sey alip gideceksen

Siireklilikte olasilik aralikta yasar. Yogunluk + LOTUS + inverse-transform = modern iiretici ML'in
(VAE, normalizing flows, diffusion) olasiliksal omurgasi.
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20 Normal Dagilim

Istatistigin y1ldizi: Gauss integrali, &, CLT habercisi

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 13: Normal Distribution (=51 dk)
¢ Okuma siiresi: =32 dk

20.1 Bu Derste Ne Var?

Probability integral transform: X ~ F' = F(X) ~ Uniform(0, 1).

Uniform déniisiimleri: 1 — U, a + bU Uniform kalir; dogrusal-olmayan (6rn. U?) bozar.
RV bagimsizhig: joint = marjinallerin ¢arpimu. ikili = tam.

Standart Normal N(0,1): PDF, Gauss integrali (\/ﬁ), E=0,Var=1, P.

Y

“from the uniform you can get everything.” — Blitzstein, 4:38

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* F(X) ~ Uniform — model kalibrasyon kontrolii, QQ-plot, copula.

* Bagimsizlhik = faktorizasyon — PGM, naive Bayes.

ikili # tam bagimsizlik — XOR-tipi gizli yap1; korelasyon matrisine giivenme.

* Normal + CLT — Gaussian her yerde: agirlik init, VAE prior N(0, I), diffusion taban, batch
norm.

$ - GELU: GELU(z) = x - ®(x), transformer aktivasyonu.

* Gauss normallestirme — partition function; softmax, enerji-tabanli modeller.

20.2 Probability Integral Transform

Uniform’un evrenselliginin ters yonii:

X ~F = F(X) ~ Uniform(0, 1)

Notasyon tuzagi: F'(X) # P(X < X) = 1. Once F”i fonksiyon olarak yaz, sonra X koy. Orn. F(z) =
l—e®ise F(X)=1—¢e*.
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https://www.youtube.com/watch?v=72QjzHnYvL0

20 Normal Dagilim

@ Builder Notu — Kalibrasyon

Probability integral transform model testinin temeli: X ’in karmagik dagilimi varsa, F'( X )’leri hesapla,
Uniform goriiniip goriinmedigini kontrol et. ML'de kalibrasyon egrileri, QQ-plot, copula’lar bu
fikre dayanir.

20.3 Uniform Simetrileri ve Dogrusal-Olmayan Tuzak

e 1 — U ~ Uniform(0, 1) (simetri).
* a+ bU ~ Uniform(a, a + b) (dogrusal).
« U? Uniform DEGIL: P(U? <y) = P(U < \/y) = ¥ # .

“Nonlinear usually leads to nonuniform.” — Blitzstein, 14:51

@ Builder Notu — Change of Variables

Normalizing flows: basit tabandan, dogrusal-olmayan tersinir doniigiimlerle karmasik yogunluklar.
Jacobian ile yogunluk yeniden sekillenir.

20.4 RV Bagimsizhg: ikili # Tam
X, ..., X,, bagimsiz < joint = marjinallerin ¢carpima:
P(Xl S Ly, 7Xn S xn) = HP(X’L S (L‘Z)

Matching pennies: X, X, ~ Bern(1/2) IID, X5 = 1{X,; = X,}. Ikili bagimsiz (X, X; kontrol et:
P =1/4=1/2-1/2) ama tam bagimsiz degil (X, X, bilinince X belli).

! Builder Notu — Korelasyon Matrisine Giivenme

ikili korelasyonsuzluk tam bagimsizhg1 garanti etmez — XOR-tipi yapr ikili testlerden kacar. Sadece
korelasyon matrisine bakip “bagimsiz” demek yanlis model varsayimidir.

20.5 Standart Normal N(0,1): PDF ve Gauss integrali

Normallestirme sabiti c icin iinlii Gauss integrali:

I:/ e /2 dz

—0o0
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20.6 E(Z)=0, Var(Z) =1

Numara: Kareyi al + kutupsal koordinat. 12 = If e (@72 g dy. Polar: r> = 22 4 y?, Jacobian 7:

27 (e’ 27
12:/ / e‘r2/2rdrd6:/ 1d6 =27
0 0 0

Demek I = /2w, ¢ = 1/v/2m.

1 2
f(z) = e/
V2T
“where did the pi come from? Where did the circle come?” — Blitzstein, 40:21
Standart Normal PDF — 68-95-99,7 Standart Normal CDF ® — kapali form yok
0.40 A 1.0 4 :
0.35
0.8
0.30
N
0.25 VI 0.6
= N
N o.20 a
& I
0.15 N 041
8
0.10
0.2
0.05
0.00 0.0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4
z z

Sekil 20.1: Standart Normal N(0,1) PDF (sol) ve CDF & (sag). 68-95-99,7 kurali: %68 [-1,1], %95 [-2,2],
%99,7 [-3,3] arasinda. PDF tepe = 1/‘/(27[) = (,399; o kiigiiliirse 1’1 agar (yogunluk!).

20.6 E(Z) =0, Var(Z) =1
Ortalama: z - ¢ =/2 tek fonksiyon, simetrik aralikta integral = 0:

E(Z)=0

Varyans: F(Z?) icin LOTUS + parcali integrasyon (u = 2, dv = ze % 12dz):

1 2
E(Z?%) = E/z%_z Pdz =1

Var(Z) =1
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20 Normal Dagilim

20.7 ¢ Notasyonu

Standart Normal CDF’in kapah formu yoktur — adi ®:

1 z
@(Z) = \/—2_71-/ €7t2/2 dt

Simetri: ®(—z) =1 — ®(z).

! Builder Notu — GELU ve Probit

& ML'de dogrudan: GELU aktivasyonu = - ®(z) (transformer’larda yaygin). Probit regresyon baglanti
fonksiyonu olarak & kullanir (sigmoid’in Normal karsilig1). & ile erf birbirinin yeniden dlceklenmis
hali.

20.8 Bu Dersin Ozeti

1. PIT: F'(X) ~ Uniform; notasyon tuzagi.

2. Uniform: 1 — U, a + bU Uniform kalir; U? degil.

3. Bagimsizlik: joint = | [ marjinal; ikili = tam.

4. Normal + CLT: iid toplam — Normal.

5. N(@,1): f = e‘z2/2/\/%; Gauss integrali polar + kareyi al — v/27.
6. E(Z) = 0 (simetri), Var(Z) = 1 (LOTUS + parcal).

7. ®: kapal formsuz; (—z) = 1 — ®(2).

I Tek bir ciimle

Uniform’un evrenselligi bir dagilimi kendi uniform’una baglayan iki yonlii kopriidiir (6rnekleme
+ kalibrasyon). Standart Normal N (0,1)’in PDF’i (1/v/27)e *"/2 — normallestirme sabiti Gauss
integralinden ¢embersel numarayla v/27 dogar; E = 0, Var = 1, CDF = ®. GELU’dan VAE’ye,
diffusion’a, batch norm’a kadar uzanan dagihm.

20.9 Kontrol Sorulari

1 Sorul: F(x)=x> (0 < x < 1). U > X nasil?

Cevap: F~'(u) = u. X = VU.

1 Soru2: X ~ Exp(1). Y = 1 - eM-X) dagilimi?

Cevap: PIT: Y = F(X) ~ Uniform(0, 1).
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20.10 Egzersizler

1 Soru 3: Matching pennies X, X; ikili bagimsiz m, {igii tam mi?

Cevap: P(X, = 1,X; = 1) = P(X, = 1,X, = 1) = 1/4 = (1/2)(1/2) v. Ama P(X, =
1,X,=1,X3 =0) =0 +# 1/8 - tam bagimsiz degil.

1 Soru 4: (Builder) VAE’de z ~ N(0,1). ¢! neden kullanigsiz? Box-Muller?

Cevap: ® kapali formsuz — ®~! analitik yazilamaz. Box-Muller: iki Uniform’dan iki bagimsiz Normal:
Z, = /—2InU, cos(2nU,), Zy = sin(...). Polar yap: (Gauss integralindeki!) Normal 6rneklemeyi
kapali formda miimkiin kilar.

20.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Lojistik F/(x) = 1/(1 + e™%). (a) F~1? (b) U’dan 6rnek formiilii.
Egzersiz 2. PIT iki yon: (a) F'(X) ~ Uniform. (b) 1 — F'(X) ~ Uniform. (c) Model kontroliinde nasil?
Egzersiz3. Z ~ N(0,1). (a) E(Z3)? (b) E(Z*) = 3? (c) Tek momentler neden 0?

Egzersiz 4. (Python — Gauss integrali + Box-Muller)

Gauss integrali: 2.5066 sqrt(2m) = 2.5066
Box-Muller mean: 0.0021 var: 1.0022
KS p-degeri: 0.424

Egzersiz 5. (Sonraki ders) X = p+ oZ. (a) E(X), Var(X)? (b) Change of variables ile PDF. (c) CDF &
cinsinden.

20.11 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 14: Konum, Ol(;ek ve LOTUS — X = 4+ 07, 68-95-99,7, batch norm matematigi.

Ders 14 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz, 6zellikle 5 (1 + 0 2).
* Python’da o kiigiildiikge ¢(0) > 1 oldugunu (yogunluk) gor.
* Ana ciimleyi tekrar oku.

20.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
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20 Normal Dagilim

Kavram Tanim Blitzstein’de
PIT iki yon X = FY(U); F(X) ~ Unif 2m09
Notasyon tuzag FX)#P(X<X)=1 7m29
1 — U simetrisi —In(U) ~ Exp(1) 13m17
Dogrusal-olmayan U? Uniform degil 14m36
RV bagimsizhg joint = [ [ marjinal 16m00
ikili = tam Matching pennies 20m16
Normal + CLT iid toplam — Normal 25m42
N(0,1) PDF e 2’12 )\ 2m 27m20
Gauss integrali V2m; polar + kare 33m19
E, Var 0,1 41m16
¢ Kapali formsuz; ®(—z) =1 — ®(z) 49m42

20.13 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

PIT — ornekleme + kalibrasyon, QQ-plot, copula.

Bagimsizlik = faktorizasyon — PGM, naive Bayes.

ikili = tam — XOR-tipi gizli yapi; korelasyon = bagimsizlik.

Normal + CLT — Gaussian her yerde: VAE prior, diffusion, agirlik init.
Gauss normallestirme — partition function; softmax, EBM.

® — GELU, probit, erf.

Box-Muller — polar numara yeniden kullanima.

NNk W =

I Tek bir sey alip gideceksen

Uniform’un evrenselligi iki yonlii koprii (6rnekleme + kalibrasyon). N (0, 1)’in v/27’si ¢embersel
numarayla dogar; ® kapali formsuz ama her yerde. GELU’dan diffusion’a, batch norm’a kadar
uzanan dagilim.
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21 Konum, Olcek ve LOTUS

X = | + 0Z, varyans kurallar1, Poisson(2) ve Binom(npq) varyansi

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 14: Location, Scale, and LOTUS (=49 dk)
* Okuma siiresi: =34 dk

21.1 Bu Derste Ne Var?

1. Konum-ol¢ek: X = p + o7 ile her Normal standart Normal’e indirgenir.

2. Varyansin dzellikleri: Var(X + c) = Var(X); Var(cX) = c¢?Var(X); dogrusal degil.
3. Bagimsiz Normal toplam = Normal (kapanis).

4. LOTUS ile varyans: Poisson(A) — Var = \; Binom(n, p) — Var = npq.

@ Builder Notu — ML Kopriileri

» Standardizasyon — batch / layer normalization; feature scaling; z-skoru boyutsuz.
* Var(cX) = c?Var(X) — gradyan/giiriiltii lgeklemesi; Var(X) = o2 /n.

* Bagimsiz Normal kapamis1 — diffusion ileri siireci tek hamlede; Kalman, GP.
LOTUS ispati = Monte Carlo garantisi.

21.2 Konum-Olgek: X = 4 + 0Z

X=u+0Z, Z~N(01),0>0 = X~ N(uo?)

* 1 konum (kaydirma).
* o Olcek (genislik).

Standardizasyon: Z = (X — p)/o ~ N(0, 1). Boyutsuz (birimler sadelesir).

@ Builder Notu — Batch Norm

Batch / layer normalization tam olarak standardizasyon: aktivasyonlari (x — ) /o ile normalize, sonra
ogrenilen 7, (3 ile yeniden olgekle. VAE reparameterization: = = p + o€, ¢ ~ N(0, 1).
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21 Konum, Olgek ve LOTUS
21.3 Varyansin Ozellikleri

Var(X + ¢) = Var(X), Var(cX) = c¢?Var(X)

Kareyi unutma — c negatifse karesiz negatif varyans ¢ikar! Varyans > 0 her zaman; = 0 < X sabit.

Dogrusal degil:

Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y) (genelde)

Esitlik bagimsizsa. X kendisiyle bagimsiz degil:

Var(X + X) = Var(2X) = 4 Var(X)

“x is not IID with itself.” — Blitzstein, 11:46

! Builder Notu — Negatif Varyans Yok

“Negatif varyans = bir yerde hata” sanity check. Kovaryans matrislerinin pozitif yari-tanimh olmasi
gerektiginin habercisidir. Minibatch ortalamasinin Var(X) = o2 /n — gradyan giiriiltiisiiniin 7 ile
kiiciilmesinin temeli.

21.4 Genel Normal PDF (Zincir Kurali)

F(z)=P(X <2) = @(x_“)

o

Tiirev (zincir kural):

1 J:—,u> 1 (z—p)2/(20°
)= = _ o (@—1)?/(20?)
f@)=—¢(— =

Ezberleme — standardizasyon + zincir kuraliyla iki satirda tiiret.

21.5 Bagimsiz Normal Toplami = Normal
Xy ~ Ny, 0%). Xy ~ N, 03) bagimsiz:

X, + Xy ~ N(py + po, 0% +03)

Fark icin de varyanslar TOPLANIR (ciinkii — X, nin varyans1 hala 0‘%)2

X, — X5 ~ N(py — pg, 07 +03)
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21.6 68-95-99,7 Kurall

Genel Normal — u kaydirir, o genisletir Standardizasyon: tim Normal'ler N(0,1)'e iner (boyutsuz)
0.8 m— N(p=0, 02=1) 0.40 A — N(0,1)
m— N(u=2, 02=1)
0.7 — N(u=0, 0*=4) 0.35 A
= N(p=1, 02=0.25)
0.30
0.25
N 020
S
0.15
0.10
0.05
0.00
% 4 = o 3 4 5 8 4 5 2 a5 1 3 3 i
X Z=(X-y)o

Sekil 21.1: Genel Normal N(p, 0%) farkli parametrelerle. o kiigiildiikge tepe yiikselir (yogunluk 1’i asar!), o
biiylidiik¢e yayilir. Standardizasyon (sag) hepsini N(0,1)’e indirger — batch norm’un olasiliksal
temeli.

! Builder Notu — Diffusion Kapanisi

Normal’in kapanis1 ML'de muazzam: Gaussian + Gaussian = Gaussian. Diffusion ileri siireci her
adimda bagimsiz Gaussian giiriiltii ekler; varyanslar biriktiginden herhangi bir giiriiltii seviyesine tek
hamlede atlanabilir. Kalman filtreleri, Gaussian process’ler hep bu kapaniga dayanir.

21.6 68-95-99,7 Kurali

P(X —pl <o)~ 68%, P(IX —pl<20)~95%, P(IX—p| <30)~99,7%

@ Builder Notu — Outlier ve Sigma Dili

Aykir1 deger tespiti ve giiven araliklari: 30 dis1 siipheli (%0,3). Fizik kesiflerinde “50” dili, siire¢
kontrolii, anomali tespiti. Yalmizca Normal i¢in; agir kuyrukta yaniltir.

21.7 LOTUS ile Varyans: Poisson ve Binom
Poisson()\) varyansi. Faktoriyel moment E(X (X — 1)) ile temiz yol:

E(X(X 1))=Y k(k— 1)6_Wc —e 2y Dy
Kl
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21 Konum, Olgek ve LOTUS

E(X?%) =X+ ) > Var(X) = )\
Poisson: ortalama = varyans = \.

Binom(n, p) varyansi (gostergeler): X =1, ... + I .

B(X?) = nE(12) + n(n — DE(L 1) = np + n(n — 1)p?

E(I?) = p (gosterge!), E(I,1,) = p? (bagimsiz). Cikarinca:

Var(X) = np — np2 =np(l —p) =npq

@ Builder Notu — Overdispersion ve A/B Test

Poisson: ortalama = varyans sayim modellerinin temel varsayimi. Varyans > ortalama (overdispersion)
— negatif binom. A/B testlerinde doniisiim oran belirsizligi /npq.

21.8 LOTUS ispati (Kesikli)

Y g@)P(X =x) =1 g(X(s))P(s)

S

Sagdan bagla, X (s) = x olan tiim s’leri grupla:

Y 9X()Ps) =) > g@)P(s) =) glx)P(X =)

xT s:X(s):x xT

Gruplu = grupsuz.

! Builder Notu — Monte Carlo Garantisi

LOTUS ispati Monte Carlo’nun teorik garantisi: £[g(X)]’i, X’ten ornekleyip ¢’yi ortalayarak
kestirmek gegerlidir. E'[loss], E'[6diil], policy gradient hep bu esitlige dayanir — ¢(X)’in dagilimim
bilmeden.

21.9 Bu Dersin Ozeti

Konum-olgek: X = p + o7, standardizasyon Z = (X — pu)/o.

Varyans: Var(cX) = ¢?Var(X); > 0; dogrusal degil; Var(X + X) = 4Var(X).
Genel Normal: E = y, Var = ¢2; PDF zincir kuraliyla.

Kapams: bagimsiz Normal toplami Normal (varyanslar toplanir, farkta bile).
68-95-99,7 kural1.

Poisson: Var = \. Binom: Var = npq.

LOTUS ispati: gruplu = grupsuz toplam.

Nk WD =
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21.10 Kontrol Sorulart

! Tek bir ciimle

Her Normal tek bir standart Normal’in kaydirilip 6lgeklenmis halidir (X = p + 02); varyans sabitle
kareyle 6lceklenir, dogrusal degildir (yalniz bagimsizlikta toplanir); ve LOTUS (gruplu = grupsuz
toplam) hem Poisson’un (A\) hem Binom’un (npq) varyansini verir hem de modern Monte Carlo’nun
teorik temelidir.

21.10 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: X ~ N(5, 4). (a) Var(3X-1)? (b) Standardize. (c) P(1 < X < 9)?

Cevap: ()9-4=36.(b) Z=(X—5)/2.(c) 1 = pu—20,9=p+ 20 >~ 95%.

1 Soru2:X,Y bagimsiz. Var(X-Y)? Var(X-X) neden 0?

Cevap: Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y). X — X = 0, sabit - Var = 0. X kendisiyle bagimsiz
degil!

1 Soru 3: X ~ Pois()). E(X(X-1))?

Cevap: Faktoriyel moment — \2. E(X?2) = \2 4+ ), Var(X) = \.

1 Soru 4: (Builder) Diffusion: x ~ N(u, 0°), € ~ N(0, t?) bagimsiz. x + €?

Cevap: N (u, 0% + 72). Kapanig sayesinde t adim sonraki dagilim kapali formda, tek hamlede atlana-
bilir.

21.11 Egzersizler

Egzersiz 1. X ~ N(—2,9). (a) PDF ag. (b) Standardize. (¢) P(—5 < X < 1)? (d) Var(2X — 7)?
Egzersiz 2. Var(X) = 4, Var(Y') = 9 bagimsiz. (a) Var(2X + 3Y)? (b) Var(X — Y)? (c) Var(7)?
Egzersiz 3. X ~ Geom(p). Tiirev numarasiyla £(X?), sonra Var(X) = q/p?.

Egzersiz 4. (Python — Var dogrulama)

Var(Pois(4.0)) sim: 4.011 teorik: 4.0

Var(Bin(20,0.3)) sim: 4.179 teorik npq: 4.199999999999999
P(|Z]|<1) = 0.6830

P(|z|<2) = 0.9547

P(|Z]<3) = ©.9973

N(1,4)+N(-2,9) » mean=-1.00 (teori -1), var=13.01 (teori 13)

n

n
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21 Konum, Olgek ve LOTUS

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Genel formiil Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y') 4+ 2Cov(X,Y). (a) Tiiret. (b)

Bagimsizlikta Cov = 0 — varyans toplamu. (¢) Var(X + X) = 4Var(X), Cov(X, X) = Var(X).

21.12 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 15: Ara Smav Incelemesi — yeni konu yok, tekrar oturumu (Ders 1-14).

Ders 15 oncesi yapilacak

* Ders 1-14 “Tek Bir Ciimle” + Cheat Sheet’leri arka arkaya oku.
* Bernoulli/Binom/Poisson/Geometrik/Uniform/Normal — ortalama + varyans ezberden.
» Egzersizleri ¢oz, ozellikle 5 (Cov habercisi).

21.13 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de

Konum-olgek X=pu+oZ= 4m27
N(u,0?)

Standardizasyon Z=(X—-p)/o; 13m15
boyutsuz

Var(X + c) = Var(X) 7m43

Var(cX) = c?Var(X) 8m09

Var > 0 =0 < X sabit 8m56

Var dogrusal degil Yalniz bagimsizsa 9m58
toplanir

Genel Normal PDF (1/o)o((z —p)/o) 16m06

Bagimsiz Normal toplam N (u, + o, 0% + 03);  18m37
farkta bile

68-95-99,7 +0,420,4+30 20m32

Var(Poisson \) A 31ml17

Var(Binom 7, p) npq 40m21

LOTUS ispati Gruplu = grupsuz 44m06

21.14 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii
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1. Standardizasyon — batch / layer normalization, feature scaling.
2. Reparameterization - VAE: x = p + ce.
3. Var(cX) = c¢?>Var — gradyan olcekleme; Var(X) = o2 /n.
4. Kapams — diffusion, Kalman, GP.




21.14 ML Baglantilar: Ozeti

5. 68-95-99,7 — outlier, giiven aralig1, sigma dili.
6. Poisson Var = A — overdispersion — NB; A/B test ,/npq.
7. LOTUS ispati > Monte Carlo garantisi; policy gradient.

! Tek bir sey alip gideceksen

Tiim Normal diinyasi tek bir sablonun (£) kaydirilip 6l¢eklenmesi (X = p + 0 Z). Varyans kareyle
oOlceklenir, dogrusal degildir, yalniz bagimsizlikta toplanir. LOTUS modern Monte Carlo’nun temelidir.
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22 Ara Sinav incelemesi

Kupon toplayic, logit, simetri, Poisson— Ustel

1 Boliim bilgisi

 Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 15: Midterm Review (=38 dk)
* Okuma siiresi: =30 dk
* Not: Yeni teori yok — Ders 1-14’iin araglarin1 6 problemde canlandirtyor.

22.1 Bu Derste Ne Var?

Alt1 problem:

Kupon toplayic1 (nH,, ~ nlnn).

Uniform’un evrenselligi — geometrik sezgi.

Lojistik dagilim — logit ile 6rnekleme.

Simetri + dogrusalbk — E(X /(X +Y + Z)) = 1/3.
LOTUS tuzag) — oriintii, isim degil.

Story proof + Poisson — Ustel — siirekli bekleme.

AR

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Kupon toplayic (n Inn) — kesif/kapsama, 6rneklem karmagiklig.

* Logit / sigmoid — logistic regression, siniflandirma bagligi.

» Simetri (exchangeability) — i.i.d.’de esit katki (Shapley benzeri).

* Poisson — Ustel — bekleme siireleri, kuyruk teorisi, Poisson siireci.

22.2 Kupon Toplayici

n farkli kupon. Tam seti toplama siiresi 7". Parcala:

T:T]. +T2+...+Tn

T;=(j—1). yeni’den j. yeni’ye kadar. T; — 1 ~ Geom((n — j + 1)/n), E(T}) = n/(n —j+ 1)
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22 Ara Sinav Incelemesi

wIH

E(T>:Zn—j+1 Z

=nH, ~nlnn

Kupon toplayici: nH, = nlnn blyUimesi

500 =@ nH, (teori)
~i- Simulasyon
«-A-+ ninn (asimptotik) .-‘
‘™ 400
1]
—
>
)]
©
€ 300
o
=%
o
S
@
9 200 A
Q
~
[]
m
100 A
0 -
20 40 60 80 100

n (kupon sayisi)

Sekil 22.1: Kupon toplayict: n H_n teori vs simiilasyon. n=10 — ~29.3, n=50 — ~225,n=100 = ~519.nlnn
biiyiimesi: tiim tiirleri gormek herhangi birini gormekten ¢ok daha pahali.

@ Builder Notu — Kesif Maliyeti

algoritmalar1 hep bu n Inn 6l¢eginde.

Kupon toplayict ML/CS’de 6rneklem karmasikhigimin klasik modeli: tiim n seyi gormek herhangi
birini gérmekten logaritmik faktor kadar pahali. RL kesfi, distinct-eleman tahmini, cache/streaming

22.3 Uniform’un Evrenselligi: Geometrik Sezgi

P(F(X)<c¢)=P(X <z, = F(x,) = c. Ciinkii F' artan, olay F'(X) < cile X < z_ ayn1.

Bu, kalibrasyon egrileri ve PIT testlerinin temeli.

22.4 Lojistik Dagilim ve Logit

CDF: F(z) = ¢®/(1 + €®) = sigmoid. F!:

el‘

U
YT T e TPT8TC

U ~ Uniform(0, 1), X =1log(U/(1 —U)) ~ Logistic.
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22.5 Simetri + Dogrusallik

! Builder Notu — Logistic Regression

Lojistik CDF sigmoid’in ta kendisi; tersi logit. Logistic regression log-odds’u dogrusal modeller,
sigmoid olasilig1 verir. Tiim ikili siniflandirma bagliklar1 bu dagilimdan gelir.

22.5 Simetri + Dogrusallik

X, Y, Z iid pozitif:

X X+Y+~7 X 1
3E<X+Y+Z> _E(X+Y+Z> =1= E<X+Y+Z> 3

Hig integral yok — sadece simetri + dogrusallik.

@ Builder Notu — Exchangeability

“Simetriyle topla, dogrusallikla ¢6z” teknigi exchangeable degiskenlerde her yerde: dikkat agirlikla-
rinda, kaynak paylasimda, Shapley degeri atiflarinda hesab1 kisaltir.

22.6 LOTUS Tuzag:: iki Yol, Bir Cevap

U ~ Uniform(0,1), X = U2, Y = e¥X.

Yol 1 (X iizerinden): fy(z) = 227 1/2, B(Y) = fol e? fy(x)dx.
Yol 2 (U iizerinden, dogrudan): Y = U~ E(Y)= fol e’ du.

Ikisi de dogru, ayni say1. Onemli olan ériintii, isim degil.

@ Builder Notu — Monte Carlo Sadelegtirme

Yol 2 = Monte Carlo’nun dogal bigimi: £[g(U)]’yu en alttaki basit degisken iizerinden 6rnekle, ara
dagilimlar (X) bulmaya gerek yok. Reparameterization zincirini sadelestirir.

22.7 Story Proof: n - X ~ Bin(n, q)
X ~ Bin(n,p). n — X ne?
Story: X = basar1 sayis1 — n — X = basarisizlik sayisi. Basari/basarisizlik etiketlerini degistir, basarisizlik

olasilig1 q:

n—X ~ Bin(n,q), ¢=1—0p

Hig hesap yok.
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22 Ara Sinav Incelemesi

22.8 Poisson — Ustel: ilk Bekleme Siiresi

N, ~ Pois(At) = [0, t] araligindaki olay sayis1. 7" = ilk olayin zaman.

P(T>t)=P(N,=0)=¢e ™

F(t)=1—e?, ft)=Xxe, t>0

Iste iistel (exponential) dagilim — Poisson sayimindan (kesikli) siirekli bekleme siiresi dogdu.

I Builder Notu — Poisson Siireci

Poisson siirecinin kalbi: olay sayis1 Poisson, aralarindaki bekleme Ustel. Olay-tabanli simiilasyon,
kuyruk teorisi (istek variglari), sagkalim analizi, “memoryless” varsayimli modeller.

22.9 Uc Nesneyi Karistirma

* Dagilim (plan) — “ev plan1”.
* Rastgele degisken — “rastgele ev”.
* Sabit (E(X) gibi) — “belirli ev”.

Kodda: Normal (@, 1) (dist nesnesi) = dist.sample() (tensor) = dist.mean (skaler).

22.10 Bu Dersin Ozeti

Kupon toplayici: £(T') = nH,, ~ nlnn; pargala + dogrusallik.
Universality sezgi: P(F(X) < ¢) = c.

Lojistik: £/~ (u) = logit(u) = log(u/(1 — u)).

Simetri: iid » E(X/(X+Y + Z)) =1/3.

LOTUS: E(g(U)) dogrudan U iizerinden.

. Story proof: n — X ~ Bin(n, q).

. Poisson — Ustel: T' ~ Exp()\).

e

I Tek bir ciimle

Zor bir problemi araglarinin tanidig1 parcalara bol — kupon toplayiciy1 geometriklere, simetrik orani
esit terimlere, siirekli bekleme siiresini Poisson sayim olayina. Ezber formiil degil, yapiy1 gormek
kazandirir.
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22.11 Kontrol Sorulari

22.11 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Zar atis1, 6 yiiziin hepsini gormek?

Cevap: E(T) = 6Hg = 6-49/20 = 14,7 aus.

1 Soru2: F(x) =1-er(-x?). U - X?

Cevap: X = \/—In(1 —-0).

i Soru3:X,Y,Z Wiid pozitif. (a) E(X/X)? (b) E(X+Y)/X)?

Cevap: (a) 1/4. (b) 1/2.

1 Soru 4: (Builder) A=3/saat Poisson. (a) Ilk 30 dk hi¢? (b) ilk e-postaya kadar E?

Cevap: (a) e 1'% & 0,223. (b) T ~ Exp(3), E = 1/3 saat = 20 dk.

22.12 Egzersizler

Egzersiz 1. Kupon varyant1 —n = 10, H;, ~ 2,93.
Egzersiz 2. F'(x) = 23 (0..1). Inverse-transform formiilii.

Egzersiz 3. X1, ..., X,, iid pozitif, S = >_ X,. (a) E(X;/S5)? (b) E((X; + X,)/5)? (¢) E(X%/5?)
neden dogrudan 1/n? degil?

Egzersiz 4. (Python — Ug problem dogrulamast)

Kupon n=10: sim=29.06 teori=29.29
P(Logistic < @) = 0.5003 teori 0.5
E(X/Z) = 0.3333 teori 0.3333

Egzersiz 5. (Sonraki ders) T ~ Exp()\), f = Ae ™. (a) E(T) = 1/\. (b) Var(T) = 1/)2. (c) Belleksizlik:
PT>s+t|T>s)=P(T>t).

22.13 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 16: Ustel Dagilim — belleksizlik, siirekli geometrik, Poisson siireci.

139



22 Ara Sinav Incelemesi

Ders 16 Oncesi yapilacak
» Egzersizleri ¢oz, ozellikle 5 (Ustel 6zellikleri).

* Geometrik belleksizligi (Ders 9) hatirla.
* Poisson — Ustel kopriisiinii tekrar oku.

22.14 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Problem Sonug / Teknik Blitzstein’de
Kupon toplayici nH, ~ nlnn; geometrik + dogrusalik ~ Om47
Parcala T=> T};; kiigiik pargalar 8m48
Universality sezgi PF(X)<c¢)=c 11m53
Lojistik F =0, F! = logit 14m33
Simetri EX/Y)=1/n 18m29
LOTUS tuzak Oriintii, isim degil 27m05
Story proof n — X ~ Bin(n, q) 31m20
Poisson — Ustel P(T >t)=P(N,=0) 37mo01

Uc nesne Plan/RD/sabit 37m44

22.15 ML Baglantilar1 Ozeti

@7 koprii

nInn — kesif, orneklem karmagikligi.

Logit / sigmoid — logistic regression.

Simetri — exchangeability, Shapley.

LOTUS dogrudan — Monte Carlo sadelestirme.

Story proof — bijektif/simetrik akil.

Poisson siireci — kuyruk, sagkalim, olay-tabanli sim.
Plan/RD/sabit — olasiliksal programlama (Pyro/NumPyro).

NNk W=

! Tek bir sey alip gideceksen

Ezber formiil degil, yap1 gormek kazandirir — kupon toplayiciy1 geometriklere, simetrik orani esit
terimlere, siirekli beklemeyi Poisson sayimina bol.

140



23 Ustel (Exponential) Dagihm

Belleksizlik: siirekli zamanin Markov cekirdegi

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 16: Exponential Distribution (=18 dk)
* Okuma siiresi: =20 dk

23.1 Bu Derste Ne Var?

Ugiincii onemli siirekli dagilim — Ustel().).

1. PDF/CDF + standardizasyon: f = Ae *, Y = A X ~ Ustel(1).
2. Ortalama ve varyans: £ = 1/), Var = 1/)\2.
3. Belleksizlik: P(X > s+t | X > s) = P(X > t) — Ustel bunu saglayan tek siirekli dagilim.

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* ) + Poisson siireci — istek/paket varislari, kuyruk teorisi (M/M/1).

Belleksizlik — Markov 6zelliginin siirekli-zaman ¢ekirdegi; CTMC.

* Survival S(t) = e~*' — sagkalm analizi, Kaplan-Meier, churn tahmini, sabit hazard.
« Ustel = siirekli geometrik (kesikli<>siirekli ikiz).

E(X | X > a) =a+ 1/) - tail latency analizi.

23.2 Ustel Dagilim

f(x)=Xe?* F(z)=1—e77, x>0

2 = oran (rate) parametresi.
Standardizasyon: Y = A\ X ~ Ustel(1).

Beklenti ve varyans (Ustel(1) icin parcali integrasyonla):

1 1
E(X):X, Var(X)zﬁ

141



https://www.youtube.com/watch?v=bM6nFDjvEns

23 Ustel (Exponential) Dagilim

Ustel(A\) PDF Survival function — sagkalim/churn temeli
2.00- —— A=0.5, E=1/A=2.0 10° 5
= A=1.0, E=1/A=1.0
1751 —— A=2.0, E=1/A=0.5
1.50 - 107
=
1.25 A A
- X 1072 4
X 1.00 a
= Il
0.75 1 =
Y 103
0.50 -
0.25 m— S(t) = exp(-0.5't)
1074 { == S(t) = exp(-1.0-t)
0.00 — 5(t) = exp(-2.0-t)
0 1 2 3 a 5 0 1 2 3 4 5
X t

Sekil 23.1: Ustel(1) PDF (sol) ve survival function S(t) = e*(-At) (sag). A biiyiidiikge olaylar siklasir, bekleme
stiresi kisalir (E = 1/)). Survival = hala beklemekte olma olasilig1; sabit hazard A.

23.3 Belleksizlik

P(X>s+t|X>s)=P(X >t)

Ispat (survival function):

e—A(s-i-t) \
“no matter how long you’ve waited then it’s like you're starting over from fresh.” — Blitzstein,

12:03

Ustel, belleksizligi saglayan TEK siirekli dagilimdir (Ders 17’de ispat).

I Builder Notu — Markov ve Sagkalim

Belleksizlik Markov ozelliginin siirekli-zaman ¢ekirdegi: gelecek gecmisten bagimsiz. Siirekli-zaman
Markov zincirleri (CTMC), kuyruk aglari, “yaglanmayan” arizalar Ustel bekleme siirelerine dayanur.
Survival S(t) = e~*! sagkalim analizinin (Kaplan-Meier, Cox) ve churn tahmininin temel nesnesidir;
sabit hazard oran1 A tam da belleksizligin sonucudur.

23.4 Kosullu Beklenti: £(X | X > a)

Belleksizlik geregi X > a verildiginde kalan siire X — a taze bir Ustel()):

1
E(X|X>a):a+E(X—a\X>a):a+X
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23.5 Bu Dersin Ozeti

@ Builder Notu — Tail Latency

Kuyruk gecikmesi/tail latency: bir istek zaten uzun siirdiiyse, belleksiz model kalan siireyi yine 1/
olarak tahmin eder. Gergek sistemlerde sapma — belleksizlik ihlali (agir kuyruklu gecikme).

23.5 Bu Dersin Ozeti

Ustel(A): f = Xe M, F=1—¢e ",

Standardizasyon: Y = A\ X ~ Ustel(1).

Moments: £ = 1/, Var = 1/)\2.

Belleksizlik: P(X > s+t | X > s) = P(X > t); TEK siirekli dagilim.
KosulluE: E(X | X >a) =a+ 1/

A A

I Tek bir ciimle

Ustel(), Poisson siirecinin siirekli bekleme siiresi ve siirekli diinyanin belleksiz dagilimidir — E =
1/, Var = 1/)2, S(t) = e~*t. Belleksizlik onu hem matematiksel olarak essiz (bu 6zelligi tasiyan
tek siirekli) hem de modellemede giiclii kilar: Markov, sagkalim, kuyruk, tail latency.

23.6 Kontrol Sorulari

i Sorul: X ~ Exp(2). (a) E, Var? (b) P(X > 1)? (c) Medyan?

Cevap: (a) E = 1/2, Var = 1/4. (b) e 2 ~ 0,135. (c) (In2) /2 ~ 0,347 — medyan < ortalama (saga
carpik).

1 Soru2: P(X > E(X)) =? A’ya bagh m1?

Cevap: P(X > 1/)\) = e~ ~ 0,368. ).’dan bagimsiz! Saga carpik gostergesi.

1 Soru 3: Ampul Ustel, ortalama 1000 saat. 500 saat ¢alisti, kalan beklenen?

Cevap: 1000 saat (belleksizlik). Ampul “hi¢ eskimemis” gibi. (Ger¢gek ampuller eskir — idealize
model.)

1 Soru 4: (Builder) Sunucu Exp, ort 100ms. istek 200ms siirdii. Toplam E? Tail latency icin?

Cevap: E(X | X > 200) = 200 4+ 100 = 300 ms. Belleksizlik — kalan hep 1/\. Gergek sapma —
agir kuyruk.
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23 Ustel (Exponential) Dagilim

23.7 Egzersizler

Egzersiz 1. X ~ Exp(0.5). (a) E/, Var,SD? (b) P(X > 3), P(1 < X < 2)? (c) Medyan?

Egzersiz 2. F(X") standardizasyonla. (Ustel(1)’de E(Y™) = n!.)

Egzersiz 3. Survival ile belleksizligi goster.

Egzersiz 4. (Python — Ustel dogrulama)

E(X) = 1.999
Var(X)
P(X>3)

n

n

teorik 1/A = 2.0
4.012 teorik 1/A%? = 4.0
0.2232 teorik e~(-1.5) = 0.2231

P(X>5|X>3) = 0.3681 P(X>2) = 0.3679

Egzersiz 5. (Sonraki ders) MGF: M (t)

23.8 Sonraki Ders icin Hazirlik

= E(e!). Ustel icin M (t) = A/(A —t) (t < \).

Ders 17: Moment Ureten Fonksiyonlar (MGF) — momentleri tek fonksiyonda paketle.

Ders 17 oncesi yapilacak

* Egzersiz 5 (Ustel MGF) ¢6z.
* X ="(tX)"*/k! Taylor serisini hatirla.

23.9 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Ustel PDF/CDF e M, ] — e A 2m00
Oran A Birim zamanda olay 1Im31
hiz1
Standardizasyon Y = \X ~ Ustel(1) 4m54
E/ Var 1/X\ 1/X2 10m49
Survival S(t) =e M 14m33
Belleksizlik PX>s+t|X > 11m17
s) = P(X >1t); TEK
stirekli
Kosullu E EX|X>a)= 17m43
a+1/A
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23.10 ML Baglantlar: Ozeti

23.10 ML Baglantilari Ozeti

@ 6 koprii

Oran A / Poisson siireci — bekleme siireleri, kuyruk teorisi.
Belleksizlik — Markov ozelligi, CTMC.

Survival — sagkalim analizi, Kaplan-Meier, churn.

Ustel = siirekli geometrik — kesikli<>siirekli.

Kosullu E — tail latency, SLA.

Ustel + Gamma eslenigi — Bayesci oran tahmini (Ders 24).

AN e

I Tek bir sey alip gideceksen

Ustel()) siirekli diinyanin belleksiz dagihimidir — S(t) = e, E = 1/\. Belleksizlik onu egsiz (tek
stirekli) ve modellemede giiclii kilar: Markov, sagkalim, kuyruk, tail latency.
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24 Moment Ureten Fonksiyonlar (MGF)

Belleksizlik = Ustel; M(t) = E(eMX) — dagilimin parmak izi

1 Boliim bilgisi
* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 17: Moment Generating Functions (=51 dk)
¢ Okuma siiresi: =36 dk

24.1 Bu Derste Ne Var?

Belleksizlik = Ustel: Tek belleksiz siirekli dagilim, fonksiyonel denklem ispati.

MGF M (t) = E(e'X): momentleri iiretir, dagilimi belirler, bagimsiz toplami ¢arpima gevirir.
. Ornekler: Bern, Binom, Normal MGF.

. Laplace ardisikhk kurali: (n +1)/(n + 2).

B

“All the MGF is, is a fancy book keeping device for keeping track of the moments of a distribution.”
— Blitzstein, 20:16

@ Builder Notu — ML Kopriileri

Belleksizlik karakterizasyonu — Weibull (iistelin kuvveti); sagkalim, sabit hazard testi.

* MGF momentleri — kiimiilantlar; CLT (Ders 29) MGF yakinsamasiyla.

* Bagimsiz toplam = MGF carpimi — Normal/Poisson kapanisi tek satirda.

Normal MGF / kareye tamamlama — Gaussian conjugacy (Bayesci regresyon, GP, VAE KL).
* Laplace ardisiklik (n + 1)/(n + 2) = Laplace smoothing (add-one) — naive Bayes, n-gram.

24.2 Belleksizlik = Ustel (Fonksiyonel Denklem)

Teorem: Pozitif, siirekli, belleksiz bir RV — Ustel(X.).

Survival G(x) = P(X > x) ile belleksizlik:

G(s+t)=G(s)G(1)
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https://www.youtube.com/watch?v=N8O6zd6vTZ8

24 Moment Ureten Fonksiyonlar (MGF)

Degerler takarak: tamsayi k icin G/(kt) = G(t)*; rasyonel i¢in G (t - m/n) = G(t)™/™; siireklilikle her reel
x > 0 icin:

G(zt) = G(t)*

t=1Gx)=G1)*=eM A=—-InG(1)>0.1

“we’re solving for a function, not solving for the variable.” — Blitzstein, 9:33

24.3 MGF Tanimi ve U¢ Onem

(0 etrafinda bir aralikta sonlu olmali.)

Taylor: !X = >"(tX)"/n! —

i = 5B

Uc 6nem:

1. Moment iiretir: £(X™) = M(™(0).
2. Dagilim belirler: aynt MGF = ayn1 dagilim (parmak izi).
3. Bagimsiz toplam — carpim:

MX+Y<t> = MX(t> MY<t> (X 1Y)

“Once you know the MGF, you know the distribution, at least in principle.” — Blitzstein, 27:24

! Builder Notu — CLT’nin Motoru

Sebep 2 + 3 birlikte Normal/Poisson kapanigini tek satirda kanitlar. CLT (Ders 29) MGF yakinsamasiyla:
iid toplamin standardize MGF’i et/ 2>ye yakinsar.
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24.4 Ornek MGF’ler
Bernoulli(p):

M(t) = pe! +q

Binom(n, p) — n Bernoulli’nin toplami, MGF kuvveti:

M(t) = (pe' +q)"

Standart Normal N (0, 1) — kareye tamamlama:

—22/2 —(2—1)2/2

e 2 € 2

M(t):/etz- dz=et"?. | ———dz =e"/?
vV 2T V2T

24.4 Ornek MGF’ler

Ustel().):
A
Mt)=——, t<A
B=3=
Poisson(A):
M(t) = eMe'=1)
,; MGF — momentleri Taylor katsayilarinda paketler
— N(0,1): M(t) = et

6 = Exp(0.3): M(t) =0.3/(0.3 —t)

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
t

15 2.0

Sekil 24.1: MGF’ten momentler: N(0,1)‘in M(t) = exp(tz/Z). Sayisal tiirev M’(0) =0=E(Z), M’ ’(0) =1 =
Var(Z). MGF dagilimin parmak izi — ayn1t MGF ayn1 dagilim anlamina gelir.
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24 Moment Ureten Fonksiyonlar (MGF)

! Builder Notu — Gaussian Conjugacy

Kareye tamamlama numarasi Gaussian’larla yapilan hemen her hesabin altinda: Bayesci lineer reg-
resyon, Gaussian process, VAE’nin KL terimi. “Kuadratik iistel + kareye tamamla — kapali form
Gaussian” deseni Gaussian conjugacy’nin motorudur.

24.5 Laplace’in Ardisiklik Kurali

Giines yarin dogacak mi? n giin {ist iiste dogduysa?

p ~ Uniform(0, 1) prior + S,, | p ~ Bin(n, p):
f S, =n)ocp™-1 = f(p|S, =n)=(n+1)p"

1
" n+1
P(XnJrl:l‘Sn:n):/O p(n+1)p dp:m

“if the sun rose 100 days in a row, then it would probably be 101 over 102 for the next day.” —
Blitzstein, 50:37

! Builder Notu — Laplace Smoothing

Laplace smoothing (add-one): k gozlem, n deneme — olasiligi (k+1)/(n+2). Naive Bayes / n-gram
dil modellerinde sifir-frekans problemini ¢ozer. Beta-Binom eslenigi (Ders 23) — pseudocount’lar
prior’dan gelir.

24.6 Bu Dersin Ozeti

Belleksizlik = Ustel (fonksiyonel denklem).

MGF: M (t) = E(etX).

Uc 6nem: moment iiretir, dagilim belirler, bagimsiz toplam carpilir.
Ornekler: Bern, Binom, Normal (etQ/ 2), Ustel, Poisson.

Laplace ardisiklik: (n + 1)/(n + 2).

MY

I Tek bir ciimle

Belleksizlik Ustel’i tam karakterize eder (G(s+t)=G(s)G(t) — e*(-Ax)); ve MGF M (t) = E(eX),
momentleri paketleyen, dagilimi belirleyen, bagimsiz toplami ¢carpima ¢eviren bir parmak izidir —
moment hesabinin ve CLT’nin motoru.
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24.7 Kontrol Sorulart

24.7 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: N(0,1) MGF e~(t2/2). M’(0), M’ *(0) ile E(Z), E(Z?)?

Cevap: M’ (t) = te!’/2, M’ (0) = 0 = E(Z). M" (t) = (1 +t2)et’/2, M”(0) = 1 = E(Z?). Var
=1.

1 Soru 2: X~Pois(X,), Y~Pois(),) bagimsiz. X+Y?

Cevap: My, (t) = eM(e=Derale' =1 — c(utAa)(e 1) 5 pojg(\, + \y).

1 Soru 3: Exp(L) MGF A/(A-t). (a) M’(0) ile E(X)? (b) Neden t<A?

Cevap: (a) M’(0) = 1/\. (b) Integral fooo e~ A N2dy yalmz t < X'da yakinsar.

1 Soru 4: (Builder) 1000 dokiimanda hi¢ gecmeyen kelime. MLE = 0. Laplace?

Cevap: (0 + 1)/(1000 + 2) = 1/1002 ~ 0,001. MLE zero-frequency problem’i ¢izer; naive
Bayes/n-gram’da tek O tiim carpinu sifirlar. Laplace smoothing = bu kural.

24.8 Egzersizler

Egzersiz 1. Exp(L) MGF’ten E(X?), E(X™) = n!/\".
Egzersiz 2. Genel Normal MGF: X = pi+ 0Z — My (t) = ert+o°1/2,
Egzersiz 3. Bagimsiz Normal toplami1 MGF ile.

Egzersiz 4. (Python — MGF + Laplace)

E(en(0.5*Z)) = 1.1339 teorik e~(0.125) = 1.1331
Pois(2)+Pois(3): mean=4.997, var=5.006 (teori 5, 5)
k=0, n=1000 -» P(next) = 0.000998

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Mg (t) = M(t)" — CLT habercisi.
24.9 Sonraki Ders icin Hazirhk

Ders 18: MGF’lere Devam ve Joint Dagilimlar — Ustel momentleri, Normal momentleri, Poisson toplami,
joint kavrami.
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24 Moment Ureten Fonksiyonlar (MGF)
Ders 18 Oncesi yapilacak

* Egzersiz 5 (M(t)"n) ¢Oz.
. Ug MGEF ezberle: Bern, Normal, Ustel.

24.10 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Belleksizlik = Ustel Pozitif siirekli Om27
memoryless — Exp
Fonksiyonel denklem G(s+1t)=G(s)G(t) 9m33
N e*/\x
MGF M(t) = E(et) 18m03
Moment iiretir E(X™) = M™(0) 20m32
Dagilim belirler Aynt MGF = ayni dist.  26m12
Bagimsiz toplam My v = My - My 29m52
Bern / Binom pet +q/ (pet +q)" 31m07
N(0,1) et’/2 (kareye tamamla)  36mS51
Exp(}) A (A=1),t <A —
Pois(}) eMet =l —
Laplace n+1)/(n+2) 50m37

24.11 ML Baglantilan Ozeti

@ 6 koprii

Belleksizlik karakterizasyonu — Ustel, Weibull, sagkalim.
MGF momentleri — kiimiilantlar; CLT motoru.

MGF dagilim belirler — parmak izi; CLT ispatu.

Bagimsiz toplam — c¢arpim — Normal/Poisson kapanisi.
Kareye tamamlama — Gaussian conjugacy, VAE KL.

Laplace ardisikhik — Laplace smoothing (naive Bayes, n-gram).

AR LD =

! Tek bir sey alip gideceksen

Belleksizlik Ustel’i tam belirler. MGF dagilimin parmak izidir — momentleri paketler, dagilim1
belirler, bagimsiz toplami ¢arpima cevirir; moment hesabinin ve CLT’nin motoru.
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25 MGF’lere Devam ve Joint Dagilimlar

Ustel/Normal/Poisson MGF; joint, marjinal, bagimsizlik

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 18: MGFs Continued; Joint Distributions (=50 dk)
¢ Okuma siiresi: =34 dk

25.1 Bu Derste Ne Var?

Ustel MGF + tiim momentleri: 1/(1 — t) geometrik seri = E(X") = n!/\".
Normal momentleri (Taylor): F(Z*") = (2n)!/(2"n!).

Poisson MGF: e —1); bagimsiz toplam Poisson.

Joint dagilhmlar: PMF/PDF, marjinal, bagimsizlik = carpim.

Kare (bagimsiz) vs disk (bagimli) — destek kisiti.

MY

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Normal c¢ift momentleri = Wick/Isserlis teoremi — fizik, GP, derin 6grenme analizi.

* Poisson toplam kapamis1 — sayim birlestirme; Poisson regresyon log-link.

Joint + faktorizasyon — tiim iiretici modeller; bagimsizhk = carpim PGM/naive Bayes temeli.
* Marjinallestirme — inference, marginal likelihood, EM.

* Destek geometrisi — manifold/kisitli dagilimlar, normalizing flows.

25.2 Ustel MGF ve Tiim Momentler

X ~ Exp(1), LOTUS:

Geometrik seri olarak:
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https://www.youtube.com/watch?v=tVDdx6xUOcs

25 MGF’lere Devam ve Joint Dagilimlar

Genel Exp(L): E(Y™) = nl/A™.

25.3 Normal’in Tum Momentleri

M(t) = e'*/2 Taylor:

2 n 2n
22 _ e/ t
= =
2n)!
E Z2n _< E Z2n+1 =0
(2% = o=k, B2

Oriintii: 1,3,15,105=1,1-3,1-3-5,1-3 -5 - 7 (¢ift faktoriyel).

@ Builder Notu — Wick / Isserlis

(2n — 1)!! = 2n kisiyi ikili eslemelere ayirma sayisi! Isserlis / Wick teoremi: Gaussian’in yiiksek
momentleri ¢ift-esleme + kovaryans ¢arpimiyla hesaplanir. Gaussian integraller, diyagramatik acilimlar.

25.4 Poisson MGF ve Toplami

Bagimsiz toplam:

My, y(t) = eMWE=D — X 1Y ~ Pois(A + p)

X =Y tuzagi: X + X = 2.X Poisson degil (yalniz cift degerler; Var = 4\ # 2)).

25.5 Joint Dagilimiar

2x2 PMF tablosu: 4 say1 > 0, toplam 1.

F(z,y) =P(X <z,Y <y) (joint CDF)

P((X,Y)eB) = /[Bf(x,y) dz dy

Bagimsizhik:
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25.6 Kare (Bagimsiz) vs Disk (Bagiml)

P(X=2Y=y)=PX=2)P(Y =y) Va,y

Marjinallestirme: fy (y) = [ f(z,y)dz. Joint > marjinal olur, marjinal — joint olmaz.

I Builder Notu — Marjinallestirme = Inference

Marjinallestirme olasiliksal ¢ikarimin motorudur: latent degiskenleri »_ / f ile atmak marginal
likelihood / evidence verir. EM, variational inference, Bayesci model karsilagtirmasi hep buna dayanur.
“Ayn1 marjinalli farkl1 joint” = copula’larin var olma nedeni.

25.6 Kare (Bagimsiz) vs Disk (Bagimli)

Kare [0, 1]%: f = 1. Marjinaller fy = fy- = 1 — bagimsiz Uniform.

Disk 22 + y? < 1: f = 1/7 sabit. Ama X, Y BAGIMLI! Destek dikdortgen degil:

?24+9y* <1 = —V1—-22<Y <V1—2?2

X’i bilmek Y’nin araligin1 Kisithyor.

Kare [0,1]? uniform — X L Y (bagimsiz) Disk uniform — yogunluk sabit ama X, Y BAGIMLI

1.00 A

0.75 4

0.50 4

0.25 4

> 0.00 A

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

-1.00-0.75-0.50-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Sekil 25.1: Kare vs disk uniform. Sol: kare — X ve Y bagimsiz (her yatay/dikey kesit ayn1 dagilim). Sag: disk
— sabit yogunluk 1/, ama |X] biiylidiikge Y aralig1 daralir = bagimlilik. Korelasyon O olabilir
ama bagimsizlik degil.
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25 MGF’lere Devam ve Joint Dagilimlar

! Builder Notu — Manifold ve Kisit

“Sabit yogunluk = bagimsiz” — bagimsizlik hem yogunluk faktdrizasyonu hem destek = product set
(dikdortgen) ister. Manifold iizerindeki dagilimlar (normalizing flows, kisitli latent uzaylar) bilesenleri
kaginilmaz olarak baglar.

25.7 Bu Dersin Ozeti

Ustel MGF — E(X") = n!/\".

Normal momentleri — (2n)!/(2"n!) = (2n — 1)!! (Wick).
Poisson MGF — e~ 1); bagimsiz toplam Poisson.

Joint: bagimsiz = carpim (tiim z, y).

Marjinal: ) / [ ile digerini at.

Kare vs disk: destek kritik.

A N

I Tek bir ciimle

MGF momentleri integral yerine oriintii tanimayla verir ve bagimsiz toplamlar1 carpima ¢evirir
(Poisson toplami1 yine Poisson); joint dagilimlar birden fazla degiskeni birlikte tagir — bagimsizhk =
faktorizasyon + dikdortgen destek.

25.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Pois(A) MGF e¢*©t-1)). Tiirevlerle E, Var?

Cevap: M’ (0) = X\, M”(0) = A+ A2 — Var = \.

1 Soru 2: E(Z%)?

Cevap: 8!/(2% - 41) = 40320/384 =105 =1-3-5- 7.

1 Soru 3: 2x2 PMF P=[[.1,.4],[.3,.2]]. Marjinaller? Bagimsiz mi1?

Cevap: P(X = 0) = 0,5, P(X = 1) = 0,5 P(Y = 0) = 0,4, P(Y = 1) = 0,6. P(X = 0,Y =
0) =0,1#0,5-0,4=0,2 - bagimh.

1 Soru 4: (Builder) Disk yogunlugu sabit. Neden bagimsiz degil?

Cevap: Yogunluk faktorize gibi (sabit), ama destek 2 + 32 < 1 dikdortgen degil. 1(2? + y? < 1) x
ve y’nin fonksiyonu olarak ayrilamaz. Bagimsizlik iki sey ister.
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25.9 Egzersizler

Egzersiz 1. Bin(n, p) MGF’ten E(X), Var(X) = npq.
Egzersiz 2. E(Z'0) + cift faktoriyel dogrula.

Egzersiz 3. 2x2 bagiml joint kur, kogullu P(Y | X = 0).
Egzersiz 4. (Python — toplam + disk)

Pois+Pois: mean=5.002, var=4.990 (Pois(5): 5, 5)
corr(X,Y) = -0.0010 (= 0)

std(Y | |X|<@.1) = 0.575
std(Y | |X]|>0.9) = 0.197 (¢ok daha kiiciik » bagimli!)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Diskte Y | X = x ~ Uniform(—v1 — 22, V1 — x2).

25.10 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 19: Birlesik, Kosullu ve Marjinal Dagilimlar — kosullu PDF, siirekli Bayes.

Ders 19 6ncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz.
* “Bagimsiz = carpim” + “destek dikdortgen olmali” reflekslerini pekistir.

25.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Ustel MGF 1/(1—1t); B(X™) =n!/A" 0m59
Normal moment (2n)!/(2"n!) = (2n — 1)!!  12m06
Poisson MGF eMe'=1) 17m49

Pois toplam Pois(A + p) 20m50
Joint flzy); [[=P 30m04
Bagimsizlik flz,y) = fx(x)fy(y) 30m43
Marjinal Iy(y) = [ f(z,y)dx 38m12
Kare vs disk Destek kritik 46m21

25.9 Egzersizler
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25 MGF’lere Devam ve Joint Dagilimlar

25.12 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii

MGF momentleri — integral yerine tiirev/Taylor.
Wick/Isserlis — Gaussian momentleri = ¢ift-esleme.
Poisson toplam — sayim birlestirme.

Joint — tiim iiretici modeller.

Bagimsizlik = carpim — PGM, naive Bayes.
Marjinallestirme — inference, EM, evidence.
Destek geometrisi — manifold, normalizing flows.

NNk wn =

! Tek bir sey alip gideceksen

MGF momentleri oriintii tanimayla verir, bagimsiz toplami1 ¢arpima cevirir; joint dagilimlar’da bagim-
sizlik = faktorizasyon + dikdortgen destek.
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26 Birlesik, Kosullu ve Marjinal Dagilimlar

2D LOTUS, joint = kosullu x marjinal, Poisson splitting

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 19: Joint, Conditional, and Marginal Distributions
(=50 dk)
* Okuma siiresi: =35 dk

26.1 Bu Derste Ne Var?

1. Uglii: joint — marjinal (integral) — kosullu (joint/marjinal). Joint = kosullu x marjinal.
2. 2DLOTUS: E(¢(X,Y)) = [[g- fdzdy.

3. Bagmsiz = iliskisiz: X | Y = E(XY) = E(X)E(Y).

4. iki uniform uzaklik = 1 /3; Poisson splitting (tavuk-yumurta).

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Kosullu f(y | ) — denetimli 6grenme, kosullu iiretim (cVAE, cDiffusion).

¢ Joint = | | kosullu — autoregressive faktorizasyon (GPT, PixelCNN).

2D LOTUS — cok degiskenli Monte Carlo.

* Bagimsiz = iliskisiz (tersi degil) —» PCA vs ICA.

* Poisson splitting (thinning) — yiik dengeleme, A/B trafik ayirma, nokta siirecleri.

26.2 Joint —» Marjinal —» Kosullu

Joint PDF: f(z,y) = 02F /0xdy. Olasilik = ¢ift integral.

Marjinal: fy(z) = [ f(z,y)dy.
Kosullu:

Siirekli carpim kurah (Bayes):
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https://www.youtube.com/watch?v=J70dP_AECzQ

26 Birlesik, Kosullu ve Marjinal Dagilunlar

flz,y) = fY|X(y | z) fx(x) = fX\Y(ﬂ’j | y) [y (y)

“think of it as the PDF where we get to pretend that we know what X is.” — Blitzstein, 9:05

! Builder Notu — Autoregressive ve cGAN

“joint = [ [ kosullu” ayrigimi modern iiretici modellemenin omurgasy: p(z, ... ,z;) = [[p(z; | ;)
— GPT, Pixel CNN. Kosullu yogunluk f(y | x) tim denetimli 6grenmenin ve kosullu iiretimin hedefi.

26.3 Siirekli Bagimsizlik

Esdeger: kosullu = marjinal (X’i 6grenmek Y hakkinda bilgi vermez).

26.4 Disk Ornegi: Marjinal ve Kosullu

Birim disk uniform, f = 1/7.

Marjinal:

Uniform degil — yarim daire egrisi.

Kosullu:

Pty |a) = —2 1
Y V= 21—

y yok — sabit = Y | X = x ~ Uniform(—v/'1 — 22, V1 — 22). Aralik 2’e bagl — bagiml.

@ Builder Notu — Heteroskedastik

“Kosullu uniform ama parametresi x’e bagli” = heteroskedastik modellerin temel sezgisi — girdiye
bagh yayilim.
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26.5 2D LOTUS ve Bagimsiz = Iliskisiz

26.5 2D LOTUS ve Bagimsiz = iligkisiz

E(g(X.Y)) = // 9(,y) f(z,y) dz dy

Bagimsiz = E(XY) = EX)E(Y): g(z,y) = 2y, f = fx [y, integral ayrilir.
“independent implies uncorrelated” — Blitzstein, 25:07

Uyar: Tersi DOGRU DEGIL. iliskisiz olup bagimh olmak miimkiin.

! Builder Notu — PCA vs ICA

PCA / whitening degiskenleri iliskisiz yapar, ama bagimsiz yapmaz. ICA bagimsizlig1 hedefler.
Korelasyon yalnizca dogrusal iligkiyi yakalar.

26.6 iki Uniform Uzaklik: Max/Min Triki

X,Y ~ Uniform(0,1) bagimsiz. E|X —Y| =7

Triki: M = max,L =min. | X -Y|=M—-L, X+Y =M + L:

E(M—-L)=% EM+L)=1= EM)=2, E(L)=

W

E|X-Y| = 1/3; E(max) = 0.667 (teori 2/3); E(min) = 0.333 (teori 1/3)
|

I |X-Y| dagihmi (sim mean = 0.3337)
= = Teorik E|XY| = 1/3 = 0.333

luk

yogun

IX-Y|

Sekil 26.1: ki bagimsiz Uniform(0,1)’in beklenen uzakligi = 1/3. Max ortalama 2/3, min ortalama 1/3 —
“ortalama diizende” noktalar 1/3 ve 2/3’te oturur. Sira istatistiklerinin en basit hali.
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26 Birlesik, Kosullu ve Marjinal Dagilunlar

26.7 Poisson Splitting (Tavuk-Yumurta)

N ~ Pois()\) yumurta, her biri bagimsiz p olasilikla ¢ikiyor. X = ¢ikan, Y = ¢ikmayan, X + Y = N.

i+ e N
i (it )

Sadelestir:

Joint carpanlara ayrildi!

X 1Y, X ~Pois(\p), Y ~ Pois(\q)

Yalmizca Poisson’a 6zgii.

“this is actually a very special property of the Poisson.” — Blitzstein, 49:45

! Builder Notu — Thinning ve A/B Trafik

Poisson thinning/splitting = bir Poisson akisini bagimsiz alt-akiglara bolmek. Nokta siirecleri, ag trafigi
modellemesi, yiik dengeleme (istekleri bagimsiz kuyruklara), A/B test trafik ayirma. Bagimsizlik,
alt-akiglar1 ayr1 analiz etmeyi kolaylastirir — kovaryans diizeltmesi yok.

26.8 Bu Dersin Ozeti

Uclii: joint — marjinal ( /) = kosullu (joint/marjinal); f = fyix - fx-
2DLOTUS: E(g) = [[g- f.

Bagimsiz = iligkisiz: £(XY) = E(X)E(Y).

Disk: marjinal yarim daire, kosullu uniform — bagiml:.

iki uniform: E|X — Y| = 1/3, max/min triki.

Poisson splitting: X | Y, ikisi Poisson.

SARAEE I

I Tek bir ciimle

Joint, marjinal ve kogullu dagilimlar bir ticliidiir — joint = kosullu x marjinal. 2D LOTUS beklentileri
dagilim bulmadan verir; bagimsiz = iliskisiz ama tersi degil; Poisson splitting alt-akislar1 bagimsiz

yapar.
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26.9 Kontrol Sorulart

26.9 Kontrol Sorulari

i Soru 1: f(x,y) = x+y (0..1)2. (a) Marjinal? (b) Kosullu? (c) Bagimsiz mi?

Cevap: (a) fx(2) =2 +1/2.(0) fy|x = (x +y)/(x +1/2).(©) fxfy # [ — bagimsiz degil.

1 Soru 2: f(x,y) = 4xy (0..1)>. Bagimsiz m1?

Cevap: [y = 2z, fy = 2y, carpim 4oy = f — bagimsiz (Beta(2,1) marjinalleri).

1 Soru 3: X, Y ~ Unif(0,1) bagimsiz. (a) E(XY)? (b) E(max)?

Cevap: (a) (1/2)(1/2) = 1/4.(b) 2/3.

1 Soru 4: (Builder) N ~ Pois(100), p=0.02 doniisiim. X dagilimi1? Y’den bagimsiz m1?

Cevap: Pois(2), X | Y ~ Pois(98). A/B trafik ayirmanin temeli.

26.10 Egzersizler

Egzersiz 1. f = c(z + y?) (0..1)%. (a) ¢? (b) Marjinaller? (c) Bagimsiz m1?
Egzersiz 2. f = 6e2%*73Y (x,y > 0). Marjinaller? Bagimsiz mi? Oranlar?
Egzersiz 3. X, Y ~ Unif(0,1) bagimsiz. E(X +Y), E(XY), E((X —Y)?)?
Egzersiz 4. (Python — Uzaklik + Splitting)

E|X-Y| = ©.3337 teori 1/3

E(max) = ©0.6670 E(min) = ©.3333

X ~ Pois? mean=1.998, var=1.997 (Pois(2): 2, 2)
corr(X,Y) = 0.0009 (bagimsiz » = 0)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Multinomial: binomun £ kategoriye genellemesi. X; ~ Bin(n, p;) marjinal;
X, X ; negatif iligkili.

26.11 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 20: Multinomial ve Cauchy — joint sayim, kategorik genelleme; oran dagilimi.
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26 Birlesik, Kosullu ve Marjinal Dagilunlar

Ders 20 oncesi yapilacak

* Egzersiz 5 (Multinomial sezgisi) ¢oz.

¢ Binom + MGF’i hatirla.
e 2D LOTUS u tekrar oku.

26.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Joint PDF O?F | 0zdy 2m45
Marjinal [ flz,y)dy 6m20
Kosullu f(z,y)/fx(z) 8m30
Joint =K x M I =Tvix[fx 10m38
Bagimsizhik f=rxly 11m48
Disk Marjinal # uniform; kosullu uniform  16m13
2D LOTUS [[ag-f 22m09
Bagimsiz = iligkisiz E(XY) = E(X)E(Y); tersi yanis  24m48
iki uniform E|X-Y|=1/3 34m?29
Poisson splitting X 1 Y Poisson 49m45

26.13 ML Baglantilan Ozeti

@7 koprii

NNk wD =

Kosullu f(y | ) — denetimli, kosullu iiretim.
Joint = [ [ kosullu — autoregressive (GPT).
2D LOTUS — cok degiskenli Monte Carlo.
Bagimsiz vs iligkisiz — PCA vs ICA.
Heteroskedastik — girdiye bagl yayilim.
Max/min — sira istatistikleri (Ders 25).
Poisson splitting — thinning, A/B trafik.

I Tek bir sey alip gideceksen

Joint/marjinal/kosullu tiliisii ayrilmaz — f = fy|x fx. 2D LOTUS beklentileri dagilim bulmadan
verir. Bagimsiz = iligkisiz ama tersi degil — korelasyon yalniz dogrusal yakalar.
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27 Multinomial ve Cauchy

Softmax dagilim1 + agir kuyruklarin habercisi

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 20: Multinomial and Cauchy (=49 dk)
¢ Okuma siiresi: =35 dk

27.1 Bu Derste Ne Var?

1. Yapiyr kullan: Z, — Z, ~ N(0,2) - E|Z, — Z,| = 2/+/7 (2D LOTUS degil).
2. Multinomial: binomun k kategoriye genellemesi.

3. Lumping + kosullu: birlestir — yine Mult; yeniden normallestir.

4. Cauchy = X/Y: ortalama/varyans YOK; LLN basarisiz.

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Yapiy1 tam1 — reparameterization, kapali form KL.

* Multinomial — softmax + cross-entropy, topic modelleri (LDA), sayma.

* Kosullu yeniden-normallestirme (p;/(1 — p;)) = masked softmax (attention’da maskelenen
tokenlardan sonra).

* Cauchy agir kuyruk — robust istatistik (medyan), Student-t, finansal getiriler.

27.2 Bagimsiz Normal Toplami = Normal (MGF ispati)
X ~ N(:ulv U%)? Y ~ N(:u27 Ug) baglmSIZ:
My, (t) = elit+oit? /2 | pugtto3t? /2 _ o(puythg)t+(of+03)t?/2

= X +Y ~ N(uy + pp, 07 +03).
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https://www.youtube.com/watch?v=xiVWNkQUqKk

27 Multinomial ve Cauchy

27.3 iki Normal Uzaklik (Yapiyi Kullan)
7, — Zy ~ N(0,2) = /2 - Z. Tek boyutlu LOTUS:

B2 = V27 = B2~ L] = V2 /2fr = —

“it’s better to stop and think about the structure of the problem” — Blitzstein, 1:36

27.4 Multinomial Dagilim
X= (X1, X)) ~ Mult(n, p), ij =1.

|
n! "
PX,=ny ... X, =n,)= ———————pt..pk
(X, IEREER Y k) n1!n2!---nk!p1 Dy,

! Builder Notu — Softmax + Cross-Entropy

Multinomial ¢ok-simifli siniflandirmanin dogal dagilimi: softmax bir olasilik vektorii iiretir, gozlemler
Multinomial. Cross-entropy kaybi = Multinomial log-likelihood’unun negatifi. LDA topic modelleri,
dil modelleri.

27.5 Marjinal (Binom) ve Lumping
Marjinal (hikayeden):

Xj ~ Bin<n7pj)7 E(Xj) = npjv Var<Xj) = np](l _pj)

Lumping: Kategorileri birlestir — yine Multinomial (olasiliklar toplanir).

27.6 Multinomial Kosullu

(X, s Xpp) | Xy =nyq ~ Mult(n — ny, (p})), burada:

R
pj_l—pl

! Builder Notu — Masked Softmax

p;/ (1 —p;) yeniden-normallestirmesi tam olarak masked softmax: attention’da baz1 tokenlar1 maske-
leyince (0’a gekince), kalanlarin olasiliklar1 (1 — maskelenenin pay1)’na boliiniir. Kisitli iiretim, causal
attention.
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27.7 Cauchy Dagilinu
27.7 Cauchy Dagilimi

T=X/Y,X,Y ~N(0,1) bagimsiz.

PDF tiiretimi (Leibniz, integral isareti altinda tiirev):

1

=—— t€eR
(1 +t2)

f(t)

Tuhaf ozellikler:

« Ortalama YOK ([ t/(m(1 + t?))dt iraksar).
* Varyans YOK.
* iid Cauchy ortalamasi yine Cauchy — LLN basarisiz!

“You can average a million 11D Cauchy it’s still gonna be Cauchy.” — Blitzstein, 32:24

Cauchy LLN basarisiz — ortalama tanimsiz; medyan kararl (= 0)

—— Cauchy kiimulatif ortalama (yakinsamaz!)
4{ — Normal kiimilatif ortalama (- 0)

kimdulatif ortalama

10° 10t 102 103
orneklem boyutu n

Sekil 27.1: Cauchy LLN basarisiz: kiimiilatif ortalama yakinsamaz (mavi). Normal’in kiimiilatif ortalamasi
0’a oturur (yesil). Cauchy’de ortalama tanimsiz; ¢6ziim: medyan (kararl1).

! Builder Notu — Agir Kuyruk Uyarist

Cauchy agir kuyruklu dagihimlarin afisidir: ortalama tanimsiz — 6rneklem ortalamasi yaniltict —
robust istatistik (medyan) gerekir. Student-t (Ders 30) Cauchy’yi igerir; agir-kuyruklu gradyan/odiil,
finansal getiriler, aykiri-deger-bol verilerde “ortalama al” refleksi tehlikelidir.

27.8 Bu Dersin Ozeti

1. Normal toplam — MGF carpimu.
2. Yapiyi kullan: Z, — Z, = \/2Z.
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27 Multinomial ve Cauchy

3. Multinomial: binom — k kategori.

4. Marjinal: Bin(n, p;). Lumping: birlestir.

5. Kosullu: yeniden normallestir = masked softmax.
6. Cauchy: ortalama/varyans yok, LLN basarisiz.

I Tek bir ciimle

Yapiy1 tam — Z;, — Z, Normal’dir; Multinomial binomun k-kategori genellemesi (marjinal Bin,
lumping, kosullu yeniden-normallestirme = masked softmax); Cauchy ortalamasi olmayan agir-kuyruk
canavaridir — robust Olgiiler gerekir.

27.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: X, Y ~ N(5, 4) bagimsiz. (a) X+Y, X-Y dagilimi1? (b) E|X-Y|?

Cevap: (a) X +Y ~ N(10,8), X — Y ~ N(0,8). (b) V8- \/2/7 = 4/+/7.

1 Soru2: Zar 12 atis. (a) X4 dagilim? (b) Cift say1 (2,4,6)?

Cevap: (a) Bin(12,1/6). (b) Lumping — Bin(12,1/2).

i Soru 3: X, =n, verildiginde X,?

Cevap: Bin(n —ny,p, /(1 —p1)).

1 Soru 4: (Builder) Cauchy veride merkez tahmini? Ortalama neden?

Cevap: Ortalama yok, iid ortalamasi yine Cauchy — yakinsamaz. Medyan kullan (simetri sayesinde
konum parametresine yakinsar). Finansal getiriler, agir kuyruklu veride robust.

27.10 Egzersizler

Egzersiz1. X ~ N(2,1),Y ~ N(—1, 3) bagimsiz. 2X — 3Y dagilim?

Egzersiz 2. Anket: n = 100, p = (0,5, 0,3,0,2). (a) Joint (50, 30, 20). (b) Parti 1 marjinal. (c) Parti 2+3
lumping.

Egzersiz 3. X, = 45 verildiginde (X,, X3)?

Egzersiz 4. (Python — Multinomial + Cauchy)

X_1 mean=50.01 (teori 50), var=24.86 (teori 25)
Cauchy 'ortalama' (kararsiz): 0.185
Cauchy medyan (kararli): -0.007
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27.11 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Multinomial’de Cov (X, X;) < 0 (toplam n sabit). £ = 2 (binom): Cov (X, X,)
isareti?

27.11 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 21: Kovaryans ve Korelasyon — Cov(X,Y), korelasyon, Cauchy-Schwarz.

Ders 21 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz.
» “Bagimsiz = F(XY) = E(X)E(Y)” hatirla.

27.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Normal toplam N(pq + po, 01 +03)  5m09
7,-7, \/_Z E| - || =2/y/m  5m22
Multinomial PMF Hn [1p; 13m08
Marjinal Bin(n, p]) 16m40
Lumping Birlestir — yine Mult 19m37
Kosullu Yeniden normallestir 23m06
p;/(1—=p1)
Cauchy T=X/Y 30m24
PDF 1/(m(1+t2)); E/Var  45m12
YOK
LLN basarisiz iid Cauchy ortalamasi 32m24
yine Cauchy

27.13 ML Baglantilari Ozeti

@7 kopril

1. Normal kapamg1 — diffusion, Kalman.

2. Yapiy1 tam1 — reparameterization.

3. Multinomial — softmax, cross-entropy, LDA.

4. Marjinal Bin — one-vs-rest, sinif-bagina.

5. Kosullu — masked softmax.

6. Lumping — coarse-graining, hiyerarsik sinif.

7. Cauchy — robust istatistik (medyan), Student-t (Ders 30).
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27 Multinomial ve Cauchy

! Tek bir sey alip gideceksen

Yapiy1 tam. Multinomial softmax/cross-entropy temelidir; kosullu yeniden-normallestirme = masked
softmax. Cauchy ortalamasi olmayan agir kuyrugun uyarisidir — medyan kullan.
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28 Kovaryans ve Korelasyon

Toplamin varyansi, [-1,1] = Cauchy-Schwarz = kosiniis benzerligi

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 21: Covariance and Correlation (=49 dk)
¢ Okuma siiresi: =35 dk

28.1 Bu Derste Ne Var?

Kovaryans: Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y); bilineer.

Toplamun varyansi: Var(>_ X;) = > Var(X;) + 2 ij Cov(X;, X;).

Bagimsiz = iliskisiz (Cov = 0); TERSI YANLIS — Z, Z?2 iliskisiz ama tam bagiml.
Korelasyon: Cov/(o 0oy ) € [—1, 1] (Cauchy-Schwarz) = kosiniis benzerlii.

o

@ Builder Notu — ML Kopriileri

» Kovaryans matrisi > — PCA 6zvektorleri, Mahalanobis, whitening.

+ Bilineerlik — Cov(AX) = AXAT; portfoy varyanst w? Yw.

* Toplamin varyansi1 — ensemble / bagging variance reduction; korelasyon bir taban koyar.
» Tliskisiz = bagimsiz — PCA vs ICA; korelasyon yalniz dogrusal.

* Korelasyon [—1, 1] = Cauchy-Schwarz = kosiniis benzerligi (cosine similarity).

28.2 Kovaryans: Tanim ve Bilineerlik

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E(XY) — E(X)E(Y)

Ozellikler:

Cov(X, X) = Var(X), Cov(X,c)=0, Cov(cX,Y)=cCov(X,Y)

Bilineerlik:
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https://www.youtube.com/watch?v=IujCYxtpszU

28 Kovaryans ve Korelasyon

Cov (Z aiXi,ijYj) = ZZQ b; Cov(X,,Y)
i J

@ Builder Notu — ¥ Matrisi

Bilineerlik = kovaryans matrisi cebrinin temeli. Dogrusal Y = AX altinda Cov(Y) = A Cov(X) A”.
Portfoy varyansi, dogrusal model belirsizligi, whitening.

28.3 Toplamin Varyansi

Var (i Xl-) = ZVar(Xi) + QZCOV(X X
i=1 i

i<j

Kovaryanslar 0 — varyanslar toplanir. Ensemble/bagging’in kalbi.
28.4 Bagimsiz = iligkisiz (Tersi YANLIS)
Karsi-ornek: Z ~ N(0,1), X = Z,Y = Z2,
Cov(X,Y)=FE(Z3) —0-1=0 (iligkisiz)

AmaY = X? — tam bagimli! Korelasyon yalnizca dogrusal iliskiyi 6lcer.

“a common mistake is to show the covariance is 0, and then just leap to the conclusion that
they’re independent.” — Blitzstein, 19:23

! Builder Notu — PCA vs ICA

PCA / whitening bilesenleri iligkisiz yapar ama bagimsiz yapmaz. ICA gercek bagimsizlig1 hedefler.
Dogrusal-olmayan bag i¢in mutual information, HSIC, distance correlation gerekir.

28.5 Korelasyon: [—1, 1] ve Cauchy-Schwarz

Cov(X,Y)

Ox 0y

Corr(X,Y) =
Birimsiz. [—1, 1] sinirt = Cauchy-Schwarz:

Var(X +Y)=24+2p>0 = —1<p<1
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28.6 Multinomial Kovaryanst

iliskisiz ama bagimli! corr(X, Y) = -0.113 = 0

— Y = X2 (tam bagimli)
14 A

124

10 A

X

Sekil 28.1: Tligkisiz ama bagimli: Y = X2. Soldaki sactlim simetrik (negatif/pozitif X esit, ortalama X-Y = 0
= Cov). Ama Y X>’ye tam oturuyor — bagimliligin en giiclii hali. Korelasyon dogrusal degil —
gormez.

! Builder Notu — Kosiniis Benzerligi

Korelasyon birimsiz + [—1, 1] = kosiniis benzerligi: merkezlenmis vektorlerin normalize i¢ carpimu.
Cauchy-Schwarz ile ayni. Embedding benzerligi, oneri sistemleri, feature selection.

28.6 Multinomial Kovaryansi
X ~ Mult(n, p). Toplam n sabit — kategoriler yarigir — negatif:

COV(Xij) = —Np;P; (i # 7)

Ispat (lumping): X, + X, ~ Bin(n, p; + py). Var’lar esitle, ¢oz.

@ Builder Notu — Softmax Yarigmast

Multinomial negatif kovaryansi softmax ciktilarimin dogasi: olasiliklar 1’e toplandigindan siniflar
yarisir. Cok-sinifli modellerin gradyanlarinda ve kalibrasyonunda goriiliir.

28.7 Binom + Hipergeometrik Varyansi (Gostergelerle)

Gaosterge kimlikleri: 1% = 14, [, Ip = I 4.

Binom: X = ) [; bagimsiz — Var(X) = ) Var([;) = npq.
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28 Kovaryans ve Korelasyon

Hipergeometrik (yerine koymadan): Gostergeler bagimh — negatif Cov + sonlu-popiilasyon diizeltmesi.

B w(w —1) w \?
Covil o) = o w0 =1) <w+b> <0

28.8 Bu Dersin Ozeti

Cov: E(XY)— E(X)E(Y); bilineer.

Toplamin varyansi: Y _ Var + 2> Cov.

Bagimsiz = iliskisiz, tersi yanls.

Corr € [—1, 1] (Cauchy-Schwarz).

Mult Cov: —np,p; (negatif).

Binom Var: npq. Hipergeometrik: bagiml gostergeler.

AR i

! Tek bir ciimle

Kovaryans birlikte degisimi olger, toplamin varyansina izin verir; korelasyon birimsiz [—1, 1] =
Cauchy-Schwarz = kosiniis benzerligi. Korelasyon yalniz dogrusal — iligkisiz # bagimsiz; gergek
bagimsizlik (ICA, MI) daha giicliidiir.

28.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Var(X)=4, Var(Y)=9, Cov=2. Var(2X-3Y)?

Cevap:4-4+9-9+42-2-(=3)-2=16+81—24 =173.

1 Soru2: X e {-1,0,1}, Y=X2. Hi§kili mi, bagimlhi m1?

Cevap: E(X) =0, E(XY) = E(X?) = 0 = Cov =0 — iligkisiz. Ama Y = X? — tam bagiml.

1 Soru 3: Corr(X, aX+b)?a> 0 vsa < 0?

Cevap: a/|a| = +1. Miikemmel dogrusal.

1 Soru 4: (Builder) n tahminci, 02, p. Ortalamanin varyansi? n — 00?

Cevap: 02 /n + (n — 1)po?/n — po®. p=0— 0%/n — 0. Ama p > 0 — taban po?! Random
forest agaclarim ““decorrelate’ etmenin nedeni.
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28.10 Egzersizler

28.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Var(X) = 1, Var(Y') = 4, Corr = 0,5. (a) Cov? (b) Var(X 4+ Y)? (c) Cov(X,2X +Y)?
Egzersiz 2. Mult: Corr(X;, X;). k = 2 (binom): Corr = —1 neden?

Egzersiz 3. U ~ Unif(0,27), X = cosU,Y =sinU. (a) Cov=0. (b) X? + Y2 =1 — bagiml.
Egzersiz 4. (Python — Cov + Iliskisiz/Bagumlt)

Mult Cov(X_1, X 2) = -7.492 teorik -7.5

corr(X, Y) = -0.0011 (= 0, iliskisiz)
X2 + Y% = 1.0000 (= 1, tam bagimli!)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Bagimsiz X + Y PDF’i = konvoliisyon: fy. v (¢) = [ fx(z)fy (t — x)dx.

28.11 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 22: Doniisiimler ve Konvoliisyonlar — change of variables, Jacobian.

Ders 22 oncesi yapilacak

» Egzersiz 5 (konvoliisyon sezgisi) ¢Oz.
* “Bagimsiz toplam MGF = My - My” hatirla.

28.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Cov E(XY)—EX)E(Y) 0Om59
Bilineerlik D a;b; Cov 10m20
Toplamin Var > Var+2) Cov 16m51
Bagimsiz = iliskisiz  Tersi yanls (Z, Z?) 18m24
Corr Cov/(o x oy ), birimsiz 24m28
Simir —1 < Corr < 1 (Cauchy-Schwarz) 28m31
Mult Cov —np;p; (negatif) 39m36
Gosterge IZ=1,,1405=1,p 42m38
HGeom Var Sonlu-popiilasyon diizeltmesi 44m36
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28 Kovaryans ve Korelasyon

28.13 ML Baglantilari Ozeti

@ 7 koprii
1. X matrisi —» PCA, Mahalanobis, whitening.
2. Bilineerlik — AYX AT, portfoy.
3. Toplam Var — ensemble; korelasyon = varyans tabani.
4. Tliskisiz = bagimsiz — PCA vs ICA.
5. Corr = kosiniis benzerligi — embedding, oneri.
6. Mult yarismasi — softmax bagi.
7. HGeom diizeltme — yerine koymadan 6rnekleme (anket).

! Tek bir sey alip gideceksen

Cov bilineer; toplamin varyansi = ) _Var + 2> _Cov; Corr = standartlagtirilmig = kosiniis benzerligi.
“Korelasyon yok” #+ bagimsiz — yalniz dogrusal yakalar.
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29 Donusumler ve Konvolusyonlar

Change of variables, Jacobian, log-normal, olasiliksal yontem

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 22: Transformations and Convolutions (=48 dk)
¢ Okuma siiresi: =35 dk

29.1

ARl

Bu Derste Ne Var?

Hipergeometrik Var: %npq — sonlu-popiilasyon diizeltmesi.

Change of variables: fy = fy|dz/dy|, cok boyutta Jacobian.
Log-normal: Y = e¢Z (Z Normal).

Konvoliisyon: bagimsiz X + Y — [ fy(z)fy (t — z)dz.
Olasiliksal yontem: varlik ispat1.

“Convolution is just the fancy word for sums.” — Blitzstein, 27:02

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Change of variables + log-det Jacobian — normalizing flows (RealNVP, Glow) tam log-
likelihood.

* Log-normal — carpimsal giiriiltii, pozitif saga-carpik (fiyat, gelir, gecikme); log-doniisiim 6n
isleme.

» Konvoliisyon — CNN, diffusion giiriiltii, MGF/Fourier uzayinda ¢arpima doner.

Olasiliksal yontem — Shannon kodlama, Johnson-Lindenstrauss, randomized algoritmalar.

29.2 Hipergeometrik Varyansi

N —n
N-—-1

Var(X) = np(1 —p)

np(1 — p) = binom; éndeki ¥=" = sonlu-popiilasyon diizeltmesi. N >> n — = binom.

N-1 —
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https://www.youtube.com/watch?v=yXwPUAIvFyg

29 Doniistimler ve Konvoliisyonlar

29.3 Change of Variables (1D)

Y = g(X), g tiirevlenebilir + kesin monoton:

dx

fy(y) = fx(x) d_y , z=g"(y)

Ispat (CDF + zincir kurah): Fy-(y) = Fy (g *(y)), tiirev al.

29.4 Log-Normal

Y =eZ,Z~ N(0,1). 2 = Iny, |dz/dy| = 1/y:
fyly) = —mm e 2,y >0
Y y o )

Carpmmsal CLT: bagimsiz pozitif faktdrlerin ¢arpimi — log normal.

@ Builder Notu — Pozitif Saga-Carpik

Log-normal carpimsal siireglerin dagilimu: fiyatlar, gelirler, dosya boyutlari, gecikme siireleri. ML'de
loglp 6n islemesi yaygin.

29.5 Cok Boyutlu (Jacobian)

0
det ox

fy(y) = fx(x) dy

I Builder Notu — Normalizing Flows

log fy (y) = log fx (x)+log | det J|. RealNVP, Glow, coupling layers tam olarak bu log-det Jacobian’1
verimli (iiggensel matris — kosegen) hesaplayacak sekilde tasarlanir. Uretici modellemede tam log-
likelihood’u miimkiin kilan tek ara¢ (VAE/GAN aksine).

29.6 Konvoliisyon

BagimsizT = X +Y:
Kesikli: P(T'=1) =3 P(X =2)P(Y =t—z).

Siirekli:
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29.7 Olasiliksal Yontem

ol = [ " fe(@) fy(t—x) de

oo

2 Uniform toplami = liggen 5 Uniform - Normal'a yakin (CLT)

1.0 1 —— (cgen teori = Normal yaklasimi (CLT)

0.6

0.00 0.25 0,50 0.75 1.00 125 150 1.75 2.00 . 0 1 2 3 4 5

Sekil 29.1: Iki bagimsiz Uniform(0,1) toplammin PDF’i: iiggen [0,2] iizerinde, tepe t=1’de. Konvoliisyon iki
diiz PDF’i tiggene diizlestirir. CLT nin baglangic1t — daha ¢ok uniform topla — Normal.

@ Builder Notu — Convolution Theorem

MGFEF/Fourier uzayinda konvoliisyon = carpim (convolution theorem). Ders 17 MGF ¢arpimi1 konvo-
liisyon integralinden ka¢inmanin yolu. Diffusion ileri siireci konvoliisyondur; CNN’lerin adi buradan.

29.7 Olasiliksal Yontem

Yontem 1: P(A) > 0= Jw: A.

Yontem 2 (ortalama): Skoru > (X)) olan bir nesne vardir (hepsi altinda olamaz).
“you can use probability to prove existence” — Blitzstein, 33:38

Ornek — Max-Cut: m kenarli graf, koseleri rastgele iki gruba bol. Bir kenarm kesilme olasilig1 1/2.
E(kesilen) = m/2 — kesilen > m /2 olan bir bolme var = randomized 1/2-yaklagim.

I Builder Notu — Shannon ve JL

Shannon kodlama teoremi: “iyi kod var™1 rastgele kod secerek kanitlar. Johnson-Lindenstrauss
rastgele projeksiyonun boyut indirgemeyi korudugunu gosterir. Randomized algoritmalar, LSH,
random search hiperparametre optimizasyonu hep bu fikre dayanr.
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29 Doniistimler ve Konvoliisyonlar

29.8 Bu Dersin Ozeti

HGeom Var: binom x (N —n)/(N —1).
CoV (1D): fy = fyl|dx/dy|.

Cok boyut: | det J|.
Log-normal: Y = ¢Z.
Konvoliisyon: [ fy(z)fy (t — x)dx.

Olasiliksal yontem: P > ( veya £/ > esik.

AR e

! Tek bir ciimle

Change of variables (fy = fy - |J|) bir doniigiimiin tiim dagilimini verir — normalizing flows’un
kalbi. Konvoliisyon bagimsiz toplam (MGF’in ¢arpima ¢evirdigi). Olasiliksal yontem nesneyi bulma-
dan varlig1 kanitlar (Shannon kodlama, JL).

29.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: U ~ Unif(0,1), Y = -In U. Dagilim?

Cevap: u = e Y, |du/dy| = e7 V. fy = e ¥ Exp(1) (inverse-transform).

1 Soru2: X ~N(0,1), Y = aX + b (a>0). PDF?

Cevap: fy (y) = ——e W0°/2¢°) — N (b, a?).

ay2mr

1 Soru 3: X, Y ~ Unif(0,1) bagimsiz. X+Y PDF?

Cevap: Ucgen: t (0<t<1), 2 — ¢ (1st<2).

1 Soru 4: (Builder) m kenarl1 graf rastgele bolme. Kesilen say1?

Cevap: ¥ = m/2. Max-Cut > m/2 olan bolme var = randomized 1/2-yaklagim.

29.10 Egzersizler

Egzersiz 1. X ~ Exp(1), Y = X?. PDF (Weibull).
Egzersiz 2. X, Y ~ Exp(1) bagimsiz. X + Y PDF (Gamma(2, 1)).
Egzersiz 3. X,Y ~ N(0, 1) bagimsiz. Kutupsal: R?,  — Box-Muller.

Egzersiz 4. (Python — CoV + Convolution + Max-Cut)
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29.11 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Log-normal medyan = 1.001 (e”@=1); ortalama = 1.653 (e~(1/2)=1.649)
P(0.95 < X+Y < 1.05) yogunluk = 0.975 (teori 1)
E(kesilen) = 2.999 (teori m/2 = 3.0)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Beta(a, b) PDF o< £% (1 —x)%"1, [0, 1]. Uniform = Beta(1,1)? Laplace ardigiklik
posterior1 Beta?

29.11 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 23: Beta Dagilimi — [0, 1], Beta-Binom eglenigi.

Ders 23 oncesi yapilacak

» Egzersiz 5 (Beta sezgisi) ¢oz.
* Laplace ardigiklik (Ders 17) hatirla.

29.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
HGeom Var (N—n)/(N—1)-npg 5ml3

CoV 1D fy = fx|dx/dy| 10m12
Jacobian fx|ldet J|| 25m02
Log-normal Y =¢€? 16m38
Konvoliisyon [ Ix(@)fy(t—a)dx 27m02
Olasiliksal yontem P > 0 = 3 35m05
Ortalama Skor > FE olan var 37m51

29.13 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

CoV + Jacobian — normalizing flows.

Log-normal — carpimsal siirecler, log1p.

Konvoliisyon — CNN, diffusion.

MGF < konvoliisyon — convolution theorem.

Olasiliksal yontem — Shannon, JL, randomized algoritma.
Max-Cut — randomized approximation.

HGeom diizeltmesi — yerine koymadan 6rnekleme.

NNk WD =
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29 Doniistimler ve Konvoliisyonlar

! Tek bir sey alip gideceksen

CoV / Jacobian = normalizing flows’un matematigi. Konvoliisyon = bagimsiz toplam. Olasiliksal
yontem = nesneyi bulmadan varlik ispat1 (Shannon, JL).
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30 Beta Dagilimi

Conjugate prior + Thompson sampling

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 23: Beta Distribution (=50 dk)
¢ Okuma siiresi: =33 dk

30.1 Bu Derste Ne Var?

Beta(a, b): f(z) oc 2% 1(1 —x)*~1, [0, 1].
Conjugate prior: Beta + Bin — Beta posterior.
Pseudocount: ¢ = prior basar1, b = prior basarisizlik.

Bayes bilardosu: fol (Da*(1—z)"Fdz =1/(n+1).
Finans LOTUS: tiirev fiyati = E(g(S)).

M N

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Beta-Binom conjugacy — Thompson sampling, Beta-Bernoulli bandit, Bayesci A/B.
* Pseudocount = Laplace smoothing (add-a) Bayesci yiizii; diizenlilestirme.

* Posterior ortalamasi (a + X)/(a + b + n) = shrinkage; kiiciik-orneklem CTR.

* Dirichlet = Beta’nin ¢cok-boyutlusu, Multinomial’in eslenigi — LDA topic model.

30.2 Beta Dagilimi

fx)=cxv (1 —2)! 0<xz<1,a,b>0

Sekiller:

* a = b =1 — Uniform.
* a=>b=1/2— U-gekli.
*a=b=2 - can

* a > b — saga kayar.
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https://www.youtube.com/watch?v=UZjlBQbV1KU

30 Beta Dagilimi

Beta(a,b) — esnek [0,1] dagilimi

3.5
Beta(1,1) = Uniform
Beta(2,2) can
3.01 Beta(0.5,0.5) U
Beta(5,2) sag agirlik
2.5 Beta(2,5) sol agirlik
2.01
X
—
1.5 A
1.0 A
0.5 A
0.0

X

Sekil 30.1: Beta(a,b) esnek aile: a=b=1 uniform, a=b=2 can, a=b=0.5 U, a=5/b=2 saga, a=2/b=5 sola. Bayesci
prior’da “ne kadar eminim” + “hangi yonde” — pseudocount yorumu.

30.3 Beta-Binom Eslenigi

X | p ~ Bin(n, p), p ~ Beta(a, b). Bayes (oranti):

fp| X =k) ocpF(1—p)»F - p» 1 (1 —p)P~t = p*th1(1 —p)bin=h-t

p| X ~Beta(a+ X, b+n—X)

! Builder Notu — Thompson Sampling

Bayesci online 6grenmenin motoru: her basari a += 1, her basarisizlik b += 1 — kapal1 form.
Thompson sampling: posterior’dan ornekle, arg max sec. Beta-Bernoulli bandit + Bayesci A/B
test’in ¢cekirdegi. Kesif-somiirii dengesi otomatik.

30.4 Pseudocount Yorumu

* g = prior basar1 sayist (hayalf).
* b = prior basarisizlik sayisi.
* Veri X basari, n — X basarisizlik ekler.

Ders 17 Laplace ardigiklik prior’1 Beta(1,1) = Uniform: (n 4 1)/(n + 2) = Beta(1,1) ile ayn1 yontem.
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30.5 Bayes Bilardosu

@ Builder Notu — Laplace Smoothing

Add-a smoothing = Beta(a, o) prior. a + b = “etkin 6rnek sayis1” = ne kadar veri 6n bilgiye esdeger.
Diizenlilestirmenin olasiliksal yiizii.

30.5 Bayes Bilardosu

fol (N2*(1 — z)"*dz = ? — kalkiiliissiiz:
n + 1 top, birini pembe boya. [0,1]’e bagimsiz uniform at. Pembenin solundaki beyaz sayis1 X.

« Hikaye 1: Pembe konumuna kosulla — X ~ Bin(n,p) = P(X = k) = [ (7)p*(1 — p)" *dp.

k
* Hikaye 2: Toplar at, sonra rastgele birini pembe boya — X iizerinde uniform —» P(X = k) =
1/(n+1).
Ikisi ayni:

a
F(X)=
(X) a+b
Posterior ortalamasi:
a+ X
FE X)=——
(p ] X) a+b+n

Prior + veri harmani (shrinkage) — az veride prior’a, ¢cok veride veriye yakin.

30.7 Finans LOTUS (Konuk)

Tiirev fiyat1 = E(g(S)) — LOTUS! Alm opsiyonu: g(s) = max(s — K, 0). Log-normal S altinda integral
= Black-Scholes.

“you can get a Nobel Prize in economics just for knowing LOTUS.” — Steven (konuk), 49:35

@ Builder Notu — Monte Carlo Pricing

Tiirev fiyat1 = E(g(S)) = Monte Carlo fiyatlama: S’yi 6rnekle, g(S)’yi ortala. RL'deki E'[6diil] ile
ayn1 mekanizma.
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30 Beta Dagilimi

30.8 Bu Dersin Ozeti

Beta(a, b): esnek [0, 1].

Conjugate: Beta + Bin — Beta(a + X, b +n — X).
Pseudocount yorumu.

Bayes bilardosu: 1/(n + 1).

Momentler: £ = a/(a + b), posterior shrinkage.
Finans: fiyat = E(g(5)) (LOTUS).

AN e e

I Tek bir ciimle

Beta(a, b) [0, 1] iizerinde esnek + binom’un eslenigi: posterior = Beta(a + X, b+ n — X). a,b =
pseudocount — Laplace smoothing, Thompson sampling, Bayesci A/B’nin temeli.

30.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Beta(1,1), Beta(0.5, 0.5), Beta(5,2), Beta(2,5) sekilleri?

Cevap: Uniform, U-sekli, saga agirlik (E=5/7), sola agirlik (E=2/7).

1 Soru 2: Beta(3,3) prior + 8/2 — posterior? Ortalama?

Cevap: Beta(11, 5), E = 11/16 = 0,6875 (prior 0.5 + veri 0.8 harman).

1 Soru 3: Uniform prior + k/n — posterior + sonraki basar1?

Cevap: Beta(1 + k,1 +n —k); E = (k+ 1)/(n + 2) = Laplace ardisiklik.

1 Soru 4: (Builder) A=5/50, B=8/50 — Thompson?

Cevap: A ~ Beta(6, 46), B ~ Beta(9, 43). Posterior’lardan 6rnekle — max’1 se¢. B “muhtemelen daha
iyi” ama belirsizlik nedeniyle A bazen segilir — kegif-somiirii dengesi otomatik.

30.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Beta(2, 8) prior. (a) E? (b) 20/12 — posterior + E. (¢) Yorumla.
Egzersiz 2. fol 23(1 — x)%dx Bayes bilardosu ile = 1/60.
Egzersiz 3. Doniisiim prior’t: ' = 0,3. a + b biiyiitmek belirsizligi nasil etkiler?

Egzersiz 4. (Python — Conjugacy + Thompson)
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30.11 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Posterior E = 0.6875 (teori 11/16)
P(B > A) = 0.8045 (B daha iyi goriiniyor ama belirsiz)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Gamma fonksiyonu: I'(a) = fooo r%te®dx, T'(n) = (n — 1)!. Gamma(n, \)
= n bagimsiz Exp(\) toplami.

30.11 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 24: Gamma Dagilim + Poisson Siireci — Exp’in genellemesi, cagri merkezi.

Ders 24 oncesi yapilacak

» Egzersiz 5 (I" fonksiyonu) ¢6z.
* Exp + konvoliisyon hatirla.

30.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Beta(a,b) L O R L 3m31
Esneklik Uniform/U/¢an/¢arpik 4m47
Conjugacy Beta + Bin — Beta(a + X,b+n — X) 7m30
Pseudocount a, b = prior basari/basarisizlik 15m48
Bayes bilardosu [ =1/(n+1) 19m17
E(Beta) a/(a+0b) 16m50
Finans LOTUS  Tiirev = E(g(95)) 34ml15

30.13 ML Baglantilan Ozeti

@ 7 koprii

Conjugacy — Thompson sampling, Bayesci A/B.
Pseudocount — Laplace smoothing.

Posterior shrinkage — kiiciik-6rneklem CTR.
Esnek [0, 1] — kalibrasyon, belirsizlik.

Bayes bilardosu — exchangeability, de Finetti.
Finans LOTUS — Monte Carlo pricing.

Dirichlet — LDA, kategorik prior.

NNk W e
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30 Beta Dagilimi

! Tek bir sey alip gideceksen

Beta binomun eslenigi — posterior kapali form. Pseudocount = Laplace smoothing. Thompson
sampling kesif-somiirii dengesini otomatik saglar.
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31 Gamma Dagilimi ve Poisson Sureci

Ustel’in genellemesi, n. olaya kadar siire

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 24: Gamma distribution and Poisson process (=49 dk)
¢ Okuma siiresi: =34 dk

31.1 Bu Derste Ne Var?

Gamma fonksiyonu: I'(n) = (n — 1)\, T'(a + 1) = al'(a), I'(1/2) = /7.
Gamma(a, )\): Ustel’in genellemesi.

Poisson siireci: iid Ustel toplam1 = Gamma.

Momentler: E = a/)\, Var = a/\2.

L=

“continuous time analog of negative binomial.” — Blitzstein, 31:31

@ Builder Notu — ML Kopriileri

« iid Ustel toplam1 = Gamma — Erlang (kuyruk teorisi M/Er/1, n-asamali servis).
« Gamma = conjugate prior Poisson \ ve Normal precision (1/0?) igin.

* Poisson siireci — olay variglari, nokta siirecleri.

* x? = Gamma’nn 6zel hali (Ders 30).

« Stirling + log-Gamma — log-faktoriyel, softmax/Dirichlet sabitleri (1gamma).

31.2 Gamma Fonksiyonu
I'(a) :/ v e ®dz, a>0
0
Ozellikler:

I'(n)=m-1)!, T(a+1)=al(a), T(1/2)=+7

Stirling formiilii:
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https://www.youtube.com/watch?v=Qjeswpm0cWY

31 Gamma Dagilimi ve Poisson Siireci

n n
n! ~vV2mn (—)
e

31.3 Gamma Dagilimi
X ~ Gamma(a,\) :  f(z) = —x% e >0
Ozel: Gamma(l, \) = Ustel()\).

31.4 Poisson Siireci - Gamma

N, ~ Pois(\t). Inter-arrival iid Ustel(\). n. olaya kadar siire:
n
T, = ZX- X; ~Exp(\) = T, ~ Gamma(n,\)

MGF ispati: Mx (t) = 1/(1—t) - My, (t) = (1 —¢)"" = Gamma(n, 1) MGF.

Gammal(a, 1) — Ustel'in genellemesi; a bliylidikce Normal'e yaklasir

1.0 A = Gamma(l, 1): E=1, Var=1
= Gamma(2, 1): E=2, Var=2
- Gammal(4, 1): E=4, Var=4
- Gamma(8, 1): E=8, Var=8
081 —— Gamma(16, 1): E=16, Var=16
0.6 1
x
=
0.4
0.2
0.0 A
0 2 4 6 8 10 12 14
X

Sekil 31.1: Gamma(a, A=1) PDF. a=1 Ustel; a biiyiidiikge tepe saga kayar ve sekil simetriklesir (CLT ye
dogru). n bagimsiz Ustel toplam1 Gamma’nin hikayesidir.

! Builder Notu — Erlang ve Kuyruk Teorisi

Erlang dagilin (tam say1 a i¢cin Gamma): n-asamali servisin toplam siiresi. M/Er/1 kuyruklari,
telefon trafigi, giivenilirlik analizi. Asamalara bolmek varyansi % kadar kiiciiltiir — daha 6ngoriilebilir
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31.5 Momentler

servis.

31.5 Momentler
E(X¢) = ——=

c=1: BE(X) = a (Gamma(a,1)). ¢ = 2: E(X?) = a(a + 1), Var = a.

Genel Gamma(a, \):

B(X) =1,

31.6 Bu Dersin Ozeti

[(a): (n— 1), T(1/2) = /m, Stirling.
Gamma(a, \): Ustel genelleme.
Poisson siireci: 7, ~ Gamma(n, \).
MGF: (1 —t/\)~“.

Momentler: a/)\, a/\2.

A A

I Tek bir ciimle

Gamma(a, \) Ustel’in genellemesi ve Poisson siirecinde n. olaya kadar siire. I'(a) faktoriyeli reel
sayilara tasir, momentleri kapali form (I'(a + ¢) /T'(a)). Erlang, x2, Bayesci conjugate prior’larin
temeli.

31.7 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: T(5)? [(7/2)?

Cevap: 41 = 24; T'(7/2) = (5/2)(3/2)(1/2)\/7 = (15/8)\/7 ~ 3,32.

i Soru 2: A=2/saat. T;?

Cevap: Gamma(3, 2). £ = 1,5 saat, Var = 0,75.

1 Soru 3: E(1/X), X ~ Gamma(a, 1)?

Cevap: I'(a—1)/T'(a) =1/(a—1).a > 1 gerekli.
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31 Gamma Dagilimi ve Poisson Siireci

1 Soru 4: (Builder) 3 asamali servis, Exp(1) her asama. Toplam?

Cevap: Gamma(3, 1) = Erlang(3). E = 3 sn, Var = 3. Variance/mean® = 1/3 < 1 (Ustel). Asamalara
bolmek daha ongoriilebilir servis.

31.8 Egzersizler

Egzersiz 1. 1'(6),1(9/2). I'(a + 1) = al'(a) parcali integrasyonla.

Egzersiz 2. Web A = 10/dk. (a) 5. istege siire. (b) Ik 2 dakikadaki say1. (c) Inter-arrival.
Egzersiz 3. E(X¢) genel Gamma(a, \).

Egzersiz 4. (Python — Gamma)

T mean = 1.999 teorik n/A = 2.0
T var = 1.004 teorik n/A? = 1.0
Gamma(3.5,1): mean=3.498, var=3.498 (teori 3.5)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) max(Uy, ..., U,,) CDF = 2™, PDF = nz"" ! — Beta(n, 1). min ~ Beta(1, n).

31.9 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 25: Sira Istatistikleri ve Kosullu Beklenti — min, max, medyan; Beta baglantis1.

Ders 25 Oncesi yapilacak

* Egzersiz 5 (min/max Beta) ¢0z.
* Beta’y1 + CDF—PDF hatirla.

31.10 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
I'(a) [z e dx; 8md4
I'(n) = (n—1)!

ra/s2) NZs 14m41
Stirling n! ~ v2mn(n/e)™ 5m27
Gamma(a, \) Ustel genelleme 20m08
Poisson siireci T, ~ Gamma(n, \) 30m50
Gamma MGF (L—=t/A) 35m35
Momentler I'(a+c)/T(a); 45m32

E =a/\, Var = a/)\?
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31.11 ML Baglantlar: Ozeti

31.11 ML Baglantilan Ozeti

@ 7 koprii

Ustel toplami = Gamma — Erlang, kuyruk teorisi.
Gamma conjugate prior — Poisson A\, Normal precision.
Poisson siireci — olay variglari.

Stirling / lgamma — softmax/Dirichlet, entropi.

Gamma toplanabilirligi — pseudocount toplama.

X2 = yarim-tam parametre Gamma (Ders 30).
2-parametre esnekligi — overdispersion modelleme.

NNk wN =

! Tek bir sey alip gideceksen

Gamma = Ustel genellemesi = Poisson siirecinde n. olaya siire. Erlang, y?, Bayesci conjugate
prior’larin temeli.
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32 Sira istatistikleri ve Kosullu Beklenti

Banka-postane, kuantiller, E(X|A), LOTE

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 25: Order Statistics and Conditional Expectations
(=48 dk)
* Okuma siiresi: =35 dk

32.1 Bu Derste Ne Var?

Banka-postane: Gamma — Beta + bagimsizlik.
Beta sabiti: B(a,b) = '(a)T'(b)/T'(a + b).
Sira istatistikleri: min, max, medyan; CDF, PDF.
Uniform sira: U ~ Beta(j,n — j + 1).
Kosullu beklenti: F(X|A), LOTE.

MY

@ Builder Notu — ML Kopriileri

« Gamma — Beta/Dirichlet (toplam | oran) — LDA &rnekleme.

* E(oran) = oran(E) — ratio estimator bias (self-normalized importance sampling).
* Sira istatistikleri — kuantil regresyon, robust (medyan), top-k, k-NN.

Kosullu beklenti — regresyon £(Y| X ), RL value fonksiyonu V' (s).

LOTE — Bellman denklemi V' (s) = r + E(V (s)).

32.2 Banka-Postane: Gamma — Beta

X ~ Gamma(a, \), Y ~ Gamma(b, \) bagimsiz. T = X + Y, W = X /(X +Y).

Jacobian ile joint:

F(a+0b) 1
t = " el — )bl _jatb-le—t
fT,W( 7w) F(G)F( w ( U)) F(a—i—b) €
Beta(a,b) Gamma(a+b)
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https://www.youtube.com/watch?v=2LR5JYbhyjg

32 Sira Istatistikleri ve Kosullu Beklenti

Carpanlara ayrild1 —» 7" | W (sasirtict!).

Beta normallestirme bedavaya:

32.3 E(oran) = oran(E) Tuzag
W L T oldugundan:

E(W)-E(T)=EW T)=EX) = EW)= E(E;((?Y) - aib

Genelde YANLIS! Burada istisnai olarak bagimsizlik sayesinde.

“E of numerator over E of denominator, usually that’s completely wrong.” — Blitzstein, 20:34

! Builder Notu — Ratio Estimator Bias

E(pay/payda) + FE(pay)/E(payda) genelde. Self-normalized importance sampling, normalize
odiiller — pay/payda iligkiliyse yanlilik. Jensen / delta-method diizeltmesi gerekir.

32.4 Sira istatistikleri

X(1> < X<2) <...< X(n). iid’den dogsa da bagimh.
CDF (binom):

Fx., (x) = P(enaz jtane < z) = ' (Z) F(z)k(1 — F(z))"*

PDF (resimle, dogrudan):

@ Builder Notu — Kuantil & Robust

Medyan, IQR, kuantil regresyon (pinball loss), top-k, k-NN mesafeleri. Ekstrem deger teorisi
(nadir olay, risk). “iid — bagimli” uyarisi: siralanmig verilerde kovaryans!
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32.5 Uniform Sira Istatistikleri = Beta
32.5 Uniform Sira istatistikleri = Beta

U ~ Unif(0,1), F(z) =z, f(z) = 1:

1—2)"7 = U ~ Beta(j,n —j+1)

—
S
&
I
S

7~ N
<. 3
I
= =

N———
8
<
—

Max ~ Beta(n, 1), min ~ Beta(1, n).

n=>5 iid Uniform sira istatistikleri = Beta

51 —— U_(1) ~ Beta(1, 5), E=0.17
—— U_(2) ~ Beta(2, 4), E=0.33
= U_(3) ~ Beta(3, 3), E=0.50

4 —— U_(4) ~ Beta(4, 2), E=0.67
- U_(5) ~ Beta(5, 1), E=0.83

3 o

X
g

2 o

1 .

0 .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 32.1: n=5 iid Uniform sira istatistikleri. U_(1) min (Beta(1,5)) sola yakin, U_(3) medyan (Beta(3,3))
ortada simetrik, U_(5) max (Beta(5,1)) saga. Siral1 veride kuantil dagilimi = Beta.

32.6 Kosullu Beklenti ve LOTE

E(X|A) = A verildiginde X" in beklentisi. Toplam beklenti yasasi (LOTE):

E(X) = E(X | A)P(A) + E(X | A°)P(A°)

Ornek (Geometrik): Zar atisi, ilk 6’ya kadar X. ilk atisa kosulla:

! Builder Notu — Bellman’in Temeli

Kosullu beklenti £(Y|X) = ML'de regresyon (en iyi kare-hata tahmincisi). RL’de deger fonksiyonu
V(s) = E(getiri|s). LOTE / ilk-adim analizi = Bellman denklemi V' (s) = r + E(V (s")) — deger
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32 Sira Istatistikleri ve Kosullu Beklenti

iterasyonu.

32.7 Bu Dersin Ozeti

Banka-postane: 7' | W, W ~ Beta, T' ~ Gamma.
Beta sabiti: B(a,b) = I'(a)I'(b)/I'(a + b).
Swraist.: PDF = n(" ") F/~1(1 — F)"7 f.

J
Uniform: U, ~ Beta(j,n —j + D).
LOTE: E(X) =) E(X|A,)P(A,).

M

I Tek bir ciimle

Bagimsiz Gamma’lar toplam | oran — Beta’nin I'-temelli sabiti. Sira istatistikleri kuantillerin
matematigi (Uniform — Beta). Kosullu beklenti + LOTE = Bellman’in atasi, regresyonun tanimi.

32.8 Kontrol Sorulari

i Soru 1: X~T'(3,1), Y~T(2,1). (a) T? (b) W? (c) E(W)? TLW?

Cevap: (a) I'(5, 1). (b) Beta(3,2). (¢) 3/5. T L W V..

1 Soru 2:iid F. (a) max CDF? (b) min CDF?

Cevap: (a) F/(z)". (b) 1 — (1 — F(x))™.

i Soru 3: U_1..U_5 iid Unif. U_(3) (medyan)?

Cevap: Beta(3, 3). £ = 1/2.

1 Soru 4: (Builder) Zar, ilk 6’ya kadar atis? LOTE.

Cevap: £(X) = (1/6) -1+ (5/6)(1 + E(X)) - E(X) = 6. First-step = Bellman.

32.9 Egzersizler

Egzersiz 1. X~T'(2,1), Y~T'(3,1). (a) X /(X + Y) dagilimi + E. (b) X + Y. (c) Cov(T", W)?
Egzersiz 2. iid Exp()). Min ~ Exp(nA)? “En hizli sunucu” sezgisi.
Egzersiz3. U, ..., U, iid Unif. U(3), U(lo) E?

Egzersiz 4. (Python — Banka-postane + Uniform sira)
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32.10 Sonraki Ders Icin Hazirlik

corr(T, W) = 0.0015 (= @, bagimsiz)
E(W) = 0.4005 (teori 2/5 = 0.4)
E(U_(3)) = 0.2726 (teori 3/11 = 0.2727)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) E(Y | X) bir RV (Xin fonksiyonu). Tower: E(E(Y|X)) = E(Y).

32.10 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 26: Kosullu Beklentiye Devam — E'(Y'| X)) rastgele degisken; tower property.

Ders 26 oncesi yapilacak

* Egzersiz 5 (E(Y|X) RV) ¢oz.
* LOTE + first-step analizini hatirla.

32.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
Banka-postane 7' 1 WW; Gamma + Beta 0Om57
B(a,b) ['(a)T'(b)/T(a+0) 15m39
E(oran) tuzagn Istisna: W L T 17m22

Sira ist. iid — bagimh 24m41
CDF X_(j) S (FF(1—F)n* 34m32
PDF X_(j) n(?j)Ffl (1—F)*Jf 39m05
U_@j) Beta(j,n —j+ 1) 42m24
LOTE E=> E(X|A,))P(4;,) 45m01

32.12 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

Gamma — Beta/Dirichlet — LDA.
E(oran) = oran(E) — ratio estimator bias.
Sira ist. — kuantil, robust, top-k.

U_(j) — Beta — kuantil belirsizligi.
Ekstrem deger — risk, nadir olay.
E(Y|X) — regresyon, RL value.

LOTE = Bellman atasi.

NNk W =
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32 Sira Istatistikleri ve Kosullu Beklenti

! Tek bir sey alip gideceksen

Banka-postane (' L W) Beta sabitini verir. Sira istatistikleri kuantillerin matematigi. LOTE
Bellman’in atast.
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33 Kosullu Beklentiye Devam

E(Y[X) bir RV; Adam yasast; iki zarf paradoksu

1 Boliim bilgisi

* Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 26: Conditional Expectation Continued (=50 dk)
¢ Okuma siiresi: =36 dk

33.1 Bu Derste Ne Var?

iki zarf paradoksu — kosulu diisiirme tuzag:.
Yan-tura: E(Wyp) =4+ E(Wyy) = 6.
E(Y|X) = g(X) — bir RV!

Adam yasasi: E(FE(Y|X)) = E(Y).

L=

@ Builder Notu — ML Kopriileri

E(Y|X) = regresyon fonksiyonu = MSE’yi minimize eden tahminci.

E(YIX) bir RV — RL deger fonksiyonu V(s), conditional generation.

* Kosulu diisiirme = bagimsizhik — selection/collider bias.

* Yazi-tura oriintiileri — dizi motifleri (DNA, n-gram), Markov/otomat (KMP).
¢ Adam yasasi — Bellman, nested Monte Carlo.

33.2 iki Zarf Paradoksu
Iki zarf, biri digerinin 2 kat1. Sec (icinde X), digeri Y. “Argiiman 2” (hatali):

E(Y)=3E(2X)+ $E(X/2) = 2E(X)

Celigki: simetri £(Y) = E(X) dogru. Hata: Y = 2.X bilgisini koyduk, sonra kogulu unuttuk. X ile “hangi
zarf biliylik” gostergesi bagiml.

“The only time when we can get rid of the stuff we’re conditioning on is when we know we have
independence.” — Blitzstein, 12:11
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https://www.youtube.com/watch?v=PgawcWisb0I

33 Kosullu Beklentiye Devam

! Builder Notu — Selection / Collider Bias

“Bilgiyi yerine koy ama kosulu diisiir” hatas1 = ML'de gizli se¢cim yanlihig, collider’a kosullama
(Berkson), sagkalim yanhhgi. Kosul yalniz bagimsizhik varsa diiser.

33.3 Yazi-Tura Oriintiileri

E(W_HT): ilk H bekle (2) + ilk T bekle (2) = 4.
E(W_HH): HH kendiyle ortiisiir — H sonras1 T silinir!

E(WHH> =06

“since the HHs are more clumped, those clumps must be further apart.” — Blitzstein, 27:12

@ Builder Notu — String Matching

Dizi motifleri (DNA, n-gram). Oriintii bekleme = Markov zinciri/otomat (durum = eslesen 6nek). HH
overlap = KMP 6nek-fonksiyonu.

33.4 E(Y|X) Bir Rastgele Degisken
E(Y|X = z) = g(z), «’in fonksiyonu. Big X ile degistirince:

E(Y | X)=g(X) (rastgele degisken!)

“E of Y given X is a random variable. It’s a random variable that’s a function of x.” — Blitzstein,
37:15

! Builder Notu — Regresyon Fonksiyonu

E(Y|X) = kare-hata MSE’yi minimize eden tahminci. MSE egitimli modeller (linear regression,
sinir aglar1) ortiik olarak bunu dgrenir. RL deger fonksiyonu V' (s) = E'(getiri|s) da bir RV.

33.5 Kosullu Beklenti Ozellikleri

Dogrusallik (her zaman):

E(Y) +Y,|X) = E(Y|X) + E(Y,|X)

Bilineni disan al:
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33.6 Poisson Ornegi

E(h(X)|X) = h(X), E(h(X) Y|X)=hX)- EY[X)

Bagimsizhik:

X 1Y = E(Y|X)= E(Y) (sabit)

33.6 Poisson Ornegi
X,Y ~ Pois(\) bagimsiz.
EX4+Y|X)=X+ A
Ters yon (simetri): F(X|X +Y)=E(Y|X +Y), toplam= X + Y:

X+v
BX|X+Y) =2~

33.7 Adam Yasasi (Yineli Beklenti)

Kosullu beklentinin en 6nemli 6zelligi:

E(E(Y]X)) = E(Y)

Iki adim: 6nce X verildiginde Y ortalamasi (X’in fonksiyonu), sonra X iizerinden ortalama — toplam.

E(X) direkt = 1.4782
E(E(X|N)) = E(®.3-N) = 1.5026
Teori ©0.3:5 = 1.5

! Builder Notu — Bellman’in Atasi

Adam yasas1t ML’de her yerde: deger iterasyonu / Bellman V' (s) = r + E(V (s")), iterated Monte
Carlo, hiyerarsik/karisim modellerinde “Once kogulla, sonra ortala”. Bir sonraki ders Eve yasasi (varyans

icin).
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33 Kosullu Beklentiye Devam

Adam yasasi: E(X) = E(E(X|N)) = E(0.3-N) = 0.3-E(N) = 1.5

=@- E(X|N) = 0.3:N (teori)
| —M Empirik kosullu ortalama

E(X | N)

0 2 4 6 8 10 12 14
N (yumurta sayisl)

Sekil 33.1: Adam yasasi: E(E(Y|X)) = E(Y). Once X’i sabitleyip Y’nin kosullu ortalamasin al (g(X)), sonra
X lizerinden tekrar ortala — tiim beklenti ¢ikar. Bellman denkleminin matematik atasi.

33.8 Bu Dersin Ozeti

Iki zarf: kosulu yalniz bagimsizlikta diisiir.

HT vs HH: 4 vs 6 (overlap).

E(Y|X)=g(X)=RV.

Ozellikler: dogrusallik, i (X) disari, bagimsizlikta sabit.
Adam yasasi: E(E(Y|X)) = E(Y).

AEE Rl e

! Tek bir ciimle

E(Y|X) bir rastgele degiskendir (X’in fonksiyonu) = regresyon fonksiyonu (MSE minimizer). Adam
yasast E(E(Y|X)) = E(Y) = LOTE’ nin kompakt hali; Bellman’n atas.

33.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: X, Y bagimsiz, E(Y)=p. (a) E(3X|X)? (b) E(X+Y[X)? (c) E(X?Y|X)?

Cevap: (a) 3X. (b) X + u. (c) X2 u.

1 Soru 2: X, Y iid Pois. E(X-Y|X+Y)?

Cevap: Simetri: E(X|X +Y)=FEY|X+Y) - fark=0.
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33.10 Egzersizler

1 Soru 3: N~Pois()), X[N~Bin(N,p). E(X)?

Cevap: Adam: E(X) = E(E(X|N)) = E(Np) = p\.

1 Soru 4: (Builder) E(Y|X) neden en iyi tahmin?

Cevap: E[(Y — g(X))?]’yi minimize eden g(X) = E(Y|X). MSE egitimli regresyon bu fonksiyonu
ortiik 6grenir.

33.10 Egzersizler

Egzersiz 1. X, Y, Z iid, p. (a) E(2X +3Y[X). b) E(XY|X). ) E(X+Y + Z|X +Y).
Egzersiz 2. E(Wy)? EWgrgrpr)?

Egzersiz 3. Rassal toplam: N ~ Pois(\), X iid p. E(S) = Au.

Egzersiz 4. (Python — Oriintiiler + Kosullu)

E(W_HT) = 3.99 (teori 4)
E(W_HH) = 6.02 (teori 6)
E(X | X+Y=6) = 3.007 (teori 3)

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Eve yasast: Var(Y) = E(Var(Y|X)) + Var(E(Y|X)) — agiklanamayan +
aciklanan.

33.11 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 27: Bir RD Verildiginde Kosullu Beklenti — Adam ispat1 + Eve yasasi.

Ders 27 oncesi yapilacak

* Egzersiz 5 (Eve) ¢oz.
* Adam’i ve “E(Y|X) bir RV”yi saglamlagtir.

33.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de
iki zarf Kosulu yalniz bagimsizlikta diigiir 5m53

HT vs HH 4 vs 6 (overlap) 18m00
E(Y|X=x) Kosullu dagilim beklenti = regresyon  30m05
E(YIX) = g(X) RV 34m55

205



33 Kosullu Beklentiye Devam

Kavram Tanim Blitzstein’de
Bilineni disart  F(h(X)Y|X) = h(X)E(Y|X) 41m02
Bagimsizhik X1lY=EY|X)=E®Y) 40m38
EX|X+Y)=T/2 Simetri 47m54
Adam yasasi E(E(Y|X))=E(Y) 49m21

33.13 ML Baglantilan Ozeti

@7 koprii

E(Y|X) = regresyon — MSE minimizer.

E(Y|X) bir RV — value, conditional generation.
Kosulu diisiirme = bagimsizlik — collider bias.
Bilineni disar1 — durum bilgisi ayristirma.
Oriintiiler —» DNA motifleri, n-gram, KMP.
E(X|X+Y) — yeterli istatistik, Rao-Blackwell.
Adam yasasi1 — Bellman, nested MC.

NNk wh =

! Tek bir sey alip gideceksen

yalmz bagimsizlikta diisiir (iki zarf!).

E(Y|X) bir RV = regresyon fonksiyonu = MSE minimizer. Adam yasasi Bellman’in atasi. Kogulu
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34 Bir RD Verildiginde Kosullu Beklenti

Projeksiyon, Adam + Eve yasalari

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 27 (=51 dk)
¢ Okuma siiresi: =36 dk

34.1 Bu Derste Ne Var?

1. 4 ozellik: bileneni disar1, bagimsizlik, Adam, artik diklik.

2. Projeksiyon yorumu: E(Y|X) = en kiigiik kareler.

3. Kosullu varyans Var(Y | X) — bir RV.

4. Eve yasast: Var(Y') = F(Var(Y|X)) + Var(E(Y | X)) — within + between.

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* E(Y|X) = izdiisiim — en kiiciik kareler; artik | 6zellikler (normal denklemler).

¢ Adam yasasi — Bellman, nested MC, EM/VI.

Var(Y|X) = heteroskedastik + aleatoric belirsizlik.

* Eve yasasi = law of total variance = ANOVA; ML'de aleatoric + epistemic ayrisimi.
* Beta-Binom hiyerarsik — random effects, overdispersion.

34.2 4 Ozellik

Bileneni disar1 al: F(h(X)Y|X) = h(X)E(Y|X).
Bagimsizhk: X 1 Y = E(Y|X) = E(Y).

Adam yasasi: E(FE(Y|X)) = E(Y).

Artik diklik: E((Y — E(Y|X))h(X)) = 0 tiim A icin.

s
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https://www.youtube.com/watch?v=gjBvCiRt8QA

34 Bir RD Verildiginde Kosullu Beklenti
34.3 Projeksiyon Yorumu
RV’leri vektor gibi diisiin; i¢ carpim (X, Y) = E(XY). “X’in tiim fonksiyonlar1” = bir diizlem.

E(Y|X) = Y’nin bu diizleme ortogonal izdiisiimii

Artik Y — E(Y|X) diizleme dik — Ozellik 4.

“E(Y|X) is defined to be the point in this plane that’s closest to Y.” — Blitzstein, 18:05

! Builder Notu — En Kiiciik Kareler

OLS regresyonun geometrisi: 4 = y’nin siitun uzayina ortogonal izdiisiimii; artik | 6zellikler = normal
denklemler, Gauss-Markov. Sinir aglar1 dogrusal-olmayan E(Y|X)’i yaklagik 6grenir.

34.4 Adam Yasasi ispati

Kesikli: g(X) = E(Y|X) - LOTUS — kosullu tanim — toplam siras1 degis — marjinal:

E(g(X)=> > yPY =ylX=a)P(X=2)=» yP(Y=y)=EY) ®
rv P(X,Y) Y

34.5 Kosullu Varyans

Var(Y|X) = E(Y?|X) — (E(Y|X))?

Bir RV! (X’in fonksiyonu.) Son “| X’ ’i unutma.

@ Builder Notu — Aleatoric Belirsizlik

Var(Y|X) = girdiye bagh belirsizlik = heteroskedastik giiriiltii = aleatoric belirsizlik (verinin
dogasindan, indirilemez). Modelin o (x) ¢iktist bunu 6grenir.

34.6 Eve Yasasi

Var(Y) = E(Var(Y|X)) + Var(E(Y]X))

Within (grup-ici) + between (gruplar-arasi) varyans.

“Eve’s Law because it’s EVVE” — Blitzstein, 34:25
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34.7 Beta-Binom Hiyerarsik Ornek

Eve: 1.603 = 0.876 + 0.729 (within + between)

Var(Y) E(Var(Y|D)) Var(E(Y|D))
toplam within between
(aleatoric) (model/epistemic)

Sekil 34.1: Eve yasast: zar (D) atis1 + D para. Y = tura sayis1. Toplam Var(Y) = E(Var(Y|D)) [within = E(D/4)]
+ Var(E(Y|D)) [between = Var(D/2)]. ANOVA + aleatoric/epistemic ayrigiminin olasiliksal temeli.

! Builder Notu — Aleatoric + Epistemic

Eve = law of total variance = ANOVA. ML de belirsizlik ayrisimi: E(Var(Y|X)) = aleatoric (indirile-
mez veri giiriiltiisii), Var(E(Y|X)) = between/epistemic (model degisimi). Bayesci derin 6grenmede
toplam tahmin belirsizligi ayn1 sekilde ayrisir.

34.7 Beta-Binom Hiyerarsik Ornek

@ ~ Beta(a, b) (sehir oran1), X|Q ~ Bin(n, Q).
Adam: E(X) = E(nQ) = na/(a+b).

Eve:

ab
(a+b)(a+b+1)

Var(X) = E(nQ(1 — Q)) + Var(nQ) =n - +n? - Var(Q)

Iki belirsizlik: sehir-ici binom + sehirler-arasi Q.

! Builder Notu — Random Effects ve Overdispersion

Bayesci hiyerarsik / random effects modellerin ders kitab1 6rnegi: between-city varyansi binom’un
veremeyecegi overdispersion’1 aciklar. Epidemiyoloji, A/B testi grup heterojenligi, cok-merkezli ¢alis-
malarda standart.
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34 Bir RD Verildiginde Kosullu Beklenti

34.8 Bu Dersin Ozeti

4 ozellik.

Projeksiyon: £(Y|X) = OLS geometrisi.
Adam ispati: siray1 degistir + marjinal.
Var(Y|X) RV.

Eve: within + between.

ARl

I Tek bir ciimle

E(Y|X) = Y’nin “X’in fonksiyonlar1” uzayina ortogonal izdiigiimii = regresyon. Adam beklentiyi,
Eve varyansi parcalar (within + between) — ANOVA ve ML’de aleatoric + epistemic belirsizlik
ayrisiminin temeli.

34.9 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: N~Pois(}), X_i iid n. E(S)?

Cevap: Adam: E(S) = E(Nu) = M.

1 Soru 2: Var(X_i)=02. Var(S)?

Cevap: Eve: \o? + 12\ = \(0? + p?) = AE(X?).

1 Soru 3: X LY, E(Y)=5. (a) E(sin X|X)? (b) E(XY[X)?

Cevap: (a) sin X. (b) 5.X.

1 Soru 4: (Builder) Aleatoric vs epistemic Eve ayrisimi?

Cevap: E(Var(Y|X)) = aleatoric (indirilemez giiriiltii). Var(E(Y|X)) = between/model (epistemic).
Bayesci DL’de ayni.

34.10 Egzersizler

Egzersiz 1. Zar D + D para, X tura. (a) E(X|D) = D/2. (b) Adam —» E(X) = 1,75.
Egzersiz 2. (a) Var(X|D) = D/4. (b) Eve — Var(X)?
Egzersiz 3. Artik 6zellikleri: F'(artik) = 0, Cov(izdiisiim, artik) = 0.

Egzersiz 4. (Python — Adam + Eve)
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34.11 Sonraki Ders Icin Hazirlik

E(X) sim = 1.7519 teorik 3.5/2 = 1.75
Var(X) sim = 1.6028 = within(0.8756) + between(8.7294) = 1.6049

Egzersiz 5. (Sonraki ders) Jensen: digbiikey g —» E(g(X)) > g(E(X)). Markov: X >0 - P(X > a) <
E(X)/a.

34.11 Sonraki Ders i¢in Hazirhik

Ders 28: Esitsizlikler — Jensen, Markov, Chebyshev, Cauchy-Schwarz.

Ders 28 oncesi yapilacak

» Egzersiz 5 (Jensen + Markov sezgisi) ¢oz.
* Jensen + Cauchy-Schwarz hatirla.

34.12 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Blitzstein’de

Bileneni disarn  E(h(X)Y|X) = h(X)E(Y||X) 8m37
Bagimsizhik X1lY=EY|X)=E®Y) 9m55

Adam EEY|X)) =EY) 10m44
Artk diklik  E(Y — E(Y|X)h(X)) =0  12m46
Projeksiyon E(Y||X) OLS izdiigiimii 17m42
Var(Y|X) E(Y?|X)— (E(Y]X))% RV 30m17
Eve E(Var) + Var(E) 33m28

34.13 ML Baglantilan Ozeti

@ 7 koprii

1. E(Y[X) = izdiisiim — OLS, normal denklemler.

2. E(Y|X) = regresyon — MSE.

3. Adam — Bellman, EM/VI.

4. Var(Y|X) — heteroskedastik, aleatoric.

5. Eve — law of total variance, ANOVA.

6. Beta-Binom hiyerarsik — overdispersion, random effects.
7. Compound Poisson — toplam 6diil/hasar (sigorta, RL).

211



34 Bir RD Verildiginde Kosullu Beklenti

! Tek bir sey alip gideceksen

E(Y|X) = ortogonal izdiigsiim = regresyon. Adam beklentiyi, Eve varyansi parcalar (within +
between) — ANOVA + aleatoric/epistemic ayrigimi.
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35 Esitsizlikler

Cauchy-Schwarz, Jensen, Markov, Chebyshev

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 28 (=47 dk)
¢ Okuma siiresi: =22 dk

35.1 Bu Derste Ne Var?

1. Rassal toplam: X = Zji . X, Adam + Eve.
2. Cauchy-Schwarz: |[F(XY)| < \/E(X?)E(Y?2).
3. Jensen: digbiikkey g = F(g(X)) > g(E(X)).

4. Markov: P(|X| > a) < E|X|/a.

5. Chebyshev: P(|X — u| > a) < 0?/a®.

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Esitsizlik = yaklasim — PAC, generalization bound; kanitlanmig sinir > tahmin.

* Markov — Chebyshev — Chernoff — Hoeffding zinciri = konsantrasyon esitsizlikleri ailesi.
* Jensen — ELBO = variational inference temeli (VAE, diffusion).

¢ Cauchy-Schwarz — Kosiniis benzerligi (attention dot product).

* Chebyshev — BSY — orneklem biiyiikliigii o2 /(ne?).

35.2 Rassal Toplam: Adam + Eve

X = Ejil X,,N L X, B(X,) = p Var(X;) = 0.
Naif hata: F'(X) = Ny — kategori hatas1 (N RV!).
Adam: E(X|N) = uN - E(X) = pE(N).

Eve:

Var(X) = 02E(N) + p*Var(N)
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https://www.youtube.com/watch?v=UtXK_EQ3Pow

35 Esitsizlikler

35.3 Cauchy-Schwarz

[E(XY)| < VE(X?) E(Y?)

= korelasyon € [—1, 1] (yeniden).

@ Builder Notu — Embedding Benzerlik

E(XY) =i¢ ¢arpim, \/E(X?) = norm — RV’ler Hilbert uzay1. Attention nokta ¢arpimi, Kosiniis
benzerligi [—1, 1]’de kalmasinin garantisi.

35.4 Jensen Esitsizligi

Disbiikey g (¢” > 0):

E(9(X)) = g(E(X))

I¢biikeyse (In, /%) yon doner.
Ispat (teget dogrusu): g(x) > a + bz tiim  (disbiikeylik). Beklenti al.
Ornekler:

» g(r) = 2% E(X?) > (E(X))? (varyans > 0).
g(x) =1/z (x > 0): E(1/X) > 1/E(X) (oran tahmincisi yanlilig).

e In: E(InX) <InE(X).

! Builder Notu — ELBO ve Cross-Entropy

Jensen ML’de her yerde: (1) ELBO: log E[-| > Ellog -] — variational inference (VAE, diffusion);
(2) AM-GM esitsizligi; (3) oran tahmincisi yanlilig1; (4) karar agact bolme kriterleri (Gini, entropi).
ELBO = Jensen.

35.5 Markov Esitsizligi

Hicbir varsayim yok (X > 0 disinda).

Ispat (gosterge): a - 1jx)>q < |X|her durumda. Beklenti al.
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35.6 Chebyshev Egitsizligi

Jensen — disbikey g icin E(g(X)) = g(E(X))

16 q == g(x) = x2 (disbikey)
‘ X degerleri
14 4 ——- ortalama dogru (chord)

E(g(X)) = 5.0 (orta)
g(E(X)) = 1.0 (egri Ustl)

124

10 A

Jensen
E(g) =

Sekil 35.1: Jensen: digbiikey g(x) = x? icin E(g(X)) = g(E(X)). Iki nokta + olasilikla se¢ — ortalama nokta
egrinin listlinde. ELBO/cross-entropy/aritmetik-geometrik esitsizlik hep Jensen.

@ Builder Notu — Konsantrasyonun Atast

Markov = tiim konsantrasyon esitsizliklerinin atasi. Chebyshev (kareyle), Chernoff (MGF’yle), Ho-
effding, Bernstein — hepsi “negatif olmayan doniisiime Markov uygula” tarifi. ML'de SGD yakinsama
garantisi, diferansiyel mahremiyet giiriiltii kuyrugu hep Markov ile baslar.

35.6 Chebyshev Esitsizligi

o2

P(\X—M’Z@Sa—z

Veya a = co:

1
P(X —pl2co) < —

Ispat: Markov’u (X — p)? > a? olayna uygula.

! Builder Notu — BSY Motoru

Chebyshev = BSY’nin motoru. X,,’in varyansi 0% /n — P(|X, — u| > €) < 02/(ne?) — 0.
Monte Carlo yakinsama hizi, A/B test 6rneklem biiyiikliigii, minibatch gradyan kalitesi hep bu
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35 Esitsizlikler

Olceklemeden.

35.7 Bu Dersin Ozeti

Rassal toplam: E = yF(N), Var = 62 E(N) + p? Var(N).
Cauchy-Schwarz: korelasyon [—1, 1].

Jensen: digbiikey — yoOnii hatirla.

Markov: P < E/a.

Chebyshev: P < 02 /a?.

MY

I Tek bir ciimle

Dagilim bilmesen bile dort esitsizlik kanitlanmis sinir verir. Markov — Chebyshev = BSY motoru
= ML de konsantrasyon ailesinin atasi; Jensen — ELBO = variational inference temeli; Cauchy-
Schwarz = embedding benzerlik garantisi.

35.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: E(X) = N neden yanlis?

Cevap: Kategori hatas1 — F/(X) say1, Ny RV. Dogru: pE(N).

1 Soru 2: Rassal toplam Var iki terimi neyi temsil eder?

Cevap: Aleatorik (her miisterinin giiriiltiisii) + yapisal (/V belirsizligi).

1 Soru 3: X > 0. E(1/X) vs 1/E(X)?

Cevap: E(1/X) > 1/E(X) (Jensen, 1/x digbiikey).

1 Soru 4: Chebyshev c=3 vs Normal?

Cevap: Chebyshev < 1/9 ~ 0,111 her dagilim i¢in. Normal = 0,003. Evrenselligin bedeli kabalik.

35.9 Egzersizler

Egzersiz 1. Bilesik Poisson: N ~ Pois()\), E(X), Var(X).
Egzersiz 2. X > 0, E(X) = 2. Markov P(X > 8) < ? vs Exp(1/2) gercek.
Egzersiz 3. Adil para n atis. Chebyshev ile P(|X,, — 0,5 > 0,1) < 0,05 igin n?
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35.10 Sonraki Ders Icin Hazirlik

Egzersiz 4. (Python — Markov + Chebyshev + Jensen)

Markov: E|X| = 1.999

a=4: P(X2a) ger¢ek=0.1353 < 0.4999
a=6: P(X2a) gerc¢ek=0.0500 < 0.3332
a=8: P(X2a) ger¢ek=0.0184 < 0.2499

Chebyshev: p=2.00, 0=2.00

c=1: P(|X-p|2co) gercek=0.1351 < 1.0000
c=2: P(|X-pu|2co) gercek=0.0499 < 0.2500
c=3: P(|X-p|2co) gercek=0.0183 < 0.1111
Jensen: E(1/X) = 7.6485 2 1/E(X) = 0.5001

Egzersiz 5. (Sonraki ders) BSY: Chebyshev ile X n — 1. MLT: X », — M normal sekilde dalgalanir.

35.10 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 29: BSY ve MLT — Chebyshev kullanilacak.

Ders 29 oncesi yapilacak

* Egzersiz 5 (BSY/MLT sezgi) coz.
* Chebyshev tekrar oku.

35.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanmim Not

Rassal toplam E nE(N) Adam

Rassal toplam Var 0?E(N) + p? Var(N) Eve
Cauchy-Schwarz |E(XY)| < E(X?2)E(Y?) Corr € [—1, 1]
Jensen g digbiikey — E(g) > g(F) ELBO
Markov P(|X]| > a) < E|X|/a Atasi
Chebyshev P(|X —p| > a) < 0?/a? BSY motoru
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35 Esitsizlikler

35.12 ML Baglantilan Ozeti

@ 6 koprii

Esitsizlik = yaklasim — PAC, garanti.

Markov — Chernoff — Hoeffding — konsantrasyon ailesi.
Jensen — ELBO — VAE, diffusion.

Cauchy-Schwarz — embedding, attention.

Eve — aleatoric + epistemic.

Chebyshev — BSY — érneklem o2 /(ne?).

AN

! Tek bir sey alip gideceksen

Dagilimi bilmesen bile dort esitsizlik kanitlanmig smir verir. Markov-Chebyshev = BSY + konsantras-
yon ailesi. Jensen = ELBO. Cauchy-Schwarz = embedding garantisi.
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36 Blyuk Sayilar Yasasi ve Merkezi Limit Teoremi

1AIn hata 6lgegi; istatistigin iki biiyiik teoremi

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 29 (=51 dk)
¢ Okuma siiresi: =24 dk

36.1 Bu Derste Ne Var?

BSY: Xn — [ — nereye (sabit).

MLT: /n(X, —p)/o — N(0,1) — nasil (sekil + /7 hiz).
Var(X,) = 02/n— 1/+/n hata lgegi.

MLT ispati: MGF + L’Hopital.

Binom normal yaklasim + siireklilik diizeltmesi.

A S

@ Builder Notu — ML Kopriileri

¢ 1/4/n 6l¢egi — Monte Carlo, minibatch gradyan, A/B test 6rneklem.

* 0/+/n — ensemble/bagging (n bagimsiz model varyansi 1/n).

* /M, init — Xavier/He agirlik ilklendirme.

. \/E attention - QK T / \/E skorlari, d bagimsiz terim SD’si.

* MLT — Gauss varsaymmi her yerde: diffusion, VAE prior, giiriiltii modelleri.
¢ iid kirllmasi — distribution shift, RL’de policy degisikligi.

36.2 Kurulum

X, Xy, ... iid, E(X) = p, Var(X;) = o (sonlu).

Anahtar:
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https://www.youtube.com/watch?v=OprNqnHsVIA

36 Biiyiik Sayilar Yasast ve Merkezi Limit Teoremi

0.2

Var(X,) = ==, SD(X,) = %

36.3 Biyuk Sayilar Yasasi

Giiclii BSY: Xn — polasilik 1 ile (noktasal).
Zayif BSY: Her ¢ > 0 icin P(|X,, — i| > ¢) — 0 (olasilikta).
ispat (Chebyshey, tek satir):

- Var(X,) o2
P(|Xn—,u|>0)§0—2:m—>0
“This theorem is crucial for science to be possible.” — Blitzstein, 9:59

@ Builder Notu — Tutarlilik (Consistency)

“Olasilikta yakinsama” = tahmincinin tutarhligi. MLE, SGD yakinsamasi hep bu dilde. Kumarbazin
yanilgis1 (“telafi olur””) BSY’yi yanlis yorumlar — BSY swamping ile calisir, telafi ile degil.

36.4 Merkezi Limit Teoremi

Sagirtici: sadece sonlu varyans yeter. X ;’ler ne kadar ¢irkin olsa da ortalamasi normale gider.
Neden \/n? SD(X,,) = 0//n — y/n ile carp — SD sabitlenir.

MLT: Ustel(1) carpik dagilim - n biyiidiikce ortalama Normal'e gider

n=1:5D = 1.000 n=10:5SD = 0.316 n =100: SD = 0.100
— N(1, 1.000) — N(1,0.100) | 401 — N(1, 0.010)
1.2
3.51
109 3.0 1
0.8 1 2.5 1
0.6 1 2.0
1.5
0.4 1
1.0 1
0.2 1 05 -
. ; 0.0 - 0.0
8 10 05 1.0 15 20 25 3.0 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
)-(,-, )—(n

Sekil 36.1: MLT canli: Ustel(1) ¢arpik dagilimdan 6rneklem ortalamasinin dagilimi. n=1 carpik; n=10, 100
hizla Normal’e oturuyor. SD = oAn Olcegi. “Yeterince ¢ok sey topla, cana doniis”
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36.5 MLT Ispati (MGF + L’Hépital)

! Builder Notu — v/d Her Yerde

\/n olgegi DL’de her yerde: (1) Xavier/He init 1/,/n,, — katman varyansi sabit; (2) Attention

QKT/ v/d — d bagimsiz terim SD’si v/d; (3) Layer norm sezgisi. MLT bilmeden bu \/- bolenlerin
anlagilmasi zor.

36.5 MLT ispati (MGF + L’'Hépital)

Standartlastir: 4 = 0,0 = 1.5, = > X, E(etSn/Vr) = [M(t//n)]".

Log+y =1/y/n:
In M
lim —— 9% Q(W, 0/0
y—0 Yy
L'Hopital x2 + M(0) = 1, M’(0) = 0, M”(0) = 1:
t t2
2t M7(0) = —
2 (0) 2

Usal - e’/2 = N(0,1) MGF'i. B

36.6 Binom Normal Yaklagimi

X ~ Bin(n, p): E = np, SD = \/npq.

p ~ 1/2 iyi. Siireklilik diizeltmesi:

P(X=a)~Pla—05<X <a+0,5)

Poisson vs Normal: p — 0 (nadir) — Poisson; p ~ 1/2 — Normal.

36.7 Bu Dersin Ozeti

BSY: X, — .

Var(X,) = o2 /n.

Zayif BSY: Chebyshev tek satir.

MLT: dagilimda /n olgegi.

Binom normal + siireklilik diizeltmesi.

MY
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36 Biiyiik Sayilar Yasasi ve Merkezi Limit Teoremi

! Tek bir ciimle

Bagimsiz dzdes seyleri ortalarsan, gergege gider (BSY) ve etrafindaki dalgalanma 1/+/n dl¢eginde
cana doniisiir (MLT) — dagilim ne olursa olsun. Bilim ve istatistik bu iki garanti iizerine kuruludur.

36.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: BSY vs MLT?

Cevap: BSY nereye (sabit ;). MLT nasil (y/n 6lgegi + Normal). Farkli yakinsama tiirleri.

i Soru 2: Var(X,)? Zayif BSY?

Cevap: 02 /n. Chebyshev — 02 /(nc?) — 0.

1 Soru 3: Neden /n?

Cevap: SD(X,) = o/+/n. /n ile garpilirsa SD sabitlenir — dejenere olmayan limit.

1 Soru 4: Bin(100, 0.5), P(X=50) normal yaklagim?

Cevap: ®(0.1) — ¢(—0.1) ~ 0,0796 (gercek deger 0.0796, miikemmel).

36.9 Egzersizler

Egzersiz 1. 02 = 9, SD < 0,1 icin n? Hatay1 yariya n kag kat?

Egzersiz 2. Bern(0.5), P(|X,, — 0,5| > 0,05) < 0,01 i¢in n (Chebyshev).
Egzersiz 3. Exp(1) iid, n = 100. X 100 Yaklasik dagilimi?

Egzersiz 4. Bin(400, 0.5), P(X > 220) normal yaklagim + siireklilik.
Egzersiz 5. (Python — MLT gozlemle)

n= 1: emp SD=1.0051 teorik o0/vn=1.0000 c¢arpiklik=+2.018 (- 0)
n= 10: emp SD=0.3177 teorik o/vn=0.3162 c¢arpiklik=+0.659 (» 0)
n=100: emp SD=0.1001 teorik o0/vn=0.1000 c¢arpiklik=+0.211 (> 0)

36.10 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 30: Ki-Kare, Student-t, MVN — Normal’in tiirevleri.
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36.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)
Ders 30 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz.
e \/n dlgegi + binom normal yaklagimini igsellestir.

36.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanmim Not

X, 1Sy X; RV

Var(X,,) o?/n SD=0//n

Giiclii BSY Xn — 1 (ols 1) Noktasal

Zayif BSY P—0 Olasilikta; Chebyshev
- d

MLT vn(X,, —p)/o— N(0,1) Dagilimda

Binom normal O fark pr~1/2

Siireklilik diizeltmesi P(X =a)~ P(a+0.5) Kesikli—siirekli

36.12 ML Baglantilari Ozeti

@7 koprii

1/4/n dl¢egi — Monte Carlo, minibatch.
Xavier/He init 1/, /n;,,.

Attention 1/+/d.

Tutarhlik (consistency).
Ensemble/bagging o2 /n.

Gauss her yerde — diffusion, VAE.

iid kirilmasi — distribution shift, RL.

Nk WD

! Tek bir sey alip gideceksen

Yeterince ¢ok sey topla, gercege git (11, BSY) + ¢ana don (N (0, 1), MLT), dagilim ne olursa olsun.
1/+/n olgegi ML de her yerde.
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37 Ki-Kare, Student-t ve Cok Degiskenli Normal

Normalin tiirevleri: Xz, t, MVN

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 30 (=47 dk)
¢ Okuma siiresi: =23 dk

37.1 Bu Derste Ne Var?

1. Ki-Kare (x?): )_ Z7 = Gamma(n,/2,1/2).

2. Student-t: Z/\/V /n; t; = Cauchy.
3. MVN: her dogrusal kombinasyon normal.
4. MVN’de korelasyonsuz —> bagimsiz (yalniz orada!).

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* x> — Mahalanobis uzakhgi, L2 diizenlilestirme, aykir1 deger tespiti.
e t —> t-SNE (agir kuyruk crowding’i ¢6zer); robust regresyon.

* MVN — Gaussian Process (GP), VAE latent, Kalman filter, GMM.
* Korelasyonsuz —> bagimsiz (MVN) — PCA = ICA Gaussian’da.

* Marjinal vs ortak normallik — copula.

37.2 Ki-Kare (\?)

Zy,.., Z, iid N(0,1):

vy zay?

J=1

Gamma baglantisi: x? = Z2 ~ Gamma(1/2, 1/2). Toplam:

2 — Garnma(2 l)
Xn - 27 2
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https://www.youtube.com/watch?v=MF-XSJOsGqw

37 Ki-Kare, Student-t ve Cok Degiskenli Normal

E(x%) = n, Var = 2n.

! Builder Notu — Mahalanobis

likelihood’u. Mahalanobis uzakhg |z — u|% ~ x? — aykirt deger skoru.

Karelerin toplami = y? MLde her yerde: MSE, L2 diizenlilestirme, Gaussian’in negatif log-

37.3 Student-t
Z~N(0,1),V~x2,ZL1LV:

Z

= ~J

VViin "

Tarih: William Gosset (Guinness) takma ad “Student”.

Ozellikler:

 Simetri: =1~ ¢,,.
* ¢, = Cauchy (ortalama yok).
* t,, ortalamas1 0 (n > 2); t,,’in n. ve iistii momenti yok.

* Agir kuyruk: Cauchy 1/1‘2, normal e=*°/2.

n — 0o = Normal: BSY -V, /n — E(Z?) =1,paydal’e 5T — Z.

Student-t: kGiglk n agir kuyruk; n blyldikce Normal'e gider

0.40 1

— N(0,1)

— t 1 (df=1)
t 3 (df=3)
t 10 (df=10)
t 30 (df=30)

-4 -2 0 2
X

Sekil 37.1: Student-t kuyrugu: t_1 (Cauchy) en kalin, t_30 neredeyse Normal. Kiiciik n’de agir kuyruk —
outlier’lara dayaniklilik (t-SNE crowding, robust regresyon). BSY ile t — Normal.
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37.4 Cok Degiskenli Normal (MVN)

! Builder Notu — t-SNE ve Robust

t-SNE: diisiik-boyutlu gommede Student-t ¢cekirdegi kullanir; agir kuyruk crowding problem’i ¢ozer,
kiimeler ayrigir. Robust regresyon: Gaussian giiriiltii yerine t-giiriiltii — aykir1 degerler “sok” yerine
“olas1” goriiliir.

37.4 Cok Degiskenli Normal (MVN)

Tanim: X = (X, ..., X;) MVN <= her ) |, X, normaldir.

Kargi-ornek: Z ~ N(0,1), S € {1} (Z’den bagimsiz). (Z,SZ):

* Marjinaller her ikisi N(0,1).
* Ama Z + SZ: yar1 zaman 0 (kesikli) + yar1 siirekli - MVN degil!

MGF:

M(t) = exp<ztjﬂj + %Var(thXjD

MVN tamamen ortalama vektor + kovaryans matrisi ile belirlenir.

37.5 MVN: Korelasyonsuz —> Bagimsiz

Genelde: bagimsiz = korelasyonsuz, tersi yanls.
MVN icinde: tersi de dogru!
Ornek: X,Y ~ N(0,1)iid. (X +Y,X —Y) MVN.

Cov(X+Y,X—-Y)=Var(X)—Var(Y) =0

- X +Y 1L X —Y. (Busadece Gauss’a 6zgii.)

I Builder Notu — PCA = ICA Gaussian’da

Korelasyonsuz —> bagimsiz (MVN) Gauss varsayimli modellerin islenebilirliginin 6ziidiir. PCA:
kovaryansi kogegenlestir — Gaussian’da bagimsiz bilesenler. Gaussian Process kosullama, Kalman
giincelleme, VAE kogegen latent — kapali form bu sayede.
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37 Ki-Kare, Student-t ve Cok Degiskenli Normal

37.6 Bu Dersin Ozeti

2= ZJ2 = Gamma(n /2, 1/2).
t, = Z/+/V /n;t; = Cauchy.

t — Normal (BSY).
MYVN: her kombinasyon normal.
Korelasyonsuz —> bagimsiz (MVN’de).

IS

I Tek bir ciimle

Ki-kare karelerle, t oranlarla, MVN vektorlerle normali genisletir. Yalniz MVN’de ‘“korelasyonsuz =
bagimsiz” — Gauss’un derin armagani; GP, VAE, Kalman, PCA’nin islenebilirliginin kaynag.

37.7 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: xz_n neden yeni degil?

Cevap: Gamma(n/2, 1/2). Tim Gamma araglar1 gegerli.

1 Soru 2: t_1 neden Cauchy?

Cevap: T' = Z/|Z,| = iki Normal oranmi = Cauchy. Ortalama yok.

1 Soru 3: t_n — Normal nasil?

Cevap: BSY: V,, /n — 1, payda sabitlesir —» 1" — Z.

i Soru 4: (Z, SZ) MVN mi? Korelasyon?

Cevap: MVN degil (Z + SZ kesikli-siirekli karisim). Korelasyonsuz (Cov = () ama bagimh (S,
Z’nin igaretini belirler).

37.8 Egzersizler

Egzersiz 1. E(x?2), Var(x?2). Hem Gamma hem ) ij ile.

Egzersiz 2. t, momentleri var m1? Hangi mertebeye kadar?

Egzersiz 3. MVN testi: (a) (Z + W, Z — W), (b) (Z,2?), (c) (2Z + 3W,Z — W ,5W).
Egzersiz4. X,Y iid N(0,0%). X +Y L X —Y? 0y # oy olsa?

Egzersiz 5. (Python — t kuyrugu + MVN)
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37.9 Sonraki Ders Icin Hazirlik

P(T > 3):
t_ 1: 0.1024
t_ 2: 0.0477
t_ 5: 0.0150
t_ 10: 0.0067
t_ 30: 0.0027
t_100: 0.0017

N(0,1): ©.0013

corr(X+Y, X-Y) = 0.0017 (= © » MVUN'de bagimsiz)

37.9 Sonraki Ders icin Hazirlik

Ders 31: Markov Zincirleri — zaman i¢inde bagimliligin temel modeli.

Ders 31 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz.
* MVN korelasyonsuz—>-bagimsiz’1 icsellestir.

37.10 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Not

2 > ZJQ- Gamma(n/2,1/2)

t, Z/\/V/n t, = Cauchy

t moment n. ve iistii yok Simetri O

t kuyruk Cauchy o< 1 /22 Normal’den kalin

t— N BSY ile n biiyiik

MVN Her >t ;X ;normal  Bilesen-normal yetmez
MVN MGF JTE D> Belirler
Korelasyonsuz —> bagimsiz  Yalniz MVN Gauss armagant

37.11 ML Baglantilari Ozeti

@ 6 koprii

X2 — Mahalanobis, aykir1 deger, L2.

t-SNE — agir kuyruk crowding.

Robust regresyon — t-giiriiltii.

MVN — GP, VAE, Kalman, GMM.
Korelasyonsuz—>-bagimsiz — PCA = ICA Gaussian’da.

M
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37 Ki-Kare, Student-t ve Cok Degiskenli Normal

6. Marjinal = ortak — copula.

I Tek bir sey alip gideceksen

Ki-kare karelerle, t oranlarla, MVN vektorlerle normal genigler. Yalniz MVN’de korelasyonsuz =
bagimsiz — Gauss’un iglenebilirliginin sirr1.
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38 Markov Zincirleri

Markov 6zelligi, gecis matrisi, duragan dagilim

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 31 (=47 dk)
¢ Okuma siiresi: =22 dk

38.1 Bu Derste Ne Var?

Markov ozelligi: gecmis L gelecek | simdi.

Gegis matrisi Q: ¢;; = P(i — j), satir toplamu 1.
n-adm: X, ~s—- X, .~ sQ™.

Duragan dagilim: s() = s.

e

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* MCMC (Markov Chain Monte Carlo) — Bayesci ¢ikarimin motoru, Metropolis-Hastings,
Gibbs, HMC.

* Diffusion modelleri — ileri/geri Markov zinciri.

¢ RL = MDP (Markov Decision Process) — Bellman’in temeli.

* PageRank — web grafinin duragan dagilimu.

¢ n-gram dil modelleri = (n — 1). dereceden Markov; Transformer Markov varsayimini kirar.

 HMM forward = s() belief giincellemesi.

38.2 Markov Ozelligi

P(Xn+l :] | Xn :Z‘7Xn717"'7X0> :P<Xn+1 :j ’ Xn :l)

Yalniz son durum 6nemli. Ge¢mis ve gelecek simdi verildiginde kosullu bagimsiz.

“Past and future are conditionally independent given the present.” — Blitzstein, 11:43

Homojen: ¢;; = P(X, ,; = j | X,, = i), n’den bagimsiz.
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https://www.youtube.com/watch?v=8AJPs3gvNlY

38 Markov Zincirleri

38.3 Gecis Matrisi ()
Ornek (4 durum):

1/3 2/3 0 0
{12 0 12 0
=10 o 0 1
1/2 0 1/4 1/4

Her satir 1’e toplanir (stokastik matris).

38.4 n-Adim Gegisler

X, dagilimu satir vektorii s. LOTP:

P<Xn+1 =J)= Zsiqij = (SQ)j

38.5 Duragan Dagilim

Bir kez girilince sonsuza dek s. ()’nun 6zdeger-1 sol 6zvektorii.
Dort soru: Var mi? Tek mi? Yakinsar m1? Nasil hesaplanir?

Hafif kosullarda — evet, evet, evet.

! Builder Notu — MCMC ve Diffusion

¢Ozen — liretim = zinciri tersine calistirma.

MCMC: duragan dagilimi hedef posterior olan zincir kur (Metropolis-Hastings, Gibbs, HMC), calistir,
ornekle. Bayesci ML’ in motoru. Diffusion modelleri: ileri siirec giiriiltii ekleyen zincir, geri siire¢ onu
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38.6 Tarihsel Iki Kullanim

Markov zinciri: farkl baslangiglar - ayni duragan dagihim n = [0.353 0.235 0.176 0.235]

1.0 A = Durum 1 (init [1. 0. 0. 0.]) = Durum 3 (init [1. 0. 0. 0.])
= Durum 2 (init [1. 0. 0. 0.]) = Durum 4 (init [1. 0. 0. 0.])
0.8
— 0.6
1S
=]
—_
=]
z
204
0'2- .......
0.0 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
adimn

Sekil 38.1: 4-durumlu Markov zinciri farkli baglangi¢lardan ayni duragan dagilima yakinsar. PageRank,
MCMC, diffusion’in temel mekanizmasi: “yeterince calistir, duragana git”.

38.6 Tarihsel iki Kullanim

1. Modelleme: gercek sistem (Pushkin’in sesli/sessiz harfleri, hava durumu).
2. MCMC: kendi zincirini kur, duragan dagilimi hedefledigin dagilim.

“You can construct your own Markov chain that will converge to a distribution you're interested

in.” — Blitzstein, 23:19

38.7 Bu Dersin Ozeti

1. Markov ozelligi: kosullu bagimsizlik.
2. (Q: stokastik, satir toplamu 1.

3. sQ™: m adim sonra.

4. s() = s: duragan.

I Tek bir ciimle

Markov zinciri: gelecek ge¢mise yalniz simdi iizerinden baglh. Tiim davranig ()’da; kuvvetleri zamani
sarar; duragan s() = s uzun-vade dengesi. MCMC, diffusion, RL (MDP), PageRank, n-gram, HMM

— hepsi.
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38 Markov Zincirleri

38.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Markov 6zelligi = bagimsizlik mi1?

Cevap: Kosullu bagimsizhik (simdi verildiginde). X, bilinmiyorsa X, _; hala bilgi tasir.

1 Soru 2: Q’nun yapisal 6zelligi?

Cevap: Her satir 1’e toplanir (negatif olmayan). Siitun toplamak zorunda degil.

1 Soru 3: X_n ~ s. 3 adim sonra?

Cevap: sQ> dagilim; (Q?’)ij nokta olasiligi.

i Soru 4: sQ = s neden duragan?

Cevap: Bir adim sonra dagilim degismez — sonsuza dek s. Ozdeger-1 sol 6zvektor.

38.9 Egzersizler

Egzersiz 1. Gegerli QQ? (a) (.3,.7;.6,.4), (b) (.5,.5;.8,.3), (¢) (1,0;.2,.8).
Egzersiz 2. Q = (.9,.1;.5,.5). (Q?)1?

Egzersiz 3. s = (1,0). sQ, sQ? hangi yone?

Egzersiz 4. Yukaridaki Q i¢in duragan dagilim ¢oz.

Egzersiz 5. (Python — Markov + duragan)

Satir toplami: [1. 1. 1. 1.]
[1. 0. 0. ©.] » [0.3529 ©.2353 ©.1765 0.2353]
[6. 0. 0. 1.] » [0.3529 0.2353 0.1765 0.2353]
Duragan (0zvektor): [0.3529 ©.2353 0.1765 0.2353]

38.10 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 32: Markov Simiflandirma + Tersinirlik — irreducibility, periyot, detailed balance (MCMC’nin
temeli).

Ders 32 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz.
* Duragan denklemi icsellestir.
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38.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

38.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Not

Markov ozelligi P(X, . 1]X,,...) = Gegmis | gelecek | simdi
PO AIX,)

4 PX,.,.=7|X,=1) Homojen

Q () Satir toplami 1

Evrim sQ Satir vektorii

m-adim sQ™, (Q™),; Matris kuvveti

Duragan sQ =s Ozdeger-1 sol 6zvektor

38.12 ML Baglantilan Ozeti

@6 koprii

MCMC — Metropolis-Hastings, Gibbs, HMC.
Diffusion — ileri/geri zincir.

RL (MDP) — Bellman, value iteration.
PageRank — duragan dagilim.

n-gram = (n — 1). Markov; Transformer kirar.
HMM forward = sQ).

kLD =

! Tek bir sey alip gideceksen

Markov: gelecek yalmz simdi iizerinden bagli. () davranisi, Q" zaman, s() = s uzun-vade. MCMC
+ diffusion + RL + PageRank hepsi.
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39 Markov: Siniflandirma ve Tersinirlik

Detailed balance = MCMC ’nin temeli

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 32 (=48 dk)
¢ Okuma siiresi: =23 dk

39.1 Bu Derste Ne Var?

1. Indirgenemezlik (irreducibility): her durumdan her duruma.

2. Geri doniislii / gecici / yutucu / periyodik durumlar.

3. Duragan teoremleri: var + tek + s, = 1/r; + yakinsama (aperiyodik).
4. Tersinirlik (detailed balance): s,g;; = 5,q;;-

5. Yonsiiz ag rassal yiiriiyiisii: s; = d,;/ ) d; (dereceyle orantily).

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Detailed balance = Metropolis-Hastings tasarim ilkesi.

« Indirgenemez + aperiyodik = ergodiklik (MCMC neden isler).
» Rassal yiiriiyiis o< derece — PageRank, degree centrality.

* Graf gomme (DeepWalk, node2vec) = agda rassal yiiriiyiis.
GNN difiizyonu = komgu ortalamasi rassal yiiriiyiis.

39.2 indirgenemezlik

Her durumdan her duruma ulasilabilir (pozitif olasilikla, sonlu adimda).

“Irreducible means you can get from anywhere to anywhere.” — Blitzstein, 5:32

@ Builder Notu — MCMC Indirgenemezlik

MCMC zincirinin 6rnek uzaymm tamamen dolasabilmesi kosulu. PageRank’te 1sinlanma (teleporta-
tion) indirgenemezligi garanti eder (yoksa cikissiz sayfalar tuzak olur).
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39 Markov: Smiflandirma ve Tersinirlik

39.3 Durum Tiirleri

* Geri doniislii: olasilik 1 ile doner (sonsuz kez). Indirgenemez sonlu zincirde tiim durumlar geri
doniislii.

* Gegici: eninde sonunda donmez.

* Yutucu: girince hep orada (kumarbazin iflasi).

* Periyodik: belirli periyod katlarinda doniis.

39.4 Duragan Dagilim Teoremleri

Indirgenemez sonlu zincir:

1. Var.

2. Tek.

3. s; = 1/r; (r; = ortalama geri doniis siiresi).

4. Aperiyodikse Q)" — s (baslangictan bagimsiz).

! Builder Notu — Ergodiklik

Indirgenemez + aperiyodik = ergodiklik. Zaman-ortalamasi (tek uzun yiiriiyiis) = uzay-ortalamasi
(duragan beklenti). Tek MCMC zincirinden 6rnek toplayabilmenin gerekcesi.

39.5 Tersinirlik (Detailed Balance)

Si4i5; = 5544

Teorem: s detailed balance sagliyorsa s duragandir.

ispat: ZZ uygula:

A A

Y osidi =Y 5 =55y G =501 = 3
7

Sol = (sQ); = sQ = s. &

I Builder Notu — Metropolis-Hastings’in Sirrt

Detailed balance = MH’in tasarm ilkesi. Kabul olasilig1 (min(1, ...)) tam s,q,; = s,q;; saglanacak
sekilde — normalizasyon sabiti gerekmez, sadece oran s; /s;! Bu, Bayesci posterior’un (sabiti
hesaplanamayan) orneklenmesini miimkiin kilan can alic1 numara.
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39.6 Yonsiiz Agda Rassal Yiiriiyiis

39.6 Yonsiiz Agda Rassal Yiirayls

d; = derece, q;; = 1/d; (komsuysa).

Detailed balance kontrolii: d; - 1/d;, =1=d;-1/d; v

d,
S. =

7 Zd

7 J

Duragan dagilim dereceyle orantili — matris ¢c6zmeden.

0.30

duragan olasilik
I
o
w

0.05 A

0.00 -

Duragan « derece — toplam derece = 14

o

N

S
!

o

N

S)
!

mm (a) d/2d (formil)
mm (b) Ozvektor
I (c) SimUlasyon (500k adim)

Digim 1 Digim 2 Digim 3 Digim 4 Digim 5
(d=2) (d=3) (d=4) (d=3) (d=2)

Sekil 39.1: Yonsiiz agda rassal yiiriiyiis: duragan dagilim dereceyle orantili. Ug farkli hesaplama yolu (formiil,

ozvektor, simiilasyon) ayni sonuca varir. PageRank, GNN, DeepWalk’un temel sezgisi.

! Builder Notu — PageRank, GNN, DeepWalk

“Duragan < derece” = PageRank’in cekirdegi. Web grafinda sayfa onemi = rassal gezginin duragan
dagilimi. Degree centrality, DeepWalk / node2vec (rassal yiiriiyiis ornekleme), GNN’in komsu
ortalamasi adimlar1 — hepsi bu zincirden.

39.7 Bu Dersin Ozeti

1. indirgenemez + sonlu — tiim durumlar geri déniisli.

2. Duragan teoremi: var + tek + s, = 1/r; + aperiyodikse yakinsar.
3. Detailed balance: s,;q,; = s,q;; = duraZan.

4. Rassal yiiriiyiis: s; o< d;.
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39 Markov: Smiflandirma ve Tersinirlik

! Tek bir ciimle

Indirgenemez + aperiyodik — duragan var/tek + yakinsama (ergodiklik = MCMC isler). Detailed
balance (s;q;; = s;q;;) duragani matris ¢cézmeden verir — Metropolis-Hastings’in tasarim ilkesi.
Yonsiiz ag rassal yiiriiyiis = derece orantili = PageRank.

39.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Indirgenemez sonluda gegici olabilir mi?

Cevap: Hayir. Hepsi geri doniislii.

1 Soru2:s i=02—ri?

Cevap: r; = 5. Ters orant1.

1 Soru 3: Detailed balance — duragan ispat1?

Cevap: i iizerinden topla: ) s,q;; = 5, - 1 = 5; = sQ = s.

1 Soru4:d=(2,2,3,1)duragan?

Cevap: s = (2/8,2/8,3/8,1/8).

39.9 Egzersizler

Egzersiz 1. Zinciri simiflandir: 152, 2—1/2-53, 354, 453,
Egzersiz 2. iki durumlu Q, detailed balance kontrolii.
Egzersiz 3. C, dongiisii. Periyodik mi?

Egzersiz 4. Yildiz grafi: merkez vs yaprak.

Egzersiz 5. (Python — Ug yolla duragan)

Formul: [0.25 ©.25 ©0.375 0.125]

Ozvektér: [0.25 ©0.25 0.375 0.125]
Detailed balance: True
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39.10 Sonraki Ders Icin Hazirlik

39.10 Sonraki Ders i¢in Hazirlik

Ders 33: Markov + PageRank — agirlikl: yiiriiyiis, Google’in milyar dolarlik fikri.

Ders 33 oncesi yapilacak

» Egzersizleri ¢oz.
* Detailed balance + derece formiiliinii i¢sellestir.

39.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Not

Indirgenemez Her — her “Connected”

Geri doniislii P(déniig) = 1 Sonlu indirgenemez = hepsi
Yutucu Hep orada Iflas

Periyodik Periyot katlar1 Yakinsamay1 bozar
Duragan var+tek sQQ =s Indirgenemez sonlu

s; =1/r; Ort. geri doniis Ters oranti

Yakinsama tQ" — s Aperiyodik

Detailed balance 8145 = Sjqj; = duragan

Rassal yiiriiyiis s; =d;/ > d; Dereceyle orantili

39.12 ML Baglantilari Ozeti

@6 koprii

Metropolis-Hastings — detailed balance.
Ergodiklik — tek zincirden ornek.

PageRank — duragan dagilim.

DeepWalk / node2vec — rassal yiiriiyiis 6rnekleme.
GNN - rassal yiiriiyiis difiizyonu.

RL terminal — yutucu durum.

N R LD =

I Tek bir sey alip gideceksen

Indirgenemez + aperiyodik = MCMC’nin islemesinin sebebi. Detailed balance = Metropolis-
Hastings’in sirr1. Rassal yiiriiyiis oc derece = PageRank.
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40 Markov: Agirlikh Yuriayus ve Google PageRank

Power iteration + 1g1nlanma; olasiliin milyar dolarlik fikri

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 33 (=48 dk)
¢ Okuma siiresi: =23 dk

40.1 Bu Derste Ne Var?

Her tersinir zincir agirlhikl ag ytriiyiistidiir.
PageRank: s = s, web 6nem skoru.
Google zinciri: G = aQ + (1 —a)J /M.
Power iteration: tG" — s.

S

Agirlikh rassal yiiriiyiis: ¢;; = w;;/ >, W, w;; = wy;.

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* DeepWalk / node2vec — rassal yiiriiylis gdbmme.

* PageRank — eigenfactor, eigenvector centrality, oneri sistemleri.
* Power iteration — biiylik-6l¢ek 6zvektor, spektral kiimeleme.

* Isinlanma — diizenlilestirme (label smoothing, e-greedy).

o Agirhikh graf — spektral, GNN, attention-weighted komsu.

40.2 Agirlikh Rassal Yuriiyus

Yonsiiz, w;; = wj;:

q“ =
Y2l Wik

Detailed balance kontrolii — duragan agirlik-toplamiyla orantili:

S; X E Wik
k
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https://www.youtube.com/watch?v=Q-pCzTpwPBU

40 Markov: Agwrlikl Yiiriiytis ve Google PageRank

40.3 Her Tersinir Zincir = Agirhkh Yuriylis

Teorem: Tersinir zincir — w;; = s,q;; koy. Tersinirlik (s,q,; = s;9;;,) = w;; = w,; (simetrik). Geg¢isi
hesapla:

Wi; Sy q
= = q,;
Zk Wik 5 Zk 4k

40.4 PageRank Markov Zinciri
Icgorii: Sayfa Gnemi = baglanti verenlerin 6neminden dogar (sabit nokta).
s; = Zsiqij = s=sQ

Seyreltme: ¢;; = 1/(cikis sayis1). Sarkan sayfa: 1/ tiim sayfalara.

“The importance of a page is the long-run fraction of time that you spend at that page, randomly
surfing the web.” — Blitzstein, 31:34

40.5 Google Zinciri ve Isinlanma

G=aQ+(1—q) a=0,85

S
M )

%85 baglant1 takip + %15 rastgele sayfaya isinlan.

Neden 151nlanma?

+ Indirgenemezlik garantisi.
» Aperiyodiklik / sifirsizhik — duragan teoremleri uygulanir (tersinir olmasa bile).

! Builder Notu — Diizenlilestirme

Isimlanma = diizenlilestirme: ana modele kiiciik diizgiin bilesen karigtirmak. Aynm kalip: label smoot-
hing, e-greedy (RL), Laplace diizeltmesi, dropout. Patolojileri eler.
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40.6 Power Iteration

40.6 Power lteration
t,tG,tG?, ... . tG" — s

Neden ucuz?

* () cok seyrek (tipik sayfa az baglant1).
* tJ =hepsi-1 vektorii (toplami 1).

Her adim O(kenar say1s1) — milyarlarca sayfada uygulanabilir.

PageRank power iteration —» [0.192 0.192 0.273 0.343]

— Sayfa l
0.350 1 —— sayfa 2

— sayfa3
0.325{ — Sayfa 4

0.300 A

PageRank skoru
=] =]
N N
w ~
o w

0.225 A

0.200 A

0 5 10 15 20 25 30 35 40
iterasyon n

Sekil 40.1: PageRank power iteration: 4 sayfali web (sayfa 4 sarkan). t G*n hizla duragan dagilima yakinsar. o
= (.85, 1s1nlanma minik ama indirgenemezlik + aperiyodiklik garantisi. Google’in milyar dolarlik
fikri tek bir Markov zincirinin duragan dagilimi.

Final siralama (yliksek>diisik): [4 3 1 2]

! Builder Notu — Spektral Yontemler

Power iteration = en biiyiik 6zdegerin 6zvektdriinii bulmanin standart yontemi. Spektral kiimeleme,
latent faktor cikarimi, hatta bazi verimli attention yaklasimlari (linear attention) ayni desen. “Devasa
ama seyrek operatoriin baskin 6zvektorii, operatorii tekrar tekrar uygulayarak” — biiyiik-6lcek ML'in
her yerinde.

40.7 Bu Dersin Ozeti

1. Agirhikh yiiriiyiis: s; o< > w;y,.
2. Her tersinir = agirhkh ag yiiriyiisii (w;; = s,¢;;)-
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40 Markov: Agwrlikl Yiiriiytis ve Google PageRank

3. PageRank: s = s(Q).
4. Google: G = aQ + (1 —«a)J /M.
5. Power iteration + seyreklik.

I Tek bir ciimle

Her tersinir Markov zinciri agirhkh ag yiiriyiisiidiir (duragan o agirlik-derece); PageRank ise
tersinir-olmayan dev zincir — web sayfalarini isinlanmayla saglamlastirilms Google zincirinin duragan
dagilimin1 power iteration ile siralar. Onem = uzun vadede o sayfada gecirilen zaman.

40.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Her tersinir — a yiiriiyiisii ispat1?

Cevap: w;; = s,q;,. Tersinirlik - w,;; = w;. Gegis: wij/ dowy = q;; (s; sadelesir).

1 Soru 2: Seyreltme + sarkan sayfa?

Cevap: ¢;; = 1 /¢ikig sayisi. Sarkan — 1/M tiim sayfalara — satir toplami 1.

1 Soru 3: Ismlanma niye?

Cevap: Indirgenemezlik + sifirsiz — duragan teoremleri uygulanur.

i Soru 4: Neden power iteration?

Cevap: O(m?) imkansiz. tG™ — s ve seyreklik + t.J = hepsi-1 — her adim ucuz.

40.9 Egzersizler

Egzersiz 1. Uggen, w;, = 1, w5 = 2, wy3 = 3. Duragan?
Egzersiz 2. Detailed balance kontrolii.

Egzersiz 3. Kiiciik web: 1-2,3; 2—3; 3—1. () matrisi.
Egzersiz 4. Egzersiz 3'te o« = 0,85 ile G ?

Egzersiz 5. (Python — PageRank)

PageRank: [0.1919 ©.1919 0.2734 0.3428]
Siralama: [4 3 2 1]
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40.10 Sonraki Ders Icin Hazirlik

40.10 Sonraki Ders i¢in Hazirlhik

Ders 34: Tleriye Bakis — kursun son dersi! Top Ten + Otesi.

Ders 34 oncesi yapilacak

* Tiim kursu gdzden gegir.
* Markov + PageRank’i i¢sellestir.

40.11 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Tanim Not

Agirhkh yiiriiyiis ¢ =w/ > w Simetrik
Duragan S; X Y w Agirlik-derece
Tersinir = ag W5 = S;4;5 Hepsi
PageRank 5= 5Q Onem
Seyreltme 1/cikis Sarkan: 1/M
Google G=aQ+(1—-—a)J/M «a=0.85
Isinlanma Diizenlilestirme Patoloji eler
Power iteration tG" Seyrek + tJ ucuz

40.12 ML Baglantilari Ozeti

@ 6 koprii

PageRank — eigenfactor, eigenvector centrality.
Power iteration — spektral kiimeleme.
Isinlanma — label smoothing, e-greedy.
Agirhikh graf — GNN, attention.

Tersinirlik — MCMC spektral analiz.

Random walk gomme — DeepWalk, node2vec.

A

! Tek bir sey alip gideceksen

Her tersinir zincir = agirhkh ag yiiriyiisii. PageRank = devasa Markov zincirinin duragan dagilim1 +
power iteration. Olasiligin milyar dolarlik fikri.
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41 ileriye Bakis (A Look Ahead)

Top Ten, regresyon, Horvitz-Thompson, Basu’nun Fili

1 Boliim bilgisi

« Blitzstein’in videosu: YouTube — Lecture 34 (=37 dk)

* Okuma siiresi: =18 dk
* Not: Stat 110’un son dersi. Toparlama + ileriye bakis. Ders 35 (kapsam dis1 bonus konugma)

cevrilmedi.

41.1 Bu Derste Ne Var?

Top Ten — 3 tema: rassallik / beklenti / uzun-vade.
Sonrasi: ¢ikarim, regresyon, stokastik siirecler.
Regresyon tiiretmesi: 5, = Cov(X,Y")/Var(X).
Horvitz-Thompson (IPW): T = Y;1;/p;.
Basu’nun Fili: yansiz # iyi.

ARl

@ Builder Notu — ML Kopriileri

* Regresyon = en kiiciik kareler — tiim denetimli 6grenme.

* IPW — nedensel ¢ikarim (propensity score), off-policy RL (importance sampling).
* Basu’nun Fili — bias-variance tradeoff, ridge/lasso diizenlilestirme.

* Olasilik vs cikarim — generative vs discriminative.

* Kosullama — istatistigin ruhu, modern ML’in temeli.

41.2 Top Ten: Stat 110’un Ozii

3 tema:

(1-4) Rassallik nedir?

1. Kosullama — istatistigin ruhu.
2. Simetri — giiclii ama tehlikeli.
3. Rastgele degiskenler ve dagilimlari.
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https://www.youtube.com/watch?v=ChS3K2O-h7o

41 Ileriye Bakis (A Look Ahead)

4. Hikayeler (stories) — story proofs.
(5-7) Beklenti hesaplama.

5. Dogrusallik — bagimlilikta bile.
6. Gosterge — favori numara.
7. LOTUS — vazgecilmez.

(8-10) Uzun-vade.
8. BSY.

9. MLT.
10. Markov zincirleri — iid’nin bir adim 6tesi.

@ Builder Notu — ML Temeli

10 fikir = ML’in olasiliksal temeli. Kosullama — Bayesian/attention; hikayeler — iiretici tasarim;

dogrusallik+LOTUS — E[L] + Monte Carlo; BSY/MLT — SGD + belirsizlik; Markov — MCMC/dif-
fusion/RL.

41.3 Regresyon: 51 Tiretmesi

Y =B+ B8, X +¢ E(e]X) =0.

iki tarafin X ile Cov’unu al:

Cov(Y, X) = B, Var(X) + Cov(e, X)

Cov(e, X) = 0 ispat1 (Adam + bilineni disar1):

Cov(e, X) = E(eX) = E(X - E(e] X)) = E(X - 0) = 0

~ Cov(X,Y)
b= Var(X)

Kosullu beklenti = izdiisiim — en kiiciik karelerin geometrik temeli.

! Builder Notu — Sinir Aglarini Son Katmani

B, = Cov/Var = en kiiciik kareler ¢oziimii. “Kosullu beklenti = izdiigiim” goriisii dogrusal regres-

yondan kernel regresyona, sinir aglarimin son katmanina (6grenilen 6zelliklerin hedefe izdiislimii)
uzanir.
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41.4 Horvitz-Thompson (IPW)

41.4 Horvitz-Thompson (IPW)

Sonlu niifus Y7, ..., Yy sabit. p; = kisi j’nin dahil olma olasihg1.
Kestirici:
N Y.
o J
T= Z —1;
j=1 13

Yansiz (E/(I;) = p; temel koprii):

I Builder Notu — IPW Her Yerde

IPW modern ML’in devasa araci: Nedensel ¢cikarim (propensity score weighting), off-policy RL
(importance sampling), 6rneklem yanlhihg diizeltme. “Gozlemi olasiligina bol” = Ders 9 gosterge +
Adam yasasinin dogrudan uygulamasi.

41.5 Basu’nun Fili: Yansiz # lyi

50 fil, sahip “ortalama goriinen” Stampy’yi tartmak istiyor. pgi,,,, = 0,99, kalan 49 file 0,01 paylastirilr.

Sonug: %99 olasilikla sadece Stampy ¢ikar — T = Ystampy - 100 /99 ~ bir filin agirlig1! 50 fil i¢in berbat.
Yansiz ama varyans felaket.

! Builder Notu — Bias-Variance Tradeoff

Basu = ML’in en sinsi dersi: bir metrigi (yansizlik) optimize etmek hedefe ulastirmayabilir. Bias-
variance tradeoff — ridge/lasso bilerek yanlilik ekler ama varyansi diisiiriir. Off-policy RL’de IPW
patlar — “clipped/weighted importance sampling” ile evcillestirilir.

41.6 Sonrasi Nereye?

* Cikarim (model—veri ile veri—parametre, ML'in iki yaris1).
* Regresyon / lineer modeller.

Stokastik siirecler (Markov’un devamu).

R / Python 6gren.

“110 is actually a recurrent state in this chain... revisiting the material over and over again is a
good thing.” — Blitzstein, 36:18
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41 Ileriye Bakis (A Look Ahead)

Basu'nun Fili: ikisi de yansiz — ama garpik varyans felaket

B Carpik (son fil p=0.95): mean=5397 + 1436

I

1 Esit p=0.4: mean=5375 + 6123
l

1 = = Gercek = 5400.0

0.005 A

0.004 -

luk

yogun

0.002 A

o

o

S

w
T

0.001 - |
1
1
0.000 . — - - - — - - -
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
T kestirimi

Sekil 41.1: Basu’nun Fili: yansiz ama yiiksek varyans. Carpik olasilik ile (son file p=0.95) ortalama dogru
ama biiylik dalgalanma. Esit olasilikta varyans diisiik. ML dersi: bias-variance tradeoff.

41.7 Kurs Kapanigi

Stat 110 tamamlandi! 34 derste olasili§1 sifirdan — sayma + kosullamadan dagilimlar, beklenti, esitsizlikler,
BSY/MLT, Markov zincirleri ve PageRank’a — kurduk.

Karpathy: “Olasulik, makine ogrenmesinin dilidir.” Bu setteki tiim Builder Notlar1 o kopriiyii kurdu.

Buradan ileri: ¢ikarim, regresyon, stokastik siire¢ler, modern ML — hepsi bu temelin iizerine.

! Tek bir ciimle

Stat 110’un 6zii kosullamadir; 10 temel fikir “rassallik nedir / beklenti nasil / uzun-vade ne” diye iice
ayrilir; regresyondan [IPW’ye her uygulamada Adam yasasi + gosterge + izdiisiim; ama Basu’nun Fili
hatirlatir: yansiz # iyi, diisiinmek gerekir.

41.8 Kontrol Sorulari

1 Soru 1: Kosullama neden istatistigin ruhu?

Cevap: Belirsizlik altinda bilgi giincellemenin temel mekanizmas1 — kos. olasilik/beklenti, Bayes,
Markov (gegmis | gelecek | simdi). Tiim kursun temasidir.

i Soru 2: B, tiretmesinde E(g|X)=0 nasil?

Cevap: iki yer: (1) Adam: E(¢) = E(E(¢]X)) = 0. (2) Cov(e, X) = E(X - E(¢|X)) = 0. Hata
aciklayiciya ortogonal = en kiiciik kareler.
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41.9 Egzersizler

1 Soru 3: HT yansizlig1?

Cevap: Gosterge E(I;) = p;. E(T) = > (Y;/p;)p; = >_Y,;. Gosterge numarasi rassal payday1

J
sabite gevirir.

1 Soru 4: Basu’nun Fili neyi gosterir?

Cevap: Yansizhik + iyilik. Varyans kritik. ML karsilig1 bias-variance tradeoff — diizenlilestirme,
ridge/lasso bilerek yanlilik ekler.

41.9 Egzersizler

Egzersiz 1. 5,1 E(Y), 5, E(X) ile bul.

Egzersiz 2. E(¢|X) = 0 = Cov(e, g(X)) = 0 tiim g i¢in.

Egzersiz 3. Y = (10, 20, 30), p = (0,5,0,5, 1). Tiim 6rneklemler iizerinden E(T)
Egzersiz 4. Basu, iki olas1 deger arasi fark? Varyans hakkinda ne?

Egzersiz S. (Python — IPW + Basu)

Esit p=0.4 | gercek=5400 ort=5349 (yansiz) std=6118
Carpik (son p=0.95) | gercek=5400 ort=5390 (yansiz) std=1441

41.10 Anahtar Kavramlar (Cheat Sheet)

Kavram Formiil Not

Istatistigin ruhu Kosullama Her yer

3 tema Rassallik / beklenti / uzun-vade (1-4)/(5-7)/(8-10)
By Cov(X,Y)/Var(X) [zdiisiim
Ortogonallik Cov(e, X) =0 Adam yasasi
Horvitz-Thompson »_ Y,I;/p; IPW; yansiz
Basu Yansiz # iyi Bias-variance
Sonrasi Cikarim, regresyon, siirecler R/Python
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41 Ileriye Bakis (A Look Ahead)

41.11 ML Baglantilan Ozeti

@ 6 koprii

Regresyon — tiim denetimli 6grenme; sinir ag1 son katmanu.
IPW — nedensel ¢cikarim, oftf-policy RL, dengesiz veri.
Basu — bias-variance tradeoff, diizenlilestirme.
Kosullama — Bayesian ML, attention.

Olasilik vs cikarim — generative vs discriminative.
Stokastik siirecler — RL, diffusion.

AN

! Tek bir sey alip gideceksen

Stat 110’un 6zii kosullamadir. Adam yasas1 + gosterge + izdiisiim = ML’in olasiliksal motoru.
Yansizlik # iyilik (Basu) — bias-variance her yerde. Olasilik makine 6grenmesinin dilidir (Karpathy).

41.12 ® Kurs Sonu

34/34 4. Stat 110 Tiirkce ders notlar1 tamamlandi.

Bu set Blitzstein’in Harvard Stat 110 dersinin Tiirk¢e paralel okumasidir. Her dersin Builder Notlar1t ML/AI
icin yap1 taglarim gosterir.

Bundan sonra:

* stat] 10.net — strategic practice, kitap (Blitzstein & Hwang 2014).
* Cikarim: Stat 111, regresyon: Stat 139, stokastik siirecler: Stat 171.
* R + Python.

“Tuning is physics, mathematics, and logic — and so is probability.”

Karpathy: “Olasilik, makine 6grenmesinin dilidir.”

Bu setin tiim Builder Notlar1 o dili 6gretmek i¢indi.
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